Cviceni z NSTP022
8. tyden cviceni (8.—-12.4.2013)

Limitni véty II.

1. Uvazujme posloupnost nezavisljch stejné rozdélenych nahodnych velicin {X;}7°; s konecnym
rozptylem. Definujme veli¢iny Y = EY3X,, k = 1,2,.... Plati pro posloupnost {Y,}22, silny
zakon velkych cisel?

2. Uvazujme posloupnost nezavislych ndhodnych pokusti, z nichz kazdy skonéi tspéchem s pravdépo-
dobnosti p € (0,1) a netspéchem s pravdépodobnosti 1 — p. Dokazte, Ze relativni ¢etnosti tspéchii
v n pokusech konverguji pti n — oo k p skoro jisté.

3. Nechf ma nahodna veli¢ina X normalni rozdéleni N(1,4). Pomoci tabulek uréete P(X < 1),
P(X >5)aP(]X]|<2).

4. Necht X1, Xo,... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim N(u, 0?).
(a) Jaké je rozdélen velicin 37 | X; a X, = L 3" | X;? Uréete déle rozdéleni veli¢iny
7, = 2 Xi — e

V/no

Vyjadiete veli¢inu Z, pomoci vybérového priméru X,,.
(b) Necht = 1 a 02 = 4. Jak velké n je tfeba zvolit, abychom méli zaruceno, ze primér veli¢in
X1,..., X, bude kladné ¢islo s pravdépodobnosti alespon 0,997

5. Jaka je pravdépodobnost, ze pii 10 000 hodech symetrickou minci padne rub vice nez 4900 krat?
Pouzijte CLV.

6. Necht v, znadi relativni éetnost lich v n hodech minci (mince je symetrickd a hody provadime
nezavisle). Zjistéte, kolik musime provést hodi, aby pravdépodobnost jevu [|1/n —-1/2| < 0,05]
byla alespoii 0,957 Reste

(a) pomoci CebySevovy nerovnosti,
(b) pomoci CLV.

vvvvvv

7. Na server ma pfistup 100 uzivatelt. Z diivejsich zkuSenosti vime, Ze uzivatel ma na serveru
prumérné 120MB dat, smérodatnd odchylka mnozstvi dat je 40 MB. Jak velky diskovy prostor
potiebujeme, aby s pravdépodobnosti 99% nedoslo k jeho zaplnéni? (Uzijte CLV.)

8. V dany den navstivi menzu n studentt, pficemz pravdépodobnost, ze ndhodny student chce vege-
taridnské jidlo je p € (0,1). Oznac¢me V;, ndhodnou veli¢inu udévajici pocet student pozadujicich
vegetaridnsky obéd. Najdéte € tak, aby

P

Vycislete pro p = 0,1 a n = 100 studentti. Pokuste se interpretovat, co jste spocitali.

Vo —p‘ < 8) ~ 0,97.

n

9. Zivotnost jedné zarovky mé exponencidlni rozdéleni se stfedni hodnotou 10 hodin. Jakmile se
jedna zarovka porouchd, nahradime ji ihned dalsi. Kolik mame zakoupit Zarovek, abychom méli
jistotu, Ze budeme moci svitit alespoii 600 hodin s pravdépodobnosti alesporn 95%7?



Opakovani z prednasky

Normalni rozdéleni. Normalni rozdéleni N(u, 0?) ma hustotu

T — )2
f(x):\/;r7exp{—(202m}, r €R, (8.1)

kde 11 € R a ¢ > 0 jsou parametry. Je-li p = 0 a 02 = 1, tj. f(z) =

V2r

rozdéleni nazyva standardizované (normované) normalni rozdéleni a znaci se N(0,1).

e Distribuéni funkce rozdéleni N(0,1) se znadi jako ®, tj. ®(x) = [* \/%exp{—tQ/Q} dt. Tento
urcity integral je mozné spocitat jen numericky, a proto hodnoty funkce ® nalezneme v tabulkach.
Ze symetrie plati

exp{—22/2}, pak se toto

®(z)+ ®(—x) =1, pro vSechna x € R. (8.2)

Pro obecné N(u,o?) se potom distribuéni funkce F(z) spoéte jako F(z) = ® <$ — Iu>'
o

e Jeli X ~ N(u,0?), pak EX = 1 avar X = o2.

o Je-li X ~N(p,02) aa,beR,a+#0, pak aX + b méa normalni rozdéleni N(ayu + b, a®0?).

e Jsou-li X, Y nezéavislé normalné rozdélené a a,b € R, pak aX + bY mé normélni rozdéleni (s pfi-
slusnymi parametry).

e Ma-li (X,Y) sdruzené dvourozmérné normélni rozdéleni, pak mé aX + bY normélni rozdéleni
(s pfislusnymi parametry).

Centralni limitni véta (CLV) pro posloupnost nezavislych stejné rozdélenych veli¢in:
Necht {X,,} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych veli¢in s 0 < var X; < oco. Pak

T X, —nEX
P 21 Xk — nEX <g )™= o(x), z€R, (8.3)
vnvar X1

neboli ekvivalentné

X, —EX; n—co
P(ym 2220 < ) "X (x), xR, 8.4
e = (8.4

kde @ je distribu¢ni funkci normélniho rozdéleni N(0, 1), jejiz hodnoty je mozné najit napi. v tabulkéch.
Zkracen€ piseme

| S XXy o X EXG sy
vnvar Xy Vvar X1

a Tikdme, ze Z, mé asymptoticky normalni rozdéleni. CLV nam tedy fika, ze distribuc¢ni funkce F,
veli¢iny Z,, se pfi n — oo blizi k ®. Pro n dost velké tedy lze uvazovat F,(z) = ®(z).

Zn N(0,1) (8.5)

Silny zakon velkych éisel:

e (SZVC pro nestejné rozdélené veli¢iny) Necht {X,} je posloupnost nezavislych veli¢in
takovych, ze Y 7, % < 00. Pak (X,, — EX,,) — 0 s,j.

e (SZVC pro stejné rozdélené veli¢iny) Necht {X,} je posloupnost nezavislych stejné roz-
délenych veli¢in. Pak X,, — u s.j. pro néjaké u € R pravé tehdy, kdyz E|X;| < co. V tomto
pfipadé p = EX;.
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Vysledky
SZVC plati ve tvaru (Y, — EX2 570 k) — 0 5.
Plyne ze SZVC pro stejné rozdélené veli¢iny.
P(X <1)=1/2, P(X >5) =0,0228, P(|.X| < 2) = 0,6247.

(a) Z?:l Xl ~ N(”M7n02) a Yn = %Z?:l XZ ~ N(/_j,70'2/n), Zn ~ N(O’ 1)7 Zn = \/H(Xn - H)/U7
(b) n > 22.

P(32199%0 X; > 4900) = ®(2) = 0,9772.
(a) n > 2000, (b) n > 385.
Potrebujeme diskovy prostor alespon 12 932 MB.

e =371(0,985)/p(1 — p)/v/n = 2,17 \/p(1 — p)/+/n = 0,0651.

Meéli bychom nakoupit alespon 75 zarovek.



