Cviceni z NSTP022
9. tyden cviceni (15.—-19.4.2013)

CLV, bodovy odhad

1. Pojistovna mé pojisténo 1 000 osob stejného véku. Pravdépodobnost timrti v daném roce je u kaz-
dého pojisténého 0,01. Pojisténci plati ro¢ni pojistné 1200 EUR a v pfipad€ tmrti je opravnéné
osobé vyplaceno 80000 EUR.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pojistovna utrpi v daném roce ztratu?

(b) Jaky je v daném roce o¢ekavany zisk (resp. ztrata) pojistovny?

(¢) Kolik by musela mit pojistovna klient, aby s pravdépodobnosti alespon 0,99 vydélala alespori
10 000 EURY?

2. Necht {X,,}>2 jsou nezavislé nahodné veli¢iny takové, ze

P(X, =n") =P(X, = —n)) = % (A €R).

(a) Rozhodnéte, pro ktera A € R spliuje posloupnost {X,,}7° ; silny zakon velkych cisel. Zapiste
explicitné jeho znéni.

(b) Rozhodnéte, pro kterda A > 0 spliiuje posloupnost {X,,}>°; pfedpoklady CLV (Ljapunovova
podminka). Zapiste explicitné jeji znéni.

3. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni se stfedni hodnotou 1/A, kde
A > 0 je neznamé.

(a) Odvodte odhad T;, parametru A metodou maximalni vérohodnosti.

(b) Je T, konzistentni odhad parametru \?

(c) Je odhad T), nestranny (resp. asymptoticky nestranny)? Pokud neni, jak jej musime upravit,

abychom dostali nestranny odhad V,, parametru A?
Napovéda: Soucet n nezdavislych veli¢in s Exp(\) rozdélenim md gama rozdéleni s hustotou

fo(x) =[A\"/(n — )] z" te™?% 2 > 0.
(d) Spoctéte rozptyl odhadt V;, a T),.
(e) Ktery z odhadu V,, a T, parametru A je ,lepsi“ a pro¢?
4. Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,0), kde 6 > 0 je
neznamé.

(a) Najdéte maximalné vérohodny odhad T, parametru 6 a rozhodnéte o nestrannosti a konzistenci
tohoto odhadu.

(b) Necht n > 2. Je odhad U,, = X; + X2 nestranny a konzistentni?
5. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z absolutné spojitého rozdéleni s hustotou f, kde

flx) = \/%exp{—lf}, zeR

a b > 0 je neznamy parametr.
(a) Odhadnéte parametr b metodou maximalni vérohodnosti.

(b) Zjistéte, zda je tento odhad nestranny a konzistentni.



Opakovani z prednasky

Ljapunovova centralni limitni véta: Nechf Xi,..., X, jsou nezévislé ndhodné veli¢iny. Oznac¢me

1w = EX;, Uiz =var X;, pf’ =E|X; - EXZ-|3, proi=1,...,n.

n 3\1/3 n

A i1 (Xi — n—qo

Jestlize lim Lpl)m =0, pak pro kazdé x € R plati P #g) <z | "= o). (91)
n— o0 (Zn 02) Zi:l o;

i=1"1

Bodovy odhad. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér (nezévislé stejné rozdélené veliciny) z rozdéleni, které
zavisi na nezndmém parametru § € ©. Odhadem parametru 6 (nebo obecnéji parametrické funkce g(f)) je
libovolna borelovskd funkce nahodného vybéru Xi,...,X,, jejiz funkéni predpis nezavisi na #. Odhad T, =
T.(X1,...,Xn) je tedy ndhodna veli€ina.

V praxi pak pracujeme pouze s odhady, které maji ,,pekné“ vlastnosti.

,Pékné* vlastnosti.
e Rekneme, Ze odhad T, = T,,(X1, ..., X,) je nestranny odhad parametrické funkce g(6), jestlize

ET, =E¢T, =g(d), pro viechna 6 c ©. (9.2)

Odhad T, je asymptoticky nestranny odhad g(0), jestlize E yT,, — ¢g(6) pfi n — oo pro vSechna 6 € ©.

e Rekneme, 7e odhad T,, = T,,(X1,...,X,) je konzistentni odhad parametrické funkce g(#), jestlize 1), —
g(0) s.j. pro n — oo pro vSechna 6 € O, t.].

Pyo( lim T, = g(f)) =1 pro vechna § € ©. (9.3)
n—oo
Struény popis konstrukce odhadu metodou maximalni vérohodnosti. Necht Xi,..., X, je

ndhodny vybér z rozdéleni, které zavisi na nezndmém parametru 6§ € ©. Pfedpoklddejme, Ze toto rozdéleni ma
hustotu f(x, ) vzhledem k né&jaké o-kone¢né mife v (v bude ¢itaci mira v p¥ipadé diskrétniho rozdéleni a Le-
besguova mira v pfipadé spojitého rozdéleni). Odhad T,, = T,,(X1,..., X,) je odhad metodou maximalni
vérohodnosti, jestlize T;, maximalizuje tzv. vérohodnost

n
La(0) = [[ F(Xi,0) (9.4)
i=1
pres vSechna 6 € ©. Ekvivalentné, T,, maximalizuje logaritmickou vérohodnost
n
In(0) =log[Ln(0)] = > _log[f(X;,0). (9-5)
i=1

Méme tedy T,, = arg max L(0) = arg %1€a6xl(9).

Za urcitych dalsich predpoklada lze T, najit jako feSeni vérohodnostni rovnice % 1,(0) =0, tj.

5> loglf(X:,60)] = . (9.6
i=1



Vysledky
1. (a) pravdépodobnost ztraty je 0,056, (b) ocekdvany zisk je 400 000 EUR, (c) potiebny pocet
klientt je alespon 2193.
2.(a) Pro A < 1/2 plati X,, — 0 s.j.
asympt.

’ T X
(b) Pro A > 0 plati Z :\/% PN, 1).

3.(a) Th =1/Xn = n/(3iey Xi),
(b) T, je konzistentni odhad A,

(¢) T), neni nestranny odhad A, protoze ET,, = 7?—_)‘1;

Vo = (nfjl) In — Z%_lx je nestranny odhad A,
=1t
_1)2
(d) pron > 2jevarT, = /\QW, varV, = (nnig)varTn = n>\7—22’
(e) Vi, je lepsi, jelikoz je nestranny (navic mé i mensi rozptyl).
4.(a) T, = maxj<i<n X;, ET), = n”—fl, T, tedy neni nestrannym odhadem parametru 6. T, je vSak

konzistentnim odhadem parametru 6.

(b) Odhad U, je nestranny, ale neni konzistentni.

5. by, = 2 > | X2. Odhad je nestranny i konzistentni.
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