Cvi¢eni NMFM310 (18.3.2015, 25.3.2015)

Piiklad 1: Ukazte, ze kazd4 posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nadhodnych veli¢in, které
nabyvaji jen spocetné mnoha hodnot je homogenni Markovsky fetézec. Jaké je jeho matice prav-
dépodobnosti prechodu?

Priiklad 2: Pocasi v Montrealu je bud pékné, nebo neutralni nebo $patné. Jestlize je dnes pékné,
zitra bude pékné s pravdépodobnosti 0.6, neutralné s pravdépodobnosti 0.2 a §patné s pravdépo-
dobnosti 0.2. Jestlize je pocasi neutralni, zitra bude pékné, neutralné nebo $patné s pravdépodob-
nostmi 0.25, 0.5 a 0.25. Pro dnes §patné pocasi pak s pravdépodobnostmi 0.25 a 0.5 bude zitra
neutralné nebo Spatné. Popiste situaci jako Markovuv fetézec.

Piiklad 3: Bud {X,,}22,, Xo = 0 posloupnost vysledkt opakovanych hodu spravedlivou kostkou
a definujme nésledujici nahodné veli¢iny:

a) Y,, = max(Xo, ..., X,) nejvétsi pozorovana hodnota béhem prvnich n hoda,

b) N, = Y | X, pocet Sestek, které padly behem prvnich n hoda,

c¢) Cy, poCet hodu, které se uskutecnily do ¢asu n od posledni pozorované Sestky.

Vsechny posloupnosti {Y,,}, {N,} i {C,,} jsou Markovské fet&zce. Urcete jejich matici pravdépo-
dobnosti piechodu.
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Urcete, jak vypadaji pravdépodobnosti pgz), i € S,n € N pro piipady a) a b).
Klasifikujte stavy fetézce pro piipady a) a b).

Urcete, jak vypadaji pravdépodobnosti p

Priklad 4: Ale§ a Barbora hraji sérii Sachovych zapast. Predpokladejme, Ze kazd4a partie skondéi s
pravdépodobnosti % vyhrou AleSe, s pravdépodobnosti % remizou, a s pravdépodobnosti % vyhrou
Barbory. Za vyhru se ziskava jeden bod, za remizu ptl bodu.Ozna¢me X,, absolutni hodnotu rozdilu
ziskanych bodi obou hraca po n partiich

Urcete matici pravdépodobnosti pfechodu Markovova fetézce { X, }nen-

Priiklad 5: Necht homogenni Markoviv fetézec ma matici pravdépodobnosti pfechodu
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a) Predpokladejme, Ze pocatetni rozdéleni fetézce bylo rovnomérné. Jakeé je rozdéleni v ¢ase n = 37
b) Klasifikujte stavy Fetézce.

Priiklad 6: Uvazujme objekt, ktery se pohybuje po planu zndzornéném na obrazku. Pohyby jsou
pouze mezi Sesti vyznaénymi body.V kazdém kroku si objekt vybere jeden ze Gtyf sméra (sever,
vychod, jih zapad — kazdy se stejnou pravdépodobnosti) a timto smérem se vyda. Uréenym smérem
se pohybuje tak dlouho, dokud je to mozné (pokud v daném sméru nevede cesta, zistava na misté).
Oznatme X,, polohu ¢&astice po n krocich.

a) Urlete matici pravdépodobnosti piechodu P Markovova Fetézce X,.

b) Urcete rozdéleni fetézce v asech n = 1,2, 3,4, pokud Xy = 1.

c¢) Urcete rozdéleni Fetézce v ¢asech n = 1,2, pokud Xy = 3.

d) Klasifikujte stavy fetézce.




Priklad 7: Simulovani Markovova Fetdzce

Méame dano pocatecni rozdéleni (p;);es a matici pravdépodobnosti pfechodu P Markovova fetézce
{X,}nen a chceme simulovat nahodnou realizaci tohoto Fetézce {X,}. K tomu méame jestd k
dispozici posloupnost ndhodnych ¢isel Uy, Uy, Us, . . ., které jsou nezavislé, stejné rozdélené a maji
rovnomeérné rozdéleni na intervalu [0, 1]. Jedna moZnost postupu je takovéto:

Zadefinujeme si (nendhodné) zobrazeni W : [0, 1] — S tak, aby pro kazdy stav i € S platilo

1
/ I(U(x) = i)dx = p;,
0

a zobrazeni @ : S x [0,1] — S tak, aby platilo

1
| 1@G.0) = e =
0
pro kazdou dvojici stavi 4,5 € S. Potom definujeme nasi ndhodnou realizaci fetézce {X,,}. takto:
XQ = \I’(Uo), Xn+1 = <I)()(n7 Un) pro n > 1.

a) Ukazte, Ze takto generovany Fetézec {X,,} ma skutetné pozadované rozdéleni.
b) Navrhnéte vhodné funkce ¥ a ®.

Domaci iloha - zadani aZ na Sestém cviceni, tj. 25.3., tj. odevzdani 5.4.

a) Ales a Barbora hraji v kostky (kazdy vyhraje danou partii s pravdépodobnosti ) a zatinaji oba
s deseti mincemi. V kazdé partii ten, kdo prohraje, da svému soupefi jednu minci. Bud X,, pocet
minci, které vliastni Ale§ v ¢ase n, n € N. Pokud je jeden hra¢ ruinovan, stav X,, zistane zafixovan
a uz se pro dalsi n neméni. Bud {X,}52, na§ Markovsky fetézec, pficemz pokladame Xy = 10.

Simulujte nékolik priub&hitt Markovského fetézce { X, } (napft. 20). Nakreslete graf se viemi prubéhy
a graf, ktery ukaze, jak se vyvijeji ¢etnosti

pi(t) = (pocet realizaci Fetézce ve stavu i v Case t)/(pocet vSech simulovanych realizaci),

napfiiklad pro ¢asy ¢t = 0,5, 10, 15, 20, 25.

Spoctéte také, jaké jsou teoretické absolutni pravdépodobnosti p(t) (k tomu budete samoziejmé po-
tfebovat ur¢it pocatecni rozdéleni p(0) a matici pravdépodobnosti pfechodu P - a pouzit software,
ktery umi nasobit matice).

b) Simulujte Markovsky fetézec z piikladu 4. Nasimulujte nékolik trajektorii (fekndme 10) délky
100, vychézejici z pocateéniho stavu 0 a stejny pocet vychazejici z poc¢atecniho stavu 20. Vytvoite
grafy s priubéhem té&chto trajektorii a spoctéte relativni Cetnosti jednotlivych stavi (tj. pocet ¢a-
sovych okamziki, v nichz byl fetézec ve stavu i € S déleny délkou pozorovaného fetézce - Ipozor!
vyznam téchto Cetnosti je jiny nez v piipadé a). Jak moc se tyto pozorované cetnosti lisi pro
jednotlivé pribéhy?

Jak se zméni situace, kdyz bude Ale§ vyhravat s pravdépodobnosti 0.5, remiza nastane s psti 0.25
a Barbora vyhraje s pravdépodobnosti 0.257

Nakreslete graf prubéhu v8ech trajektorii a graf s relativnimi ¢etnostmi.

Regent by v obou piipadech a,b mélo obsahovat popis, jak jste realizace fetézce generovali.



