
Cvi£ení NMFM310 (18.3.2015, 25.3.2015)

P°íklad 1: Ukaºte, ºe kaºdá posloupnost nezávislých stejn¥ rozd¥lených náhodných veli£in, které
nabývají jen spo£etn¥ mnoha hodnot je homogenní Markovský °et¥zec. Jaká je jeho matice prav-
d¥podobností p°echodu?

P°íklad 2: Po£así v Montrealu je bu¤ p¥kné, nebo neutrální nebo ²patné. Jestliºe je dnes p¥kn¥,
zítra bude p¥kn¥ s pravd¥podobností 0.6, neutráln¥ s pravd¥podobností 0.2 a ²patn¥ s pravd¥po-
dobností 0.2. Jestliºe je po£así neutrální, zítra bude p¥kn¥, neutráln¥ nebo ²patn¥ s pravd¥podob-
nostmi 0.25, 0.5 a 0.25. Pro dnes ²patné po£así pak s pravd¥podobnostmi 0.25 a 0.5 bude zítra
neutráln¥ nebo ²patn¥. Popi²te situaci jako Markov·v °et¥zec.

P°íklad 3: Bu¤ {Xn}∞n=0, X0 = 0 posloupnost výsledk· opakovaných hod· spravedlivou kostkou
a de�nujme následující náhodné veli£iny:
a) Yn = max(X0, . . . , Xn) nejv¥t²í pozorovaná hodnota b¥hem prvních n hod·,
b) Nn =

∑n
i=1 Xi, po£et ²estek, které padly b¥hem prvních n hod·,

c) Cn po£et hod·, které se uskute£nily do £asu n od poslední pozorované ²estky.
V²echny posloupnosti {Yn}, {Nn} i {Cn} jsou Markovské °et¥zce. Ur£ete jejich matici pravd¥po-
dobností p°echodu.
Ur£ete, jak vypadají pravd¥podobnosti p(2)i,3 , i ∈ S.

Ur£ete, jak vypadají pravd¥podobnosti p(n)i,j , i ∈ S, n ∈ N pro p°ípady a) a b).
Klasi�kujte stavy °et¥zce pro p°ípady a) a b).

P°íklad 4: Ale² a Barbora hrají sérii ²achových zápas·. P°edpokládejme, ºe kaºdá partie skon£í s
pravd¥podobností 1

3 výhrou Ale²e, s pravd¥podobností 1
3 remízou, a s pravd¥podobností 1

3 výhrou
Barbory. Za výhru se získává jeden bod, za remízu p·l bodu.Ozna£meXn absolutní hodnotu rozdílu
získaných bod· obou hrá£· po n partiích

Ur£ete matici pravd¥podobností p°echodu Markovova °et¥zce {Xn}n∈N.

P°íklad 5: Nech´ homogenní Markov·v °et¥zec má matici pravd¥podobností p°echodu
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a) P°edpokládejme, ºe po£áte£ní rozd¥lení °et¥zce bylo rovnom¥rné. Jaké je rozd¥lení v £ase n = 3?
b) Klasi�kujte stavy °et¥zce.

P°íklad 6: Uvaºujme objekt, který se pohybuje po plánu znázorn¥ném na obrázku. Pohyby jsou
pouze mezi ²esti význa£nými body.V kaºdém kroku si objekt vybere jeden ze £ty° sm¥r· (sever,
východ, jih západ � kaºdý se stejnou pravd¥podobností) a tímto sm¥rem se vydá. Ur£eným sm¥rem
se pohybuje tak dlouho, dokud je to moºné (pokud v daném sm¥ru nevede cesta, z·stává na míst¥).
Ozna£me Xn polohu £ástice po n krocích.
a) Ur£ete matici pravd¥podobností p°echodu P Markovova °et¥zce Xn.
b) Ur£ete rozd¥lení °et¥zce v £asech n = 1, 2, 3, 4, pokud X0 = 1.
c) Ur£ete rozd¥lení °et¥zce v £asech n = 1, 2, pokud X0 = 3.
d) Klasi�kujte stavy °et¥zce.
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P°íklad 7: Simulování Markovova °et¥zce

Máme dáno po£áte£ní rozd¥lení (pi)i∈S a matici pravd¥podobností p°echodu P Markovova °et¥zce
{Xn}n∈N a chceme simulovat náhodnou realizaci tohoto °et¥zce {Xn}. K tomu máme je²t¥ k
dispozici posloupnost náhodných £ísel U0, U1, U2, . . . , které jsou nezávislé, stejn¥ rozd¥lené a mají
rovnom¥rné rozd¥lení na intervalu [0, 1]. Jedna moºnost postupu je takováto:

Zade�nujeme si (nenáhodné) zobrazení Ψ : [0, 1]→ S tak, aby pro kaºdý stav i ∈ S platilo∫ 1

0

I(Ψ(x) = i)dx = pi,

a zobrazení Φ : S × [0, 1]→ S tak, aby platilo∫ 1

0

I(Φ(i, x) = j)dx = pij ,

pro kaºdou dvojici stav· i, j ∈ S. Potom de�nujeme na²i náhodnou realizaci °et¥zce {Xn}. takto:

X0 = Ψ(U0), Xn+1 = Φ(Xn, Un) pro n ≥ 1.

a) Ukaºte, ºe takto generovaný °et¥zec {Xn} má skute£n¥ poºadované rozd¥lení.
b) Navrhn¥te vhodné funkce Ψ a Φ.

Domácí úloha - zadání aº na ²estém cvi£ení, tj. 25.3., tj. odevzdání 5.4.

a) Ale² a Barbora hrají v kostky (kaºdý vyhraje danou partii s pravd¥podobností 1
2 ) a za£ínají oba

s deseti mincemi. V kaºdé partii ten, kdo prohraje, dá svému soupe°i jednu minci. Bu¤ Xn po£et
mincí, které vlastní Ale² v £ase n, n ∈ N. Pokud je jeden hrá£ ruinován, stav Xn z·stane za�xován
a uº se pro dal²í n nem¥ní. Bu¤ {Xn}∞n=0 ná² Markovský °et¥zec, p°i£emº pokládáme X0 = 10.

Simulujte n¥kolik pr·b¥h· Markovského °et¥zce {Xn} (nap°. 20). Nakreslete graf se v²emi pr·b¥hy
a graf, který ukáºe, jak se vyvíjejí £etnosti

p̂i(t) = (po£et realizací °et¥zce ve stavu i v £ase t)/(po£et v²ech simulovaných realizací),

nap°íklad pro £asy t = 0, 5, 10, 15, 20, 25.

Spo£t¥te také, jaké jsou teoretické absolutní pravd¥podobnosti p(t) (k tomu budete samoz°ejm¥ po-
t°ebovat ur£it po£áte£ní rozd¥lení p(0) a matici pravd¥podobností p°echodu P - a pouºít software,
který umí násobit matice).

b) Simulujte Markovský °et¥zec z p°íkladu 4. Nasimulujte n¥kolik trajektorií (°ekn¥me 10) délky
100, vycházející z po£áte£ního stavu 0 a stejný po£et vycházející z po£áte£ního stavu 20. Vytvo°te
grafy s pr·b¥hem t¥chto trajektorií a spo£t¥te relativní £etnosti jednotlivých stav· (tj. po£et £a-
sových okamºik·, v nichº byl °et¥zec ve stavu i ∈ S d¥lený délkou pozorovaného °et¥zce - !pozor!
význam t¥chto £etností je jiný neº v p°ípad¥ a). Jak moc se tyto pozorované £etnosti li²í pro
jednotlivé pr·b¥hy?

Jak se zm¥ní situace, kdyº bude Ale² vyhrávat s pravd¥podobností 0.5, remíza nastane s pstí 0.25
a Barbora vyhraje s pravd¥podobností 0.25?

Nakreslete graf pr·b¥h· v²ech trajektorií a graf s relativními £etnostmi.

�e²ení by v obou p°ípadech a,b m¥lo obsahovat popis, jak jste realizace °et¥zce generovali.
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