
Cvi£ení NMFM310 8.4.2015

P°íklad 1: Leze slimák po nekone£n¥ vysokém strom¥, za kaºdou hodinu s pravd¥podobností 1
4

vyleze nahoru o jeden centimetr a s pravd¥podobností 3
4 o jeden centimetr dol· sklouzne. Po-

kud je na zemi, popoleze o jeden centimetr nahoru s pravd¥podobností 1. Ozna£me Xn vý²ku (v
centimetrech), ve které se slimák nachází po n hodinách.

a) Ur£ete matici pravd¥podobností p°echodu.
b) Klasi�kujte stavy °et¥zce.
c) P°edpokládejte, ºe na po£átku je slimák na zemi, a spo£t¥te absolutní pravd¥podobnosti po
t°ech hodinách
d) Spo£t¥te stacionární rozd¥lení (pokud existuje).

Návod: (Homogenní lineární diferen£ní rovnice )

Jak na n¥: Homogenní lineární diferen£ní rovnicí k-tého °ádu nazveme rovnici

an + c1an−1 + · · ·+ ckan−k = 0, n ≥ k, (1)

kde ci jsou dané koe�cienty a {an}∞n=0 je posloupnost, kterou hledáme. Rovnici

λk + c1λ
k−1 + · · ·+ ck−1λ+ ck = 0, (2)

nazveme charakteristickou rovnicí homogenní lineární diferen£ní rovnice (1). Jestliºe £íslo λ je
r-násobným ko°enem rovnice (2), pak posloupnosti {λn}∞n=0, {nλn}∞n=0, . . . , {nr−1λn}∞n=0 jsou li-
neárn¥ nezávislá °e²ení homogenní lineární diferen£ní rovnice (1). Kaºdé °e²ení homogenní lineární
diferen£ní rovnice (1) je pak kombinací t¥chto °e²ení.
Z k po£áte£ních podmínek al = constl, l ∈ {1, . . . k} a z normovací podmínky pro pravd¥podob-
nostní rozd¥lení

∑∞
n=0 an = 1, pak m·ºeme ur£it jednozna£né °e²ení.

P°íklad 2: �e²te soustavy diferen£ních rovnic:

a) π0 = 2 b) 3
4π1 = π0

π1 = 4
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4πk +
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4πk+2 = πk+1, k ≥ 0 1
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4πk+2 = πk+1, k ≥ 1

P°íklad 3: �e²te soustavy diferen£ních rovnic:

a) π0 = 1 b) 1
2π1 = π0

π1 = 3 π0 +
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2πk+2 = πk+1, k ≥ 0 1
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P°íklad 4: �e²te soustavy diferen£ních rovnic:

a) π0 = 3 b) 1
4π1 = π0

π1 = 5
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1
4π2 = π1
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4πk +

1
4πk+2 = πk+1, k ≥ 0 3

4πk +
1
4πk+2 = πk+1, k ≥ 1
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Simulování systému bonus-malus

a) Uvaºujme verzi systému bonus-malus, který jsme pojmenovali britský systém. Takºe p°edpo-
kládáme, ºe po£et pojistných událostí u kaºdého klienta v daném roce má Poissonovo rozd¥lení s
parametrem λ, a matice pravd¥podobností p°echodu mezi sedmi kategoriemi pak je rovna

P =
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Spo£t¥te stacionární rozd¥lení π pro p°ípad λ = 1
10 .

Generujte sedm náhodných realizací °et¥zce délky 10000 s maticí pravd¥podobností p°echodu P ,
pro λ = 1

5 , ze sedmi po£áte£ních stav· 1, 2, . . . , 7.
Pro kaºdý generovaný °et¥zec spo£t¥te empirické £etnosti Ni(10000)/10000 stav· i = 1 aº 7. Po-
rovnejte (moºno i gra�cky) obdrºené empirické £etnosti pro r·zné po£áte£ní stavy se stacionárním
rozd¥lením π.

Generujte 2000 po£áte£ních stav· podle rozd¥lení π a z nich generujte pr·b¥hy Markovského °e-
t¥zce jako vý²e, ale jenom do £asu 10. Spo£ítejte £etnosti stav· 1 aº 7 v generované populaci pro
£asy t = 0, 1, 2, . . . , 10. Porovnejte, jak závisí tyto empirické £etnosti na £ase (op¥t moºno gra�cky).

Generujte 2000 pr·b¥h· r¥t¥zce do £asu 10, ale nyní m¥jte v²echny z po£áte£ního stavu 6. Stejn¥
jako v p°edchozím p°ípad¥ spo£t¥te £etnosti stav· 1 aº 7 v generované populaci pro £asy t =
0, 1, 2, . . . , 10. Porovnejte, jak závisí tyto empirické £etnosti na £ase (op¥t moºno gra�cky).

Pro ob¥ simulace (s po£áte£ním stavem 6 a s po£áte£ním rozd¥lením náhodným rovným π) vý-
voje populace 2000 poji²t¥nc· spo£t¥te celkové vybrané pojistné (samoz°ejm¥ relativn¥ k základu
100%) v £asech t = 1, 2, . . . , 10. Nakreslete srovnávací graf pro ob¥ populace. Komentujte, pro£
graf vypadá práv¥ takto.

b) Simulujte 10 let pojistných událostí pro populaci poji²t¥nc· velikosti 2000. P°edpokládejte, ºe
po£et ²kod kaºdého poji²t¥nce se °ídí Poissonovým rozd¥lením s parametrem λ = 1

5 a velikost ²kod
(vyjád°ených v pom¥ru k základu pojistného) jsou vzájemn¥ nezávislé s lognormálním rozd¥lením
s parametry

(i) µ = −0.366 a σ2 = 2,

(ii) µ = 0.327 a σ2 = 2.

Uv¥domte si, ºe volby parametr· odpovídají st°ední hodnot¥ jednotlivé ²kody rovné cca 1.885 a
3.77 (nebo´ st°ední hodnota log-normálního rozd¥lení je rovna exp(µ+ σ2/2) ), tedy st°ední hod-
not¥ pojistného vybraného od jednoho poji²t¥nce krát 5

2 respektive krát 5 = λ.

Nakreslete graf celkového vybraného pojistného pro p°ípad po£áte£ního rozd¥lení rovného staci-
onárnímu (máte z a)) a celkových ²kod v daných dvanácti letech pro p°ípad (i) a (ii). M·ºete
nakreslit i kumulativní (p°es prvních t let) rozdíly mezi celkovým pojistným a celkovými ²kodami.
Komentujte.


