6 Poissontiv proces

Necht T' C R je neprazdna mnozina. Systém nahodnych veli¢in {X (¢),t € T'} definovanych
na témze pravdépodobnostnim prostoru nazveme ndhodnym procesem.

Funkei ¢ — X (¢)(w) pro dany elementarni jev w € Q nazveme trajektorii procesu X.

Definice 23 Rekneme, Ze ndhodny proces {N(t),t > 0} se spojitym casem je citaci proces,
pokud ezistuje neklesajici posloupnost nezdvislych ndhodnych velicin &,i € N (casti vyskytu
uddlosti), takovych, Ze

o0
N =S I < 1),
i=1
N(t) interpretujeme jako pocet udélosti, které nastaly do Casu t.

Ekvivalentné definujeme ¢itaci proces jako proces {N(t),t > 0}, ktery ma zprava spojité
neklesajici trajektorie, nabyva pouze celo¢iselnych hodnot a startuje z nezaporné hodnoty,
tedy N(0) > 0.

Definice 24 Rekneme, Ze proces {N(t),t € T} md nezdvislé priristky, pokud pro kazdé

0<ty<...<tp,t; €T,i=1,...,n,n €N, jsou priristky
N(tn) — N(tn-1),...,N(t1) — N(to)

procesu {N(t),t € T'} nezdvislé ndhodné veliciny.

Definice 25 Poissonovym procesem {N(t),t > 0} s intenzitou X\ > 0 nazveme proces spliu-
Jict:

1. N(0) =0,

2. Proces md nezdvislé priristky,

3. Pririustky N(t + h) — N(t) maji Poisonovo rozdéleni s parametrem \h.

Parametr Poissonova rozdéleni je imérny délce ¢asového intervalu, na kterém piirtstek uva-
zujeme, a konstanta timérnosti je rovna intenzité .

Poznamka: Protoze Poissontuv proces {N(t),¢ > 0} startuje z nuly, tedy N(0) = 0, lze jeho
hodnotu v ¢ase t vyjadrit nésledujicim zptisobem:

N(t) = N(t) — N(0) + N(0) = N(t) — N(0).

To je podle predpokladu ndhodné veli¢ina s Poissonovym rozdélenim s parametrem At. Plati
tedy
(M)

P(N(t) = k) = = e M k=0,1,...

Véta 17 Necht {N(t),t > 0} je Poissoniv proces s intenzitou X\ > 0. Definugme posloupnost
ndahodnych velicin {&, k € N} piredpisem

&o=inf{t >0,N(t) =k}, k=1,2,...



Pak doby mezi uddlostmi
Tk:é-k_gk*lakzl')z?"'a kde §0:07
jsou nezdvislé ndahodné veliciny s exponencidlnim rozdélenim s parametrem A, tedy s hustotou

f(x) =X z>0.

Dausledek: Néahodna veli¢ina & (doba do k-té poruchy, pokud udalosti interpretujeme jako
poruchy) mé Erlangovo (gama) rozdéleni s parametry A a k, tedy s hustotou

gk(x)—(k_l)!a: e, x>0.

Poznamka: Exponencialni rozdéleni je tzv. rozdéleni bez paméti. Pro ndhodnou veli¢inu Y
s exponencidlnim rozdélenim totiz plati

P(Y > s+ hlY >s) =P(Y > h).

Véta 18 Necht'Ty,Ts, . .. je posloupnost nezdvislijch nahodniyjch veli¢in s exponencidlnim roz-
délenim s parametrem \ > 0. Definujme &, = Zle T;, pak predpis

N(t) = i[{gk <t} >0, (29)

k=1

definuje Poissoniiv proces s intenzitou .
Poznamky: Proces {N(t),t > 0} definovany v (29) je zfejmé ¢itaci proces. Dale:
t t
PIN() =) = P& £ < §u) = P& <) = Pl6n <0 = [ gu@)do— [ gun(@)do
0 0

t\k t \k+1 k
= )\—kxk_le_)‘x dz — o ahe M dr = (A1) e M,
o k! 0o k! k!

V posledni rovnosti jsme pouzili integraci per partes. Ovéreni nezavislosti pfirtstki je slozi-
t&j8i a nebudeme ho tu provadét.

Piiklad: Skodni udélosti v nezivotnim pojisténi:
Predpokladame, ze okamziky pojistnych udalosti tvoti Poissontv proces {N(t),¢ > 0} s kon-
stantni intenzitou A > 0 a vySe skod Yj,k € N, jsou navzajem nezavislé stejné rozdélené
nahodné veli¢iny. Oznacme
N(t)
St)=> Y, t >0, Ty =0,
k=0

thrn vsech skod do ¢asu t. Pocitejme stfedni hodnotu S(t):

ES(t) = B(E[S()|N(1)]) = Y P(N(t) = n) E[S(t)|N(t) = n]
n=0
-3 O e (Yo ) 3 O )
n= k=1 n=0



K dhradé skodnich nakladta by tedy méla pojistovna dostavat od pojisténych ¢isté pojistné
AEY] za jednotku casu. O

Piiklad: Obsluzna linka.

Predstavme si zafizeni poskytujici ur¢itou sluzbu — napf. pokladnu v obchodé, telefonni linku
pomoci zakaznikim apod. Chceme modelovat chovani tohoto systému. Predpokladame, Ze
prichody zékaznikt tvori Poissontv proces s intenzitou A > 0. Je-li linka obsazena, tvori se
fronta. Bud X (t) pocet zakazniki, ktefi jsou v systému v Case t (tedy obsluhovany zékaznik
plus zakaznici ve fronté). Oznacme

pr(t) =P(X(t) =k), k=0,1,2,...,

a predpokladejme, Ze doba trvani obsluhy jednoho zékaznika je ndhodna veli¢ina T s expo-
nencialnim rozdélenim s parametrem g > 0 a doby obsluhy pro rtzné zékazniky jsou nezavislé
a nezavislé na procesu prichodt.

Pro chovéni systému plati:

P(béhem (t,t + h| piijde pravé jeden zakaznik) = Ah + o(h),
P(béhem (t,t + h| nepfijde zadny zakaznik) = 1 — Ah + o(h),
P(béhem (t,t + h] piijde vice nez jeden zakaznik) = o(h).

Dale

P(obsluha skonéi v (¢,t + h] | zakaznik je v ¢ase t obsluhovan) = P(T' € (t,t + h]|T > t)

1 — e #tth) _ (1 — g=m)

kde jsme pouzili Tayloruv rozvoj exponenciely.

P(obsluha neskonéi v (¢,t + h] | zadkaznik je v ¢ase ¢t obsluhovan) = P(T' > ¢ + h|T > t)

—p(t+h)
S — - 1 — ph +o(h),

e Ht
P(béhem (t,t + h] bude ukon¢ena obsluha vice nez jednoho zakaznika) = o(h).
Tedy
P(v systému nastane béhem (¢,t + h| néjaka zména) = ph + Ah + o(h),

nebot

P(béhem (t,t + h] piijde a odejde stejné nenulové mnozstvi zédkaznikia) = o(h).

Chceme zjistit, jak vypada limitni chovani pg(t) pro t — oo, tedy najit limitni rozdéleni poctu
zakazniki v systému. Pro pg(t) mizeme odvodit soustavu diferencialnich rovnic:

po(t+h) = po(t)(1 = A+ o(h)) + pr(t)(uh + o(h)) + Y _ p;(t)o(h),
j=2



tedy

Polé + hg —200 A+ pa(t) + O(:)
d
ZiPo(t) = =Apo(t) + ppr (8)-
Obdobné pro k=1,2,...:
k—2
pr(t+h) =Y pj(t)o(h) + pr_1(t) (A + o(h)) + pe(t)(1 — Ab — ph + o(h))
j=0
+ prar () (ph 4+ o() + > pi(t)o(h),
j=k+2

takze

apk(t) = Apr-1(t) — A+ w)pr(t) + ppe1(t), k=1,2,....

Pokud existuje pg(0o) = limy—,o0 pi(t), pak pro ni plati
0 = —Apo(00) + pp1(c0),

0 = Apr—1(00) = (A4 p)pr(00) + pprs1(o0), k=1,2,....

Oznacime-li p = %, pak TeSeni soustavy diferen¢nich rovnic je

pr(00) = p"po(0),

a z normovaci podminky > 77 pr(co) = 1 dostaneme, Ze limitni rozdéleni existuje, pokud
p <1, tedy A < pu, a pak

pr(o0) = (1 p)p".

Limitni rozdéleni po¢tu zakaznikt v systému je tedy geometrické s parametrem p = % O



