NMFM310, téma 4: markovské retézce, sada 2

Priiklad 1: Necht homogenni Markovuv fetézec méa matici pravdépodobnosti prechodu
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a) Klasifikujte stavy fetézce.
b) Uréete stacionarni rozdéleni (pokud existuje).
c¢) Najdéte limitni rozdéleni (pokud existuje).

Priiklad 2: Necht homogenni Markovuv fetézec ma matici pravdépodobnosti pfechodu
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a) Klasifikujte stavy Fetézce.
b) Najdéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje).
c¢) Urcete limitni rozdéleni (pokud existuje).

Priiklad 3: Necht homogenni Markovuv fetézec méa matici pravdépodobnosti prechodu
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a) Urcete matici pravdépodobnosti pfechodu po dvou krocich P(?),

b) Pfedpokladejme, Ze pocateéni rozdéleni je rovnomérné (kazdy stav ma stejnou pravdépodob-
nost). Jaké je rozdéleni v ¢ase n = 27

c¢) Predpokladejme, Ze pocatecni rozdéleni p = (1,0,0,0). Jaké je rozdéleni v ¢ase n = 27

d) Klasifikujte stavy Fetézce.

e) Urcete stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

Priiklad 4: Mé&jme t#i pfihradky, do kterych umistujeme kuli¢ky. Kazda prihradka mtize obsaho-
vat maximalné jednu kulicku. V kazdém casovém okamziku vybereme rovnomérné ndhodné jednu
z prihradek. Pokud neni obsazena, vlozime do ni kulicku. Pokud je obsazena, s pravdépodobnosti %
z ni kuli¢ku odebereme a s pravdépodobnosti % kulicku ponechame. Ozna¢me X,, pocet obsazenych
pfihradek v case n.

a) Urcete matici pravdépodobnosti pfechodu.

b) Klasifikujte stavy Fetézce.

c) Predpokladejte, Ze pocatecni rozdéleni je rovnomérné a spoctéte absolutni pravdépodobnosti po
jednom kroku.

d) Najdéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

e) Urcete limitni rozdéleni (pokud existuje).

Priklad 5: Slimék leze po nekone¢né vysokém stromé, za kazdou hodinu s pravdépodobnosti i

vyleze nahoru o jeden centimetr a s pravdépodobnosti % sklouzne doli o jeden centimetr. Pokud
je na zemi, popoleze o jeden centimetr nahoru s pravdépodobnosti 1. Ozna¢me X,, vysku v centi-
metrech, ve které se slimék nachazi po n hodinéach.



a) Urlete matici pravdépodobnosti pfechodu.

b) Najdéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

¢) Klasifikujte stavy Fetézce.

d) Predpokladejte, Ze na zac¢atku je slimak na zemi, a spoctéte absolutni pravdépodobnosti po
tfech hodinach

Domaci tloha — simulovani systému bonus-malus

a) UvaZzujme verzi systému bonus-malus, ktery jsme pojmenovali britsky systém. Pfedpokladame,
Ze pocet pojistnych udalosti u kazdého klienta v daném roce méa Poissonovo rozdéleni s paramet-
rem )\, a matice pravdépodobnosti pfechodu mezi sedmi kategoriemi je pak rovna
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Urcete stacionarni rozdéleni 7 pro pripad A = 1—10.
Generujte sedm nahodnych realizaci fetézce délky 5 000 s matici pravdépodobnosti pfechodu P,
pro A = 1—10, ze sedmi pocatecnich stava 1,2,...,7.

Pro kazdy generovany fetézec spoctéte empirické Getnosti stava ¢ = 1 az 7: N;(5 000)/5 000. Po-
rovnejte (mozno i graficky) obdrZené empirické ¢etnosti pro rizné pocatedni stavy se stacionarnim
rozdélenim 7.

Generujte 1 000 pocatecnich stavi podle rozdéleni 7w a z nich generujte prubéhy Markovského fe-
tézce jako vySe, ale jenom do ¢asu 10. Spocitejte Cetnosti stavi 1 az 7 v generované populaci pro
Casy t = 0,1,2,...,10. Porovnejte, jak zavisi tyto empirické Getnosti na ¢ase (opét mozno graficky).
Generujte 1 000 pribéhi rétézce do ¢asu 10, ale nyni v8echny z pocate¢niho stavu 6. Stejné
jako v predchozim piipadé spoctéte Cetnosti stavii 1 azZ 7 v generované populaci pro Casy t =
0,1,2,...,10. Porovnejte, jak zavisi tyto empirické Eetnosti na ¢ase (opét mozno graficky).

Pro obé simulace (s poc¢atednim stavem 6 a s pocateénim rozdélenim rovnym 7) vyvoje populace
1 000 pojisténcii spoctéte celkové vybrané pojistné (samoziejmé relativné k zakladu 100%) v ¢asech
t=1,2,...,10. Nakreslete srovnavaci graf pro obé populace. Komentujte, pro¢ graf vypada pravé
takto.

b) Simulujte 10 let pojistnych udalosti pro populaci pojisténca velikosti 1 000. Pfedpokladejte, Ze
pocet skod kazdého pojisténce se idi Poissonovym rozdélenim s parametrem A = 1—10 a velikost skod
(vyjadfenych v pomeéru k zakladu pojistného) jsou vzajemné nezavislé s lognormalnim rozdélenim

S parametry

(i) p=—0.366 a0 =2,
(i) p=0.327a 02 =2

Uvédomte si, ze volby parametri odpovidaji stfedni hodnoté jednotlivé skody rovné cca 1.885 a 3.77
(nebot st¥edni hodnota log-normélniho rozdéleni je rovna exp(u + 02/2) ), tedy stiedni hodnoté
pojistného vybraného od jednoho pojisténce krat 5 respektive krat 10. Rozmyslete si souvislost
s prumérnym poctem pojistnych udalosti za rok pro jednoho pojisténce.

Nakreslete graf celkového vybraného pojistného pro pripad pocateéniho rozdéleni rovného stacio-
narnimu (méte z a)) a celkovych skod v danych deseti letech pro pfipad (i) a (ii). MuZete nakreslit
i kumulativni (pfes prvnich t let) rozdily mezi celkovym pojistnym a celkovymi $kodami. Komen-
tujte.



