1 Vyrovnavani dat
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a my chceme data prolozit néjakou hladkou funkci, které by vystihovala hlavni vlastnosti dat,

Nasge pozorovani jsou dana tabulkou ¢isel . kde x; Casto byvaji Casové iidaje,

ale ignorovala malé fluktuace a nepresnosti.

1.1 Metoda nejmensich ¢tvercia

Zde volime tvar hladké funkce prfedem, napiiklad jako prfimku z — a + bz nebo parabolu
r — a + bx + cx?. Parametry kiivky a,b,c,... uréime jako ty, které minimalizuji soucet
¢tvercit odchylek mezi kiivkou a daty.

Predpokladejme tedy, Zze chceme data prolozit funkei tvaru
= afi(z) + - +afe(z), k<n,
kde a1,...a, jsou neznamé koeficienty, které potfebujeme nalézt. Vyrovnana data budeme
znacit
9i = a1 fi(zi) + -+ apfr(xi), i=1,---,n.
Pokud pouzijeme vektorovy zapis y := (y1,--- ,yn)? € R”, resp. § := (91, -+ ,9n)? € R™,

miuZeme definiéni rovnost pro vyrovnané data pfepsat do maticového tvaru

j=Fa, kde F=(fi(z:))l}y, akde a= (a1, - a7 € R

Rozepsano po slozkach:

U1 fi(z) - fu(2r) ay
Koeficienty a budeme hledat jako ty, které minimalizuji reziduélni soucet ¢tvercu S(a) =
S (yi — 9:)% Ten je mozné vyjadiit ve tvaru

2
n n
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Sl@) =3 =9 =D | v =D aifi@) | = -9)"(y-9) =y~ Fa)' (y - Fa).

i=1 i=1

Predpokladejme pro jednoduchost, Ze matice F' mé plnou hodnost, tj. h(F) = k. Potom po
zderivovani S(a) podle a dostaneme

9 _ T, T
%S(a)— 2(F'y— F' Fa),

a polozime-li derivaci rovnou 0, zjistime, Ze a Fes{ soustavu k linedrnich rovnic o k neznamych
FTFa=FTy.

Této soustavé fikdme soustava normélnich rovnic. ReSeni @ musi byt bodem globédlniho mi-
nima funkce S(a), protoze ta je konvexni v a.



Protoze F' mé plnou hodnost, matice F7 F (¢tvercova k x k) mé také plnou hodnost a existuje
jeji inverze. Proto
a= (FTF)'FTy, 1)

a vyrovnana data obdrzime ze vztahu
§y=Fa=Hy, kde H:=F(F'F)~1FT.

Matici H se fikd projekéni matice.

Poznamka Obecné neni nutné predpokladat, Ze z; jsou ¢isla, mohou to byt napf¥. dvojice &
[-tice cisel.

Ptiklad: Prokladani pfimkou = — a; + asx

V tomto piipadé fi(z) =1, fo(z) = x

—_
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Prislusnéa inverze je pak tvaru
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Pravdépodobnostni interpretace: regresni model

Piedpokladéame, Ze posloupnost y := (y1,---,yn)? je realizaci nahodného vektoru Y :=
(Y1, ,Yn)T vyhovujici linearnimu modelu

Y =Fa+e, (2)
kde nahodny vektor e = (eq, - - - ,en)T mé slozky s nulovou stiedni hodnotou a var e = 21,

kde I je n x n-rozmérna jednotkova matice a o > 0.

Poznamka: Zapis (2) fika, Ze vektor Y ma stiedni hodnotu Fa a varian¢ni matici o21.
Pravé tato linearni zéavislost! stfedni hodnoty EY = (EY7, - - - ,EYn)T na vektoru parametri
a= (a1, - ,a;)" je divodem, pro¢ se modelu ¥ika linearn.

Ze zékladni pfednésky z matematické statistiky vime, Ze za predpokladii regresntho modelu
maji odhadnuté koeficienty a data vyrovnand metodou nejmensich ¢tverct nékteré pékné
vlastnosti. Plati napfiklad nésledujici véta.

Véta 1 Odhad (1) parametru a v regresnim modelu je nestranny, jeho rozptyl je roven
o2(FTF)=L. Jsou-li navic (y;,e;) nezdvislé a stejné rozdélené, pak a je konzistentni odhad
vektoru a.

Spliny — po ¢astech parametrické vyrovnavani

Zatim jsme vyrovnavali data pomoci pfedem dané kiivky, zavislé na nékolika mélo para-
metrech (napf. parabola). Nyni budeme vyrovnavat pomoci kiivek, které jsou flexibilngjsi.
V jednotlivych predem zvolenych intervalech je kfivka definovana rizné, ale jako celek si stéle
zachovava urcitou hladkost, vyjddifenou pomoci spojitosti derivaci az do uréeného radu.

Definice 1 Bud ddna posloupnost bodii {uj};-"zl , ty nazveme uzly. Splinem Tddu k nazveme
funkci f, kterd je v kaZdém intervalu [uj,uj41] polynomem stupné k a kterd md v celém
definicnim oboru spojité derivace aZ do Fadu k — 1 véetné.

Po ¢astech parametrické vyrovnéavani si ukadzeme na ptipadu kubického splinu (splinu fadu 3).
Zaméiime se na piipad dvouobloukového splinu.

Nejprve zvolime index k € {1,--- ,n} a tim i odpovidajici uzel xy. Vyrovnané hodnoty g;
budeme definovat jako f(z;) proi € {1,---,n}, kde

f(x)=co+c1z+ cor® + c33, pokud z < xy,

=¢p+ 1z + cox® + ez + d(x — )3, pokud z > xy,.

Funkce f ma tim padem spojitou druhou derivaci (i v bodé xp — ovéfeni prenechavame

¢tenéri). Hodnoty parametri co, - - - , c3, d volime tak, abychom minimalizovali hodnotu
k 2 - 2
2 3 2 2 3 3
(yi —Cy) — C1T; — C; — c;;aci) + (yi —Cy) — C1T; — Cx; — C3T; — d(l’Z — .%'k) ) .
=1 i=k+1
LJin4 linearni zavislost na vektoru a = (ay, - - ,ak)T nez zévislost tvaru a — Fa kde F' matice s k sloupci

neexistuje (pokud ma byt vysledkem této zavislosti kone¢né rozmérny vektor ¢isel).



Ziejmé jde o metodu nejmensich ¢étvercd s matici

1z 3 3 0
_ 2 3 3
F=11 2y wpyy Ty (@r — 2)
2 3 3
1 r;, T, (Tp — 1)

Zbyva tedy Tesit soustavu normélnich rovnic

n > T doa; doa} do(zi — wp)3 > Yi
> T fo > T > > i@ — xk)?{- > TiYi
> o} >z doxp doai(w — )3 > Ty
ng Zﬁl ol fo ng(xi - xk)i ché”yz-
Y(@i—me)d Ywilw—an)t Yai(wi— )t Yad(wi—we)d (@ —ak) )’ | (i — k)i v

kde (z; — 1)+ = l(z,—2,)>0(Ti — 71) znaci kladnou ¢ast cisla (z; — xy).

Pro obecny p-obloukovy kubicky spline postupujeme obdobné, volime p — 1 uzli a p + 3
parametri cg, c1, 2, ¢3,d1, ... dp_1.

1.2 Klouzavé priuméry

Klouzavé praméry (KP) jsou schopny postihnout trend v datech, tedy smér a miru pohybu
pozorovanych hodnot, bez toho, Ze bychom méli pro trend né&jaky specificky model. Data
vyrovnavaji pouze lokdlné, tj. v daném bodé se vyrovnana hodnota pocita pouze z nékolika
okolnich hodnot, nikoli z celé pozorované rady.

Na zakladé dat y = (y1,--- ,yn)? ziskdme vyrovnané hodnoty §; predpisem
T
Ui = Z a;Yi+j, prot=r+1,--- n—r,
Ji=—r
kde vahy (a—,- - ,a,) spliuji Z;:—r aj = 1. Cislo 2r + 1 nazveme délkou klouzavého pri-

meéru.

Klouzavé aritmetické praméry

Vgechny véihy a_,,- -, a, jsou stejné a jsou rovny hodnoté ﬁ

Vyrovnana hodnota je tedy opravdu jen prosty prumér z 2r 4+ 1 okolnich hodnot. Vyhodou
klouzavych aritmetickych priméri je, Zze vSechny vahy jsou nezaporné, nevyhodou, Ze neni
vyrovnan pocateéni a koncovy tsek dat.

Konstrukce KP vyrovnavanim tuseka polynomy

Véhy klouzavych pramért volime tak, ze aproximujeme 2r+1 ¢lent fady ye—r, - - -, Yt, - - - Ytrr
vhodnym polynomem (fadu k) a hodnotu tohoto polynomu v bodé ¢ pouzijeme jako vyrov-
nanou hodnotu ;. Cislo k nazyvame fad klouzavého primeéru.



K tomu, abychom dospéli k piislusnym vahédm pro klouzavé priméry délky 2r 4+ 1 a fadu k,
budeme uvazovat model

yt+u200+01u+02u2+"'+0kuk pro  u= —r,---,T.
Maticové to lze zapsat ve tvaru
Yt—r 1 —r (=r)? (—r)F o
yi = = : :
Yttr 1 r r2 ok Ck

Skutecné vyrovnané hodnoty pak obdrzime dosazenim wu := 0,
Ot = co+ cru+ cou’® + -+ + ckuk|u:0 = ¢p. (3)

Parametry cg, - - - , c; ziskAime metodou nejmensich ¢tverci.

Priklad: Kubicky polynom (k = 3) délky 5 (r = 2). Uvazovany model je tvaru

Yt+u = Co + CLU + cou? + 03u3.

K volbé parametri cgy, cq, co, c3 pouZijeme metodu nejmensich ¢tvercii. Nejprve sestavime
matici

1 -2 4 -8
1 -1 1 -1
F=11 0 0 0
11 1 1
1 2 4 8
Parametr ¢ = (co, - - - ,¢3)7 dostaneme jako fefeni soustavy normalnich rovnic

FTFe=F"yy, kde yi = (Y2, Ye—1, Yt Y1, Ye2)
prot=3,--- ,n — 2. Projek¢n{ matici H obdrzime pomoci vzorce

69 2 -3 2 -1
70 35 35 35 70
2 27 12 -8 2
35 35 35 35 35

_ T 17T _ -3 12 17 12 -3
H=FF'F)'FT=| 33 12 11 12 -3 | (4)

2 -8 12 21 2

35 35 35 35 35

-1 2 -3 2 69

70 3 35 35 70
Vyrovnana hodnota ¢; = c¢g je rovna sou¢inu prostfedniho fadku H a sloupcového vektoru

Y,

1
0 = ﬁ(_?)’ 12,17,12,-3)yy, pro t=3,---,n—2.

Pro klouzavé pruméry zkonstruované vyrovnavanim tseki polynomy obecné plati, Ze
— soucet vah je roven 1,
— vahy jsou symetrické kolem prostfedni hodnoty,

— pro sudé k je klouzavy primér radu k a k + 1 stejny.



Pocéateéni a koncové useky fady (tedy ¢ < r at > n —r + 1) nemiZeme prolozit pomoci
vzorce (3), protoze nemame k dispozici odpovidajici y;. Pouzijeme proto prokladéani ,,prvnim
a poslednim moZnym polynomem®,

a 2
Yltr+u = Co + CLU + C2u +~.._|_Ckuk’ U= —T- T

Gnoriu = Co+ Cru+cou® + -+ b, w=—r - r (5)
Koeficienty spocitame opét metodou nejmensich ¢tvercu.

Dosazenim u = r + 1 do rovnice (5) s odhadnutymi koeficienty dostaneme piedpovéd na
jeden krok dopredu. Tento postup lze ovSem pouzit jen pro kratkodobé predpovédi.

Poznamka: Pocateéni, koncové a predpovédni klouzavé priméry se lisi pro fady k a k + 1.

Priklad - pokracovani: Hodnoty y,—_1, y, lze vyrovnat prokladanim polynomu
Un—2+u =co+cau+cu®+end, uw=-2-1,01,2.

Uvédomme si, ze metodou nejmensich ¢tvercti dojdeme ke stejné projekéni matici H jako
v (4) a tedy

1 1
Un—1 = —(2,—8,12,27,2)y,— Un = —(—1,4,—6,4,69)y,_o.
Yn—1 35( ; ) ’ y )yn 25 Yn 70( ) Xy ) Xy )y 2
Obdobné dojdeme ke vzorctim pro zacatek rady
o = = (2,27,12,-8,2) = (69,4, 6,4, 1)
Y2 = g5\ e e y )Y 3, y1 = 70 PR s Ty ys.

Piedpovéd o jeden krok dopfedu ziskdme pouZitim hodnoty u = 3. Ptislusné koeficienty lze
ziskat néasledujicim zpiusobem

411 4 141
(1,3,3%,35)(FTF) ' FT = < 6) .

55 5 505

Predpovéd o jeden krok dopredu pak vychézi ve tvaru

R 1
Yn+1 = g(_47 117 _47 _147 16)}%—2-

1.3 Whittacker-Hendersonova metoda

Pti vyhlazovani jsou vétsinou v protikladu dva pozadavky:

— dosahnout dobré shody mezi puvodnimi a vyrovnanymi daty (tedy co nejmensi priameérna
kvadratickda odchylka vyrovnanych hodnot ; od pivodnich hodnot y;),

— vyrovnana data by méla byt co nejvice ,hladka®“ (tedy co nejmensi variace vyrovnanych
hodnot).

Whittacker-Hendersonova metoda umoznuje hledat kompromis mezi témito dvéma poZza-
davky tim, Ze jim pridéluje rozdilnou vahu.



Vyrovnané hodnoty ur¢ime tak, aby minimalizovaly hodnotu

n n

M= (i—0)+h Y (A5), (6)

i=1 i=r+1

kde h > 0 je parametr, ktery neodhadujeme, ale volime. Symbol
AT = A7l — AT
oznacuje rekurzivné definovanou r-tou zpétnou diferenci posloupnosti g;, kde
A%i=g;i  a A= Agi =i — i1

Tuto zpétnou diferenci lze zapsat pomoci binomické formule

N}=<g>gi—<§)@i1+---+<—1>7‘<:>QM.

Prvni ¢len ve vzorci (6) tedy méfi shodu mezi y; a g; a druhy ¢len hladkost vyrovnani pomoci
diferenci r-tého fadu (r se vétsinou voli 2, 3 nebo 4). Parametr A > 0 volime podle toho,
jestli klademe vétsi diiraz na shodu nebo na hladkost.

Abychom byli schopni vyjadfit hodnotu M maticové, definujeme matici K rozméru (n—r)xn,

(-1 .- _(1> 1 0

Pak lze psat
M=G-y' G-y +h §" K"Ky

Matice druhych derivaci M podle §; je 2(1 + hKTK), coz je pozitivné definitni matice, tedy
bod, ve kterém VM () = 0, je bod lokalniho minima funkce M. Derivovanim podle g
dostaneme

(2. 2
O’ Ogn
Bod § = (I + hKTK)~ !y je tak bodem minima M na R".

) =V;M(9) =29 — 2y + 2hKT K3.



