
Bayesova věta

Když pracujeme s podmı́něnou pravděpodobnost́ı, tak se často hod́ı vzorec pro úplnou
pravděpodobnost a Bayes̊uv vzorec.

Definice: Řekneme, že jevy A1, A2, . . . ∈ A tvoř́ı úplný systém jev̊u, jestliže jsou po dvou
disjunktńı a ∪Ai = Ω.

Věta: (o úplné pravděpodobnosti) Necht’ {Ai} je úplný systém jev̊u takový, že P (Ai) > 0
pro každé i. Potom plat́ı

P (B) =
∑
i

P (B | Ai)P (Ai).

D̊ukaz:

P (B) = P (B ∩ (∪iAi)) = P (∪i(B ∩ Ai)) =
∑
i

P (B ∩ Ai) =
∑
i

P (B | Ai)P (Ai).

Zadáńı: Mámě dvě osud́ı A a B. Osud́ı A obsahuje 8 b́ılých a 7 černých mı́čk̊u, zat́ımco
v osud́ı B jsou 4 b́ılé a 6 černých. Nejprve náhodně vylosujeme osud́ı (A s pravděpodobnost́ı
2/3 a B s pravděpodobnost́ı 1/3), pak ze zvoleného osud́ı vybereme jeden mı́ček. Je
pravděpodobněǰśı, že je b́ılý nebo černý?

Řešeńı: Pravděpodobnost, že bude černý, je P (C) = P (C | A)P (A) + P (C | B)P (B) =
7
15
· 2
3

+ 6
10
· 1
3

= 23
45

. B́ılý bude s pravděpodobnost́ı 22/45.

Věta: (Bayesova) Necht’ {Ai} je úplný systém jev̊u takový, že P (Ai) > 0 pro každé i.
Jestliže je P (B) > 0, potom plat́ı

P (Aj | B) =
P (B | Aj)P (Aj)∑
i P (B | Ai)P (Ai)

.

D̊ukaz: Plat́ı

P (Aj | B) =
P (B | Aj)P (Aj)

P (B)

a stač́ı využ́ıt větu o podmı́něné pravděpodobnosti k vyjádřeńı P (B) ve jmenovateli.

Zadáńı: Pokud v Monty Hallově problému předpokládáme (bez újmy na obecnosti), že
soutěž́ıćı zvolil prvńı dveře (v předchoźım značeńı jev B1), pak pro jevy Ai (auto je za
dveřmi i) a Cj (moderátor otevře dveře j) dostáváme

P (A1 | C3) =
P (C3 | A1)P (A1)

P (C3 | A1)P (A1) + P (C3 | A2)P (A2) + P (C3 | A3)P (A3)

=
1
2
· 1
3

1
2
· 1
3

+ 1 · 1
3

+ 0 · 1
3

=
1

3
,

P (A2 | C3) = 2/3,

P (A3 | C3) = 0.

Zadáńı: (papež pravděpodobně neńı mimozemšt’an) Někdy se podmı́něná pravděpodobnost
P (A | B) nesprávně zaměňuje s pravděpodobnost́ı P (B | A). Následuj́ıćı př́ıklad byl
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prob́ırán v několika př́ıspěvćıch publikovaných v roce 1996 v časopise Nature. Šance, že
náhodně vybraný člověk bude papež, je zhruba jedna ku sedmi miliardám. To ale nezna-
mená, že pravděpodobnost, že papež je člověk, je (7 · 109)−1, neboli P (papež | člověk) 6=
P (člověk | papež).

Uvažujme pokus, kdy ze všech stvořeńı ve vesmı́ru vybereme jedno (rovnoměrně ná-
hodně). Označme C jev, že vybrané stvořeńı je člověk; M , že je to mimozemšt’an; a F , že
je to papež (Frantǐsek I.). Vı́me, že P (F | C) = (7 · 109)−1, ale podle Bayesovy věty je

P (C | F ) =
P (F | C)P (C)

P (F | C)P (C) + P (F |M)P (M)
.

Očekáváme, že pravděpodobnost P (F | M) je zanedbatelná, a proto P (C | F ) je bĺızko
jedné.

Jiný pohled je, že pravděpodobnost́ı varianta sylogismu nefunguje. Sylogismus se skládá
ze tř́ı část́ı: hlavńı předpoklad, vedleǰśı předpoklad a závěr. Nejznáměǰśım př́ıkladem je:
Všichni lidé jsou smrtelńı (hlavńı předpoklad), Sokrates je člověk (vedleǰśı předpoklad),
z toho plyne Sokrates je smrtelný (závěr). Z hlavńıho předpokladu (náhodně vybraný
člověk velmi pravděpodobně neńı papež) a vedleǰśıho předpokladu (Frantǐsek I. je papež)
ale nemůžeme vyvodit, že Frantǐsek I. velmi pravděpodobně neńı člověk.

Když implikace A ⇒ B plat́ı v drtivé většině př́ıpadu, tak to neznamená, že obměna
¬B ⇒ ¬A plat́ı ve většině př́ıpadu. V našem př́ıpadě je A člověk a B ne papež.

Zadáńı: (lékařská diagnostika) Dř́ıve, než propukne nemoc D, lze jej́ı latentńı existenci
odhalit biologickým testem. U skrytě nemocné osoby je test pozitivńı s pravděpodobnost́ı
0,999 (senzitivita testu). Oproti tomu u zdravé osoby je test negativńı s pravděpodobnost́ı
0,99 (specificita testu). Zjǐstěńı tedy neńı jednoznačné, onemocněńı nemuśı odhaleno, nebo
můžeme být vyvolán falešný poplach. Předpokládáme, že sledovanou nemoc má 1% popu-
lace (prevalence nemoci). Někdy se uvažuje incidence nemoci, což je počet nových př́ıpad̊u
onemocněńı z celkového počtu obyvatel (neboli pouze osoby, u nichž neńı známo, zda ne-
moćı trṕı či nikoli). Jestliže u náhodně vybrané osoby dal test pozitivńı výsledek, jaká je
pravděpodobnost, že tato osoba má dané onemocněńı?

Řešeńı: Ze zadáńı je P (+ | D) = 0,999 a P (− | Dc) = 0,99. Z toho plyne, že P (− | D) =
0,001 a P (+ | Dc) = 0,01. Dále v́ıme, že P (D) = 0,01. Proto podle Bayesovy věty je

P (D | +) =
P (+ | D)P (D)

P (+ | D)P (D) + P (+ | Dc)P (Dc)
=

0,999 · 0,01

0,999 · 0,01 + 0,01 · 0,99
.
= 0,502.

Na prvńı pohled se může zdát takový výsledek překvapuj́ıćı. Častá odpověd’ (nejen u laik̊u,
ale i u lékař̊u) je, že hledaná pravděpodobnost je 0,999, což je spolehlivost testu. Na
základě pr̊uzkumu mezi lékaři se ukázalo, že vysvětleńı tohoto výsledku je názorněǰśı po-
moćı četnost́ı. Kdyby byl test aplikován na 100 000 lid́ı, pak by zhruba 1 000 mělo sle-
dovanou nemoc a 99 000 ne. U 1% zdravých lid́ı dá test nesprávný výsledek, takže jich
990 označ́ı jako nemocné. Z 1 000 nemocných bude mı́t jedna negativńı test. Dohromady
máme 990 + 999 = 1 989 pozitivńıch test̊u, z nichž jen 999 patř́ı skutečně nemocným, to
dává pravděpodobnost 999/1 989

.
= 0,502.

Pod́ıvejme se, co se stane, když osoba, která měla pozitivńı test, postouṕı ještě jeden
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test (nezávislý na tom prvńım). Potom

P (D | 1+, 2+) =
P (D, 1+, 2+)

P (1+, 2+)
=

P (D, 1+, 2+)

P (D, 1+, 2+) + P (Dc, 1+, 2+)

=
P (2+ | D, 1+)P (D, 1+)

P (2+ | D, 1+)P (D, 1+) + P (2+ | Dc, 1+)P (Dc, 1+)

=
P (2+ | D, 1+)P (D | 1+)

P (2+ | D, 1+)P (D | 1+) + P (2+ | Dc, 1+)P (Dc | 1+)
,

což je vlastně Bayesova věta pro pravděpodobnosti P1(A) = P (A | 1+), pak totiž

P1(D | 2+) =
P1(2+ | D)P1(D)

P (2+ | D)P1(D) + P (2+ | Dc)P1(Dc)
.

Po dosazeńı je

P (D | 1+, 2+) = P1(D | 2+) =
0,999 · 0,502

0,999 · 0,502 + 0,01 · 0,498
.
= 0,9902.

Zadáńı: (vyšetřeńı těhotných žen) U těhotných žen se v 1. trimestru (obvykle v 16. týdnu
těhotenstv́ı) provád́ı AFP (alfa-fetoproteinový) test pro detekci vrozených vývojových vad.
Má ukázat př́ıpadné zvýšené riziko vrozených vad (Down̊uv syndrom, rozštěp rtu a páteře,
defekty břǐsńı stěny apod.) Označme jako D jev, že je př́ıtomna vrozená vada. Četnost
vad záviśı na věku matky a daľśıch faktorech, zhruba můžeme uvažovat P (D) = 1/500,
tedy zhruba 2 postižené děti na 1000 těhotenstv́ı. Necht’ jev A znač́ı, že AFP test je
pozitivńı (indikuje vadu). Předpokládejme, že senzitivita testu je 80% (tj. P (A | D) = 0,8)
a specificita je 90% (tj. P (Ac | Dc) = 0,9). Potom podle Bayesovy věty máme

P (D | A) =
P (A | D)P (D)

P (A | D)P (D) + P (A | Dc)P (Dc)
=

0,8/500

0,8/500 + 49,9/500
=

8

507
.
= 0,0158.

Špatný výsledek AFP testu negativně ovlivňuje psychiku rodič̊u, přitom po pozitivńım
AFP testu je pravděpodobnost vrozené vady přibližně 1/63. Pozitivńı AFP test znamená,
že se žena muśı objednat na amniocentézu. Jedná se o diagnostický úkon, který se provád́ı
ambulantně mezi 16. a 20. týdnem těhotenstv́ı. Podstatou je vṕıchnut́ı jehly do dělohy
a odběr vzorku plodové vody. Analýza vzorku trvá 3 týdny. Senzitivita metody je 99%,
tedy P (C | D) = 0,99. Specificitu neznáme, řekněme, že je 100%, tedy P (Cc | Dc) = 1. Při
pozitivńı amniocentéze lékař matce navrhne umělé přerušeńı těhotenstv́ı (k tomu docháźı
až v 19.–23. týdnu). Vedleǰśı účinky amniocentézy jsou, že s pravděpodobnost́ı 1/100 dojde
k potratu. Pravděpodobnost, že postižené d́ıtě bude detekováno a potraceno, je

P (A | D)P (C | D,A) = P (A | D)P (C | D) = 0,8 · 0,99 = 0,792,

což znamená, že na 1 000 těhotenstv́ı bude 2 · 0,792 = 1,584 potracených postižených dět́ı.
Pravděpodobnost, že zdravé d́ıtě bude potraceno při amniocentéze je

P (A | Dc) · 1

100
=

0,1

100
= 0,001,

což znamená, že na 1 000 těhotenstv́ı připadá 998 · 0,001 = 0,998 potracených zdravých
dět́ı.
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