Bayesova véta

Kdyz pracujeme s podminénou pravdépodobnosti, tak se ¢asto hodi vzorec pro tplnou
pravdépodobnost a Bayestuv vzorec.
Definice: Rekneme, 7e jevy A;, As, ... € A tvoif dplny systém jevi, jestlize jsou po dvou
disjunktni a UA; = .
Véta: (o tplné pravdépodobnosti) Necht {A;} je uplny systém jevu takovy, ze P(A;) > 0
pro kazdé i. Potom plati

P(B) =) P(B| A)P(A).

Dukaz:

P(B) = P(BN(U;4;)) = P(U(BNA;)) = ZP(B NA;) = ZP(B | Ai) P(A;).

Zadani: Mameé dvé osudi A a B. Osudi A obsahuje 8 bilych a 7 ¢ernych micku, zatimco
v osudi B jsou 4 bilé a 6 ¢ernych. Nejprve ndhodné vylosujeme osudi (A s pravdépodobnosti
2/3 a B s pravdépodobnosti 1/3), pak ze zvoleného osudi vybereme jeden micek. Je
Reseni: Pravdépodobnost, ze bude cerny, je P(C) = P(C' | A)P(A) + P(C | B)P(B) =
% . % + 1% . % = %. Bily bude s pravdépodobnosti 22/45.

Véta: (Bayesova) Necht {A;} je tplny systém jevu takovy, ze P(A;) > 0 pro kazdé .
Jestlize je P(B) > 0, potom plati

P(A; | B) =

Dukaz: Plati
P(B | A;)P(A;)

P(B)

a sta¢i vyuzit vétu o podminéné pravdépodobnosti k vyjadieni P(B) ve jmenovateli.

P(4; | B) =

Zadani: Pokud v Monty Hallové problému piedpokladdme (bez ijmy na obecnosti), ze
soutézici zvolil prvni dvete (v pfedchozim znaceni jev Bj), pak pro jevy A; (auto je za
dvefmi i) a C; (moderator otevie dvefe j) dostavame

3
P(A; | C3) = P(Cs | A)P(A) + P(Cs | Ay)P(Ay) + P(Cs | Ag)P(As)
SR T S
N R )
P(Az | C3) =2/3,
P(A3] Cs) =0

Zaddni: (papeZ pravdépodobné neni mimozemstan) Nékdy se podminénd pravdépodobnost
P(A | B) nespravné zameénuje s pravdépodobnosti P(B | A). Nésledujici piiklad byl
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probiran v nékolika pifspéveich publikovanych v roce 1996 v ¢asopise Nature. Sance, ze
nahodné vybrany clovék bude papez, je zhruba jedna ku sedmi miliarddm. To ale nezna-
mend, ze pravdépodobnost, Ze papez je ¢lovek, je (7 - 109)71, neboli P(papez | ¢lovek) #
P(clovék | papez).

Uvazujme pokus, kdy ze vSech stvotreni ve vesmiru vybereme jedno (rovnomérné na-
hodné). Oznac¢me C' jev, Ze vybrané stvoreni je ¢lovek; M, Ze je to mimozemstan; a F, Ze
je to papez (Frantisek 1.). Vime, ze P(F | C') = (7-10°)71, ale podle Bayesovy véty je

P(F [ C)P(C)
(F'| C)P(C) + P(F | M)P(M)

P(C|F) =5

Ocekavame, ze pravdépodobnost P(F | M) je zanedbatelnd, a proto P(C' | F) je blizko
jedné.

Jiny pohled je, ze pravdépodobnosti varianta sylogismu nefunguje. Sylogismus se sklada
ze tii casti: hlavni predpoklad, vedlejsi predpoklad a zavér. Nejznaméjsim piikladem je:
Vsichni lidé jsou smrtelnd (hlavni predpoklad), Sokrates je ¢lovék (vedlejsi predpoklad),
z toho plyne Sokrates je smrtelny (zavér). Z hlavniho predpokladu (ndhodné vybrany
¢lovek velmi pravdépodobné neni papez) a vedlejstho predpokladu (Frantisek I. je papez)
ale nemuzeme vyvodit, ze Frantisek I. velmi pravdépodobné neni clovek.

Kdyz implikace A = B plati v drtivé vétsiné piipadu, tak to neznamena, ze obména
- B = A plati ve vétsiné pripadu. V nasem piipadé je A ¢lovék a B ne papez.

Zadant: (1ékaiskd diagnostika) Diive, nez propukne nemoc D, lze jeji latentni existenci
odhalit biologickym testem. U skryté nemocné osoby je test pozitivni s pravdépodobnosti
0,999 (senzitivita testu). Oproti tomu u zdravé osoby je test negativni s pravdépodobnosti
0,99 (specificita testu). Zjisténi tedy neni jednoznacéné, onemocnéni nemusi odhaleno, nebo
muzeme byt vyvolan falesny poplach. Predpoklddame, ze sledovanou nemoc mé 1% popu-
lace (prevalence nemoci). Nékdy se uvazuje incidence nemoci, coz je pocet novych piipadu
onemocnéni z celkového poctu obyvatel (neboli pouze osoby, u nichz neni znamo, zda ne-
moci trpi ¢ nikoli). Jestlize u ndhodné vybrané osoby dal test pozitivni vysledek, jakd je
pravdépodobnost, ze tato osoba ma dané onemocnéni?

Reseni: Ze zadani je P(4 | D) = 0,999 a P(— | D) = 0,99. Z toho plyne, ze P(— | D) =
0,001 a P(+ | D) = 0,01. Déle vime, ze P(D) = 0,01. Proto podle Bayesovy véty je

P(+ | D)P(D) B 0,999 - 0,01
(+ | DYP(D) + P(+ | D)P(D°) ~ 0,999 - 0,01 + 0,01 - 0,99

P(D|+) =5 = 0,502.

Na prvnf pohled se muze zdat takovy vysledek piekvapujici. Castd odpoved (nejen u laiku,
ale i u lékaru) je, ze hledand pravdépodobnost je 0,999, coz je spolehlivost testu. Na
zakladé pruzkumu mezi 1ékaii se ukazalo, ze vysvétleni tohoto vysledku je nazornéjsi po-
moci ¢etnosti. Kdyby byl test aplikovan na 100000 lidi, pak by zhruba 1000 mélo sle-
dovanou nemoc a 99000 ne. U 1% zdravych lidi d& test nespravny vysledek, takze jich
990 oznaci jako nemocné. Z 1000 nemocnych bude mit jedna negativni test. Dohromady
mame 990 4+ 999 = 1989 pozitivnich testu, z nichz jen 999 patii skutetné nemocnym, to
déva pravdépodobnost 999/1 989 = 0,502.

Podivejme se, co se stane, kdyz osoba, ktera méla pozitivni test, postoupi jesté jeden



test (nezavisly na tom prvnim). Potom

P(D,1+4,2+) P(D,1+,2+)
PD]1+.24) = P(14,2+)  P(D,1+,2+) + P(D¢, 1+, 2+)
B P(2+ | D,14+)P(D, 1+)
~ P(2+ | D,14)P(D,14) + P(2+ | D¢,1+)P(D¢, 1+4)
B P(2+ | D,14+)P(D | 1+)
P2+ | D,1+)P(D | 1+) + P(2+ | D¢, 14)P(D¢ | 1+)’

coz je vlastné Bayesova véta pro pravdépodobnosti Py(A) = P(A | 1+), pak totiz

Pi(2+ | D)A(D)
(2+ | D)Pi(D) + P(2+ | D¢)P,(D<)’

Po dosazeni je

0,999 - 0,502 ,
PIDTI24) = AP 124) = G555 70 502 + 0,01 - 0,408 0002

Zadani: (vysetieni téhotnych zen) U téhotnych zen se v 1. trimestru (obvykle v 16. tydnu
tehotenstvi) provadi AFP (alfa-fetoproteinovy) test pro detekci vrozenych vyvojovych vad.
M4 ukézat pripadné zvysené riziko vrozenych vad (Downuv syndrom, rozstép rtu a pétere,
defekty biisni stény apod.) Oznacéme jako D jev, ze je piitomna vrozend vada. Cetnost
vad zdvisi na véku matky a dalsich faktorech, zhruba muzeme uvazovat P(D) = 1/500,
tedy zhruba 2 postizené déti na 1000 téhotenstvi. Necht jev A znaci, Ze AFP test je
pozitivn{ (indikuje vadu). Predpokladejme, ze senzitivita testu je 80% (tj. P(A | D) = 0,8)
a specificita je 90% (tj. P(A°| D°) = 0,9). Potom podle Bayesovy véty mame

P(A| D)P(D) 0,8/500 8

(A| D)P(D) + P(A| D)P(D) — 0,8/500 +49,9/500 507 00138

P(D | 4) =5

Spatny vysledek AFP testu negativné ovliviiuje psychiku rodiéi, pfitom po pozitivnim
AFP testu je pravdépodobnost vrozené vady piiblizné 1/63. Pozitivni AFP test znamen4,
ze se zena musi objednat na amniocentézu. Jedna se o diagnosticky tkon, ktery se provadi
ambulantné mezi 16. a 20. tydnem téhotenstvi. Podstatou je vpichnuti jehly do délohy
a odbér vzorku plodové vody. Analyza vzorku trva 3 tydny. Senzitivita metody je 99%,
tedy P(C' | D) = 0,99. Specificitu nezname, feknéme, ze je 100%, tedy P(C° | D) = 1. Pii
pozitivni amniocentéze 1ékai matce navrhne umeélé preruseni téhotenstvi (k tomu dochézi
az v 19.-23. tydnu). Vedlejsi ic¢inky amniocentézy jsou, ze s pravdépodobnosti 1/100 dojde
k potratu. Pravdépodobnost, ze postizené dité bude detekovano a potraceno, je

P(A| D)P(C | D,A) = P(A| D)P(C | D) =0,8-0,99 = 0,792,

coz znamena, ze na 1000 téhotenstvi bude 20,792 = 1,584 potracenych postizenych déti.
Pravdépodobnost, ze zdravé dité bude potraceno pii amniocentéze je
1 0,1
c—— = —"—=10,001
100 100 U
coz znamenad, ze na 1000 tehotenstvi pripada 998 - 0,001 = 0,998 potracenych zdravych
deti.

P(A]D?)



