
Diskrétńı náhodné veličiny

Velmi často nám nejde ani tak o zjǐstěńı, zda daný jev nastal či nenastal, ale zaj́ımá nás
výsledek pokusu ve formě č́ısla. Budeme uvažovat celoč́ıselné výsledky náhodného pokusu,
např. počet ĺıc̊u v posloupnosti hod̊u minćı nebo počet šestek při hodu několika kostkami.

Definice: Diskrétńı (celoč́ıselná) náhodná veličina je funkce X definovaná na Ω s hodno-
tami v Z, která splňuje {ω ∈ Ω : X(ω) = k} ∈ A pro každé k ∈ Z. Pravděpodobnosti
pk = P ({ω ∈ Ω : X(ω) = k}) = P (X = k) určuj́ı rozděleńı pravděpodobnosti celoč́ıselné
náhodné veličiny X.

Poznámka: Pokud X(ω) 6= k pro všechna ω ∈ Ω, je {ω ∈ Ω : X(ω) = k} = ∅, což je vždy
prvek A, v tomto př́ıpadě je pk = 0. Pravděpodobnosti pk = P (X = k) jsou nezáporné
a
∑

k∈Z pk = 1.

Př́ıklad: Uvažujme dva hody minćı. Potom Ω = {LL,LR,RL,RR} a náhodná veličina,
která označuje počet ĺıc̊u, je dána jako X(LL) = 2, X(LR) = 1, X(RL) = 1, X(RR) = 0.
Podle klasické pravděpodobnosti zřejmě P (X = 2) = 1/4, P (X = 1) = 1/2 a P (X = 0) =
1/4. Pravděpodobnost, že padne aspoň jeden ĺıc, je P (X ≥ 1) = 3/4.

Zadáńı: V př́ıpadě, kdy dva hráči hraj́ı ruskou ruletu s maximálńım možným počtem 6
výstřel̊u, určete rozděleńı počtu výstřel̊u prvńıho hráče.

Řešeńı: Z materiálu o nezávislosti v́ıme, že P (Z) = 1/6, P (NZ) = 5/62, P (NNZ) = 52/63,
P (NNNZ) = 53/64, P (NNNNZ) = 54/65, P (NNNNNZ) = 55/66. Proto P (X = 1) =
1/6 + 5/62 = 11/36

.
= 0,306, P (X = 2) = 52/63 + 53/64 = 275/64 .

= 0,212 a P (X = 3) =
54/65 + 55/66 + 56/66 = 22 500/66 .

= 0,482.

Definice: Necht’ X je celoč́ıselná náhodná veličina. Jestliže řada
∑∞

k=−∞ kpk konverguje
absolutně, označ́ıme jej́ı součet symbolem EX a nazveme jej středńı hodnotou náhodné
veličiny X. Pokud je X nezáporná (tj. P (X ≥ 0) =

∑∞
k=0 pk = 1, neboli pk = 0 pro záporná

k), pak definujeme EX =
∑∞

k=0 kpk. To v sobě zahrnuje př́ıpad, kdy řada diverguje (pak
EX =∞).

Definice: Necht’ X je celoč́ıselná náhodná veličina a g : Z→ R je reálná funkce celoč́ıselné
proměnné. Pokud řada

∑
k∈Z g(k)pk konverguje absolutně, označ́ıme jej́ı součet Eg(X).

Je-li g nezáporná funkce, pak můžeme položit Eg(X) =
∑∞

k=1 g(−k)p−k +
∑∞

k=0 g(k)pk,
výsledkem může být nezáporné reálné č́ıslo nebo nekonečno.

Poznámka: Nabývá-li g jen celoč́ıselných hodnot, můžeme se na Eg(X) d́ıvat jako na
středńı hodnotu náhodné veličiny Y = g(X).

Zadáńı: Uvažujme sázky na součet ok při hodu dvěma kostkami. Je možné sázet na
tři možnosti: součet bude pod 7, právě 7, nebo přes 7. Při správném odhadu prvńıho
a posledńıho př́ıpadu se vypláćı dvojnásobek vsazené částky, v prostředńım př́ıpadě pak
pětinásobek. Jaký je středńı zisk při této hře, když vsad́ıme 1 korunu na

”
pod 7“ a 1 korunu

na
”
právě 7“?

Řešeńı: Označme X zisk z této hry při uvedených sázkách. Protože součet pod 7 nebo
přes 7 padne s pravděpodobnost́ı 15/36, zat́ımco součet 7 s pravděpodobnost́ı 6/36, je
P (X = 0) = 15/36, P (X = 3) = 6/36 a P (X = −2) = 15/36. Středńı zisk čińı

EX = 0 · 15

36
+ 3 · 6

36
− 2 · 15

36
= −12

36
= −1

3
.
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Lehce se přesvědč́ıme, že jakékoli rozděleńı vsazených 2 korun mezi 3 možné sázky vede
ve středńı hodnotě ke ztrátě −1/3.

Zadáńı: (Petrohradský paradox) Kasino nab́ıźı hru spojenou se séríı hod̊u minćı. Hráči je
vyplacena částka 2n, pokud rub padne poprvé v n-tém hodu. Můžeme si představit, že
na začátku je v banku částka 1 a po každém hodu se zdvojnásob́ı, hráč źıskává částku
z banku po prvńım rubu. Jak velký vstupńı poplatek do hry má kasino žádat, aby na hře
neprodělávalo?

Řešeńı: Středńı hodnota výplaty je 2 · 1
2

+ 22 · 1
22

+ · · · = 1 + 1 + · · · = ∞. Proto za
žádnou cenu neńı pro kasino výhodné takovou hru provozovat. Naopak hráč by měl využ́ıt
př́ıležitost a hrát za každou cenu. Ve skutečnosti se najde jen velmi málo lid́ı, kteř́ı by
byli ochotni vložit do této hry v́ıc než tiśıc korun. Paradox spoč́ıvá v jasném rozporu mezi
očekávanou výhrou a částkou, kterou by lidi byli ochotni zaplatit za vstup do hry. Pocháźı
od Nicolause Bernoulliho (1687–1759), který ho formuloval v roce 1713. Pojmenováńı ale
vycháźı z přednášky jeho bratrance Daniela Bernoulliho (1700–1782) před Petrohradskou
akademíı věd v roce 1738. Paradox poukazuje na nedostatečnost středńı hodnoty při roz-
hodováńı. Problém je, že kasino nemá neomezené prostředky k výplatě, model tak neodráž́ı
realitu, a proto výsledky z něho odvozené nejsou relevantńı pro praxi.

Předpokládejme, že maximálńı možná výplata je 2M (pokud v prvńıch M hodech
nepadne rub, hráč dostává maximálńı výhru), pak středńı hodnota vyplacené částky bude
2 · 1

2
+ · · ·+ 2M · 1

2M
+ 2M · 1

2M
= M + 1. Hra se kasinu vyplat́ı, když poplatek bude větš́ı

než M + 1.

Zadáńı: (ruleta) V ruletě se dá sázet na jedno č́ıslo nebo na r̊uzné kombinace č́ısel. Při
správném tipu kombinace k č́ısel vyhrává hráč (36/k)-násobek vkladu. Znamená to, že
každá vsazená koruna vede ve středńı hodnotě k 1 − 36

k
· k

37
= 1/37

.
= 0,027 korunám

pro kasino. Existuj́ı r̊uzné systémy zaručených výher v ruletě, ale žádný z nich nefunguje.
Nejznáměǰśı je martingalová strategie, která je založena na sázce na barvu a zdvojnásobeńı
vkladu při prohře. Dejme tomu, že poprvé hráč tref́ı barvu v n-tém kole, pak vsadil po-
stupně 1, 2, . . . , 2n−1 jednotek, což dává dohromady 2n − 1 jednotek, ale vyhrál 2n jedno-
tek. Systém by fungoval, pokud by hráč měl neomezený kapitál a bylo by možno vsadit
libovolnou sumu. V praxi ale ani jedna z těchto podmı́nek neplat́ı. Nikdo nedisponuje ne-
omezeným kapitálem a kasina maj́ı vždy nastaven určitý limit na maximálńı povolenou
sázku. Předpokládejme, že limit na sázku je 1 000 jednotek a ř́ıd́ıme se martingalovým
systémem s počátečńı sázkou 1 jednotka. Jaká je středńı hodnota výhry?

Řešeńı: Limitu dosáhneme po 10 prohrách v řadě, v 11. sázce tak použijeme horńı limit

1 000. Necht’ X znač́ı počet uskutečněných sázek. Potom P (X = k) =
(
19
37

)k−1 · 18
37

pro
k = 1, . . . , 10 a P (X = 11) = (19/37)10. K v́ıce než 11 sázkám nedojde (bud’ jsme
do té doby vyhráli, nebo už nelze zdvojnásobit vklad). Definujeme-li g(k) = 2k − 1 pro
k = 1, . . . , 10 a g(11) = 210− 1 + 1 000 = 2 023, pak g(X) znač́ı celkovou vsazenou částku.
Středńı hodnota je

Eg(X) =
10∑
k=1

(2k − 1)P (X = k) + 2 023P (X = 11)
.
= 12,583.

Hráč źıská 1 jednotku, pokud nedošlo k 11. sázce; když k ńı došlo a je v́ıtězná, znamená to
ztrátu 23 jednotek; pokud ale neńı v́ıtězná, vede to ke ztrátě 2 023 jednotek. Proto středńı
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hodnota výhry je

1 ·

(
1−

(
19

37

)10
)
− 23 ·

(
19

37

)10

· 18

37
− 2 023 ·

(
19

37

)10

· 19

37
.
= −0,340.

V dlouhodobém pr̊uměru bude pod́ıl prohrané částky ku vsazené 0,340/12,583
.
= 0,027,

což odpov́ıdá očekávanému zisku kasina z jedné vsazené jednotky.
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