Diskrétni nahodné veliciny

Velmi casto nam nejde ani tak o zjisténi, zda dany jev nastal ¢i nenastal, ale zajima nés
vysledek pokusu ve formé cisla. Budeme uvazovat celo¢iselné vysledky nahodného pokusu,
napi. pocet licu v posloupnosti hodu minci nebo pocet Sestek pii hodu nékolika kostkami.

Definice: Diskrétni (celociselnd) ndhodnd veli¢ina je funkce X definovand na 2 s hodno-
tami v Z, ktera spliuje {w € Q : X(w) = k} € A pro kazdé k € Z. Pravdépodobnosti
= P{w € Q: X(w) = k}) = P(X = k) urcuji rozdéleni pravdépodobnosti celociselné
nahodné veliciny X.

Pozndmka: Pokud X (w) # k pro véechna w € Q, je {w € Q : X(w) = k} =0, coz je vzdy
prvek A, v tomto piipadé je p, = 0. Pravdépodobnosti p, = P(X = k) jsou nezdporné
a ZkeZ Pr = 1.

Priklad: Uvazujme dva hody minci. Potom 2 = {LL, LR, RL, RR} a ndhodna veli¢ina,
ktera oznacuje pocet licu, je dana jako X(LL) =2, X(LR) =1, X(RL) =1, X(RR) = 0.
Podle klasické pravdépodobnosti ziejmé P(X =2)=1/4, P(X =1)=1/2a P(X =0) =
1/4. Pravdépodobnost, ze padne aspon jeden lic, je P(X > 1) = 3/4.

Zaddni: V pripadé, kdy dva hraci hraji ruskou ruletu s maximélnim moznym poctem 6
vystieli, urcete rozdéleni poctu vystrelu prvniho hréce.

Resend: 7 materialu o nezavislosti vime, ze P(Z) = 1/6, P(NZ) = 5/6%, P(NN Z) = 5%/6°,
P(NNNZ)=5%/6* PINNNNZ)=5%/6>, PNNNNNZ) = 55/6°. Proto P(X = 1) =
1/6 +5/6% = 11/36 = 0,306, P(X = 2) = 5%/6% + 53/6 = 275/6* = 0,212 a P(X = 3) =
51/6° 4+ 5°/6° + 55/6°5 = 22500/6° = 0,482.

Definice: Necht X je celociselnd ndhodna velicina. Jestlize fada Y - kpy konverguje
absolutné, oznac¢ime jeji soucet symbolem EX a nazveme jej stredni hodnotou nahodné
veliciny X. Pokud je X nezdpornd (tj. P(X > 0) = >, pr = 1, neboli p;, = 0 pro zdporna
k), pak definujeme EX = 3 72 kp;. To v sobé zahrnuje ptipad, kdy rada diverguje (pak
EX = c0).

Definice: Necht X je celoéiselnd ndhodn4 veli¢ina a ¢ : Z — R je redlné funkce celo¢iselné
proménné. Pokud fada ), ., g(k)pr konverguje absolutné, oznacime jeji soucet Eg(X).
Je-li g nezépornd funkce, pak muzeme polozit Eg(X) = > 77, g(—k)p_k + Do 9(k) Dk,
vysledkem muze byt nezaporné realné ¢islo nebo nekoneéno.

Pozndamka: Nabyva-li g jen celo¢iselnych hodnot, muzeme se na Eg(X) divat jako na
stfedni hodnotu ndhodné veliciny Y = ¢g(X).

Zaddni: Uvazujme sazky na soucet ok pii hodu dvéma kostkami. Je mozné sazet na
tfi moznosti: soucet bude pod 7, pravé 7, nebo ptes 7. Pti spravném odhadu prvniho
a posledniho pripadu se vyplaci dvojnasobek vsazené céstky, v prostiednim piipadé pak
pétinasobek. Jaky je stfedni zisk pti této hie, kdyz vsadime 1 korunu na ,,pod 7¢ a 1 korunu
na ,prave 7“7

Resend: Oznac¢me X zisk z této hry pii uvedenych sdzkach. Protoze soucet pod 7 nebo
pres 7 padne s pravdépodobnosti 15/36, zatimco soucet 7 s pravdépodobnosti 6/36, je
P(X =0)=15/36, P(X =3) =6/36 a P(X = —2) = 15/36. Stiedni zisk ¢ini
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Lehce se presvédcime, ze jakékoli rozdéleni vsazenych 2 korun mezi 3 mozné sazky vede
ve stfedni hodnoté ke ztratée —1/3.

Zadani: (Petrohradsky paradox) Kasino nabizi hru spojenou se sérif hodu minci. Hradi je
vyplacena ¢astka 2", pokud rub padne poprvé v n-tém hodu. Muzeme si predstavit, ze
na zacatku je v banku c¢astka 1 a po kazdém hodu se zdvojnédsobi, hrac ziskava castku
z banku po prvnim rubu. Jak velky vstupni poplatek do hry ma kasino zadat, aby na hte
neprodélavalo?

Resend: Stiedni hodnota vyplaty je 2 - % + 2% 2% +--=14+1+--- = oo. Proto za
zadnou cenu neni pro kasino vyhodné takovou hru provozovat. Naopak hra¢ by mél vyuzit
prilezitost a hrat za kazdou cenu. Ve skutec¢nosti se najde jen velmi malo lidi, kteti by
byli ochotni vlozit do této hry vic nez tisic korun. Paradox spoc¢iva v jasném rozporu mezi
ocekavanou vyhrou a ¢astkou, kterou by lidi byli ochotni zaplatit za vstup do hry. Pochazi
od Nicolause Bernoulliho (1687-1759), ktery ho formuloval v roce 1713. Pojmenovéni ale
vychézi z prednéasky jeho bratrance Daniela Bernoulliho (1700-1782) pied Petrohradskou
akademii véd v roce 1738. Paradox poukazuje na nedostatec¢nost stfedni hodnoty pfti roz-
hodovani. Problém je, Ze kasino nema neomezené prostiedky k vyplaté, model tak neodrazi
realitu, a proto vysledky z ného odvozené nejsou relevantni pro praxi.

Predpoklddejme, Ze maximdlni mozna vyplata je 2™ (pokud v prvnich M hodech
nepadne rub, hra¢ dostdva maximalni vyhru), pak sttedni hodnota vyplacené ¢astky bude
2 - % +.. 4 2M. 2LM +2M. 2% = M + 1. Hra se kasinu vyplati, kdyz poplatek bude vétsi
nez M + 1.

Zadand: (ruleta) V ruleté se dd sdzet na jedno ¢islo nebo na ruzné kombinace ¢isel. Pti
spravném tipu kombinace k ¢isel vyhrava hrac (36/k)-nasobek vkladu. Znamenda to, ze
kazdd vsazend koruna vede ve stiedn{ hodnoté k 1 — 35 - 3—’“7 = 1/37 = 0,027 korundm
pro kasino. Existuji ruzné systémy zarucenych vyher v ruleté, ale zadny z nich nefunguje.
Nejznaméjsi je martingalova strategie, ktera je zalozena na sazce na barvu a zdvojnasobeni
vkladu pii prohfe. Dejme tomu, ze poprvé hrac trefi barvu v n-tém kole, pak vsadil po-
stupné 1,2,...,2" ! jednotek, coz déavd dohromady 2" — 1 jednotek, ale vyhral 2" jedno-
tek. Systém by fungoval, pokud by hra¢ mél neomezeny kapitél a bylo by mozno vsadit
libovolnou sumu. V praxi ale ani jedna z téchto podminek neplati. Nikdo nedisponuje ne-
omezenym kapitdlem a kasina maji vzdy nastaven urcity limit na maximélni povolenou
sazku. Predpokladejme, ze limit na sazku je 1000 jednotek a fidime se martingalovym
systémem s pocatecni sdzkou 1 jednotka. Jaka je stfedni hodnota vyhry?

Resend: Limitu dosdhneme po 10 prohrach v fadé, v 11. sézce tak pouzijeme hornf limit
1000. Necht X znaci pocet uskuteénénych sdzek. Potom P(X = k) = (%)kil . % pro
k=1,...,10 a P(X = 11) = (19/37)". K vice nez 11 sdzkdm nedojde (bud jsme
do té doby vyhrali, nebo uz nelze zdvojndsobit vklad). Definujeme-li g(k) = 2¥ — 1 pro
k=1,...,10 a g(11) = 2 — 1+ 1000 = 2023, pak g(X) znaci celkovou vsazenou ¢dstku.

Stredni hodnota je

10
Eg(X)=> (2= 1)P(X = k) +2023P(X = 11) = 12,583,
k=1
Hrac ziska 1 jednotku, pokud nedoslo k 11. sazce; kdyz k ni doslo a je vitézna, znamena to
ztratu 23 jednotek; pokud ale neni vitézna, vede to ke ztraté 2 023 jednotek. Proto stredni



hodnota vyhry je
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V dlouhodobém pruméru bude podil prohrané castky ku vsazené 0,340/12,583 = 0,027,
coz odpovida ocekavanému zisku kasina z jedné vsazené jednotky.



