Podminéna pravdépodobnost

Definice: Pokud B je jev splaujici P(B) > 0, pak podminénou pravdépodobnost jevu A
za podminky jevu B definujeme jako

P(ANB
pa| By =408
P(B)

Zaddni: V osudi je b bilych a ¢ ¢ernych micku. Predpokladejme, Ze jsme v prvnim tahu
vytahli bily micek. Do osudi ho nevracime. Jaka je za této podminky pravdépodobnost,
ze druhy vytazeny micek bude rovnéz bily?
Resent: Vytazen{ bilého micku v prvnfm tahu se podle klasické pravdépodobnosti stane
s pravdépodobnosti P(B;) = b/(b+ ¢). Pfi vybéru bez vraceni mame pro druhy tah jen
b+ ¢ —1 micku, z nichz b— 1 je bilych, proto P(By | By) = (b—1)/(b+c¢—1). To odpovida
definici podminéné pravdépodobnosti, protoze P(B; N By) = b(b—1)/[(b+ ¢)(b+ ¢ —1)].

Pro nezdvislé jevy A a B je P(ANB) = P(A)P(B), atudiz P(A | B) = P(A). Podobné
dostaneme, ze P(B | A) = P(B), pokud P(A) > 0. Obdobné také plati P(A | B¢) = P(A)
a P(B | A°) = P(B) pro P(A), P(B) < 1, protoze P(AN B°) = P(A) — P(ANB) =
P(A)P(B°).
Zadani: Jak se teSeni predchozi tlohy zméni, kdyz uvazujeme vybér s vracenim?
Resend: Pro druhy tah je nyni v osudi b+ ¢ micki, z nichz je b biljch. Proto P(B, | B,) =
P(By) =b/(b+c). Jevy By a By jsou nezavislé. Obdobné P (B, | Bf) = P(Bs) = b/(b+¢),

neboli jevy B{ a B; jsou nezavislé, coz je odlisné od piipadu bez vraceni, kde mame

P(By | Bf) =b/(b+c—1).

Poznamka: Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti:
1.OSPA|B) <1
2. P(AJZUAy | B)=P(A,;| B)+ P(As | B), pokud A; N Ay = ()
3. P(A°|B)=1—-P(A| B)

_ . __ P(A°nB) __ P(B)-P(ANB) _ P(ANB)
Dukaz: P(A°| B) = B = 5] =1- 55

4. P(A| B)P(B) = P(B | A)P(A) = P(AN B)

5. P(A| B) > P(A) <= P(B | A) > P(B)

Zadani: Tenista ma prvé podani ispésné s pravdépodobnosti 0,6 a druhé s pravdépodob-
nosti 0,8. S jakou pravdépodobnosti se dopusti dvojchyby?

Resent: Uspééné podani oznacime U a neuspésné N. Piidame index podle toho, jestli se
jedné o prvni nebo druhé podani. Ze zadani plyne P(U;) = 0,6 a P(Us | N7) = 0,8. Odtud



diky tfeti vlastnosti z pfedchozi poznamky P(N;) = 0,4 a P(Ny | N;) = 0,2. Celkové
dostaneme pravdépodobnost dvojchyby P(N;NNy) = P(Ny | N1)P(N;) = 0,2-0,4 = 0,08.

Pozndmka: Nespravné tvahy s podminénymi pravdépodobnostmi jsou casto zdrojem chyb-
nych zavéru. Ukdzeme to na nékterych situacich.

Zaddni: U viniku dopravnich nehod bylo v 10 % piipadu zjisténo poziti alkoholickych
napoju. Znamena to, ze stiizlivi fidici jsou vice nebezpecni?

Reseni: Kdyz N bude znatit jev, ze doslo k nehodé, a O jev, ze Fidi¢ pil alkohol, pak
zadani iikd P(O | N) = 0,1, neboli P(O° | N) = 0,9. To ale nic nevypovidd o P(N | O)
nebo P(N | O°). K tomu bychom potfebovali mit néjakou dodate¢nou znalost. Budeme-li
predpokladat, ze P(O) = 0,005, potom dostavame P(N | O) = P(O | N)P(N)/P(O) =
20P(N) a P(N | O°) = P(O° | N)P(N)/P(0°) = 22 P(N) = 0,905P(N), tedy poziti

0,095

N

Pozndmka: K podobnym dezinterpretacim statistickych informaci dochazi ¢asto, zde je
par konkrétnich prikladu ze sdélovacich prostiedkus:

e nebezpecnéjsi je tidit vecer nez rano (Ctytikrat vic nehod na délnici bylo v 7 vecer
nez v 7 rdno),

e pozor na ¢eské turisty v Tatrdch (nejvic zahrani¢nich turistu zapletenych do nehody
pochdzi z Ceska),

chlapci jsou ve vétsim ohrozeni pii jizdé na kole (vétsina déti pii nehodach na kole
jsou chlapci),
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e domov je nebezpecéné misto (ke tfetiné nehod dochézi ve vlastnim bydleni),
e manzelstvi je nebezpecény stav (nejvic vrazd zen spachali jejich manzelé).

Ve vsech piipadech je z toho, Ze podminénd pravdépodobnost P(A | B) je velka,
nespravné usuzovano, ze P(B | A) > P(B). To ale nelze uéinit bez informace o P(A).
Reknéme, 7e jev A je pifznivé naklonény jevu B, kdyz P(B | A) > P(B). Diky symetrické
vlastnosti (viz 5. vlastnost z poznamky vyse) je to ekvivalentni tomu, ze jev B je pfiznivé
naklonény jevu A. Problém je v tom, ze nemuzeme prohlasit, ze A a B jsou piiznivé
naklonény, jenom na zakladé toho, ze P(A | B) je velkd. V pripadé s opilymi fidi¢i jsme
vidéli, ze stifzlivost neni piiznivé naklonénd nehodé, i kdyz 90 % nehod zavini stiizlivy
clovek.

Pozndmka: Kdyz B je ptiznivé naklonéno A, pak B neni priznivé naklonéno A°. Nicméné

muze byt priznivé naklonéno podmnozinam A°€.

Priklad: (Kaighuv paradox) Predpokladejme, ze firma najala 160 z 1000 uchazecu (z nich
bylo 200 ¢ernych, 200 Hispancu a 600 bilych). Z piijatych uchaze¢u bylo 120 bilych, coz



znamenad, ze bylo prijato 20 % bilych uchazecu a pouze 10 % nebilych. Byt bélochem je tak
piiznivé naklonéno tomu byt piijat: P(piijat | bily) = 0,2 > P(pfijat) = 0,16. Neimplikuje
to ale, ze prislusnost k néjaké nebilé populaci je nutné nepiiznivé naklonéna k tomu byt
prijat. Predpokladejme, Zze 36 ze 40 prijatych nebilych jsou Hispanci. Potom P(pfijat |
Hispanec) = 0,18 > P(prijat) = 0,16. Neboli byt Hispanec je také ptiznivé naklonéno
prijeti.

Obecné plati, ze uvazujeme-li misto rozkladu na dvé kategorie (A a A€) disjunktni
rozklad na vic kategorif, napt. tii (A;, Ay a As), které jsou sefazené tak, ze P(B | Ay) >
P(B | Ay) > P(B | As), pak B je priznivé naklonéno A;, nepfiznivé naklonéno Aj
a nemuzeme rozhodnout u A,.

Pozndmka: Dalsi chybny zavér na zakladé podminénych pravdépodobnosti je zalozen na
faktu, ze z nerovnosti P(A | B) > P(A | C) neplyne P(A| BN D) > P(A|CnND,).

Priklad: V dobé spanélsko—americké vélky (1898) byla v ndmofnictvu USA tumrtnost
zhruba 9 promile, zatimco u civilistu v New Yorku byla 16 promile. Pracovnici armady
pouzili tyto statistiky pfi ndboru novacku. Ve skutecnosti nelze tato cisla srovnavat.
V armadé jsou zdravi a silni jedinci, zatimco mezi civilisty jsou zahrnuti také vsichni
staif a nemocni. Oznacime-li jako A imrti daného jedince, jev B, ze jde o obyvatele New
Yorku, a jev C, ze jde o ¢lena namoinictva. Pak data udévaji P(A | B) > P(A | C).
Ovsem, kdybychom uvazovali stejné staré jedince, napt. ve véku 20-30 let (jev D), pak
muzeme Cekat, ze P(A| BND) < P(A|CND,).

Pozndamka: Obracené z nerovnosti P(A | BN D) > P(A| CN D) neplyne P(A | B) >
P(A|C).

Priklad: V jednom novinovém ¢ldnku se objevilo tvrzeni, Ze lidé se stdvaji stastngjsi tim,
jak starnou. Zduvodnéni bylo nasledujici: z lidi, ktefi zemfou v rozmezi let 20 az 25, kolem
25 % spachd sebevrazdu. S vékem tato hladina klesd, takze napiiklad z lidi, kteff zemfou ve
véku nad 70, spachd sebevrazdu pouze 2 procenta. Formalné to znamend P(sebevrazda |
vek 20-25 a smrt) > P(sebevrazda | vék > 70 a smrt), coz je pravda, ale neimplikuje to,
ze P(sebevrazda | vék 20-25) > P(sebevrazda | vék > 70).

Pozndamka: Muze se stét, ze plati P(A| BNC) > P(A| B°NC)a P(A| BNC¢) > P(A |
BcNC°) azaroven P(A| B) < P(A | B°).

Priklad: (Simpsonuv paradox) Sledujme tspésnost studentu u statnich maturit z matema-
tiky. Celkovy podil propadlych u maturit klesl z 23,9 % v roce 2015 na 23,2 % v roce 2016,
coz Cermat dokumentoval jako mirné zlepSeni maturanti v matematice. Pfitom podily
propadlych u studentu gymnazii a také u studentu ostatnich skol se zvysily.

2015 2016
- 249 - 254 -
gymnazia | 5= = 0,035 | o5 = 0,037
ostatni 14232%69 = 0,358 13065762 = 0,366
celkem | ;1815 = 0,239 | 229 = (,232



Pozndmka: Chyby v iivahach s podminénymi pravdépodobnostmi délaji i profesiondlni ma-
tematici. O tom svédci slavny pravdépodobnostni problém, ktery piitahl a stale pritahuje
pozornost mnoha lidi. Je zaloZzen na jedné americké televizni show, kterou moderoval
Monty Hall.

Zaddni: (Monty Halluv problém) V televizni show jsou hra¢i ukazany troje dvere, jedny
skryvaji auto, zbylé dvoje kozu. Hrac zvoli jedny dvefe. Moderator, ktery vi, kde je auto
umisténo, otevie nékteré z neoznacenych dveti a odkryje kozu. Poté nabidne hraci, jestli
chce svou volbu zménit. Je vyhodné provést zménu?

Resend: Existujf rizné varianty tohoto problému, proto zdiraznéme, ze predpoklddéme,
ze pokud m&a moderator vice moznosti, které dvere oteviit, rozhodne se nahodné. Pokud
by hrac¢ zménil svou volbu, tak vyhraje auto pravé tehdy, kdyz na zacatku vybral dvete
s kozou, coz ma pravdépodobnost 2/3, proto je vyhodné svou volbu zménit. Presto se
najde hodné lidi, ktefi argumentuji tim, ze po odkryti jednéch dveii zbyvaji dvé moznosti
a pravdépodobnost vyhry je tudiz 1/2.

Bez jmy na obecnosti uvazujme, ze soutézici zvolil prvni dvefe. Rozlisime-li obé kozy,
tak existuje 6 stejné pravdépodobnych rozmisténi objektu za dvere (AK;K,, AKyKj,
K1AK,, KhAK,, K1KyA a KyK 1 A). Pokud mé moderator dvé mozné volby, rozhoduje se
nahodné. Muzeme uvazovat, ze v tom pripadé zvoli K;. Potom v piipadech AK; K5, K1 KA
a Ky K1 A moderator otevie druhé dvete, zatimco v piipadech AK, K, K1 AKy a KoAK,
otevie tieti dvete. Pti strategii zmény rozhodnuti je podminénd pravdépodobnost vyhry
auta za podminky, Ze moderéator otevie druhé dvere, rovna 2/3 (neptiznivy je jen piipad
AK, K5). Podobné podminénd pravdépodobnost vyhry auta za podminky, ze moderator
otevie treti dvere, je také 2/3 (neptiznivy je jen piipad AKyK7).

Srozumitelné zndzornéni je pomoci stromu s moznymi prubéhy. Prvni vétveni (vlevo)
znéazornuje volbu soutéziciho, druhé vétveni (vpravo) ukazuje, které dvere moderator od-
kryl.
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Zkusme vse zapsat jesté podrobnéji pomoci podminénych pravdépodobnosti. Oznac¢me
A; jev, ze auto se skryva za dvefmi s pofadovym ¢islem i; B; jev, ze hrac¢ zvoli dvere



s poradovym c¢islem ; a C; jev, ze moderator otevie dvete s ¢islem i. Potom

P(A N B NCy)

P(A1|Blﬂ03): P(Blﬂ03)

P(A;N B NCy)
P(AiNBNC3)+ P(AyN B NCs)+ P(AsN By NCs)
B P(C3| A1 N By)P(A; N By)
- P(Cs| AyNB)P(A, N By) + P(Cs | Ay N By)P(Ay N By) +0

P(Cy | Ay 0 B))P(A; N By)
P(Cy | A N B)P(A, NBy) + P(Cy | AN B)P(A; N By) + 0

1.1.1

P(A2|Blﬂ03):

Na podobném logickém principu funguje tloha o tfech véznich nebo Bertranduv pfi-
hradkovy paradox (viz prezentaci s tlohami).



