Priklady rozdéleni nahodnych velicin

Definice: Posloupnost nezavislych pokusu, z nichz v kazdém muze nastat tspéch s prav-
dépodobnosti p a netspéch s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p, se nazyva posloupnost bernoul-
liovskgch pokusi. Pojmenovani odkazuje na Jacoba Bernoulliho (1655-1705).

Definice: Binomické rozdéleni ma nahodna velicina X, kterd udava celkovy pocet uspécht
v n bernoulliovskych pokusech. Lehce se zjisti, ze plati P(X = k) = (7)p"¢"* pro k =
0,...,n. Budeme zkracovat X ~ Bi(n,p).

Zadani: (Newtonuv-Pepysuv problém) Na binomické rozdéleni jsme uz narazili difve.
Chceme, aby pii 6m hodech kostkou padlo aspon m Sestek, m = 1,2,3. Pro které m
je to nejpravdépodobnéjsi?

Reseni: Oznacime-li Xg,, pocet Sestek v 6m hodech, pak Xg,,, ~ Bi(6m,1/6). Plati P(Xs >
1) = 22:1 (2) (%)k (%)G_k, nebo lépe pres dopliikovou pravdépodobnost: P(Xg > 1) =
1-P(Xg=0)=1- (%)6. Dohromady zjistime, ze

P(Xg > 1) = 0,665 > P(X15 > 2) = 0,619 > P(X;5 > 3) = 0,507.

Zadani: Urcity let ma kapacitu 150 pasazéru. Leteckd spolecnost se chrani proti tomu, ze
nektetri pasazéti se nedostavi k letu, tim, ze letadlo preobsadi. V tomto piipadé prodala
160 letenek. Pravdépodobnost, ze se pasazér nedostavi, je 0,1. Predpokladejme, ze pasazéri
se chovaji nezavisle na sobé. Jaka je pravdépodobnost, ze néktery pasazér bude muset byt
premistén na jiny let z duvodu nedostatku mista v letadle?

Regend: Na problém se muzeme divat jako na 160 bernoulliovskych pokust, které s pravde-
podobnosti 0,9 skonéi tispéchem (pasazér se dostavi) a s pravdépodobnosti 0,1 nedspéchem.
Pak pocet lidi (ozna¢me X ), ktefi skuteéné dorazi na letisté, ma binomické rozdéleni s para-
metry n = 160 a p = 0,9. Vypoctem zjistime, ze P(X > 150) = ili)lm (120)0,9"‘0,1160_”C =
0,036.

Spoctéme stredni hodnotu ndhodné veli¢iny s binomickym rozdélenim:
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Predpokladejme, ze np = A > 0 a my zvétsujeme n (tim zaroven zmensujeme p), pak
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Definice: Nahodna4 veli¢cina X mé Poissonovo rozdéleni's parametrem A > 0, kdyz P(X =
k)= e”\% prok =0,1,2,... Je pojmenovano po Siméonu Denisi Poissonovi (1781-1840).

Stredni hodnota Poissonova rozdéleni je
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Priklad: V New Jersey se stalo, ze jistd zena (Evelyn Adamsova) vyhrala hlavni cenu
v loterii dvakrat béhem 4 mésict. Nejprve 23. fijna 1985 uhadla vsech 6 vylosovanych ¢isel
z 39, pak 14. inora 1986 trefila 6 ¢isel ze 42. Vyhrala celkem 5,4 milionu dolaru. Podle
zastupcu loterie je pravdépodobnost, ze se néco takového stane, rovna priblizné 1 ku 17

biliéntim. Jejich ivaha byla zaloZena na tom, 7e —ax - ﬁ = To je pravdépodobnost,
6

: 1,71-#'
ze vyhraje jackpot ve dvou konkrétnich hrach. Kdyz si ale uvédomime obrovsky pocet lidi,
ktefi sazi po dlouhou dobu, tak pravdépodobnost, ze se nékdy stane, ze nékdo vyhraje
dvakrat, neni az tak vysoce zanedbatelnd. Ptibéh Zeny z New Jersey ma smutny konec.
O vyhry ji pripravili vyherni automaty a ptibuzni, dnes Zije na miziné a bydli s rodinou
v privésu.

Pro nézornost se prenesme do poméri v CR. Uvazujme, ze Sportku si vsadi 500 000
lidi, kazdy pritom vyplni 6 sloupecku. Pravdépodobnost, ze urcity ¢lovék vyhraje v jed-
nom losovani jackpot, je p =6-2/ (469), protoze ve Sportce probihaji 2 tahy (zanedbavame
situaci, ze oba tahy dopadnou stejné). Za obdobi 5 let probéhne zhruba 500 losovani.
Pravdépodobnost, ze béhem té doby dany ¢lovék vyhraje jackpot aspon dvakrat, je p, =

0, (P90 ph (1 — p)P0F = 1 — (1 — p)°® — 500p(1 — p)*** = 9,184 - 10~%. Pouzijeme-li
aproximaci Poissonovym rozdélenim, tak pocet vyhranych jackpotu ma& priblizné Poisso-
novo rozdéleni s parametrem A = 500p, proto pravdépodobnost aspon dvou je ptiblizné
Py =1—e* —Xe ™ = 92021078, Pocet lidi, kteii vyhraji béchem dané doby dvakrat
jackpot, ma binomické rozdéleni s parametry 500000 a psy, coz se da velmi dobie aproxi-
movat Poissonovym rozdélenim s parametrem A\, = 500 000p,. Pravdépodobnost, ze bude
aspon jeden takovy ¢lovek, je 1 — (1 — pp)390900 =1 — e™*2 = (0,045.

Zadani: Jista loterijni spolecnost vydala 10000 stiracich losi v Andofe a 10000000 ve
Spanélsku. Na kazdém losu je jind viditelnd kombinace &fsel (Gtyfcifernych v Andofe a sed-
micifernych ve Spanélsku). Dale kazdy los obsahuje jesté jednu kombinaci ¢isel, kterd je
prekryta stiibrnym prouzkem. Ptifazeni bylo provedeno ndhodné a to tak, ze zadné dva
losy neobsahuji stejnou skrytou kombinaci. Majitel losu setie stiibrny prouzek a vyhrava,
pokud se odkryta kombinace shoduje s tou vytisténou. Myslite si, ze se pravdépodobnost,
ze bude alespon jeden vyherce v Andote, vyrazné lisi od pravdépodobnosti, ze bude alespon
jeden vyherce ve Spanélsku?

Resent: Oznaéme X nahodnou velic¢inu, kterd oznacuje pocet vyherci, pokud bylo vydéno
n lostu. Tento pocet je stejny jako pocet lidi, kteri dostanou svij kabat v problému satnarky.
Jeji rozdéleni se dé presné urcit. Pro tuto chvili si vystacime s tim, ze se da4 dobfie apro-
ximovat pomoci Poissonova rozdéleni s parametrem 1. Nahodna velicina X predstavuje
pocet uspéchu v n pokusech, v kazdém pokuse je pravdépodobnost uspéchu 1/n. Pokusy
ovSem nejsou nezavislé. Pro velka n jsou ale zavislosti mezi pokusy nepatrné a aproximace
je dostateéna. V obou piipadech je tedy pravdépodobnost ptfiblizné 1 —e™! = 0,632.



Definice: Rikdme, ze ndhodna velicina X, kterd oznacuje pocet pokusi pred prvnim
uspéchem v bernoulliovskych pokusech, méa geometrické rozdéleni. Je ddno pravdépodob-
nostmi P(X = k) =¢*p pro k=0,1,2,...

Stredni hodnota geometrického rozdéleni je
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Vyuzili jsme toho, ze Yo k¢* ™ = 1/(1—q)?, coz lze dostat derivovdnim zndmého vztahu

pro soucet geometrické fady Y oo ¢" = 1/(1 — q).

Priklad: Pti ruské ruleté se pocet vystielu naprazdno ridi geometrickym rozdélenim s pa-
rametrem p = 1/6. Stfedni hodnota je q/p = 5, tedy ostry ndboj vyjde v pruméru pii
Sestém vystielu.

Priklad: PTi martingalové strategii v ruleté sazime na barvu tak dlouho, dokud se po-
prvé netrefime. Pocet kol, které probéhnou, je ndhodna velicina X. Plati, ze X — 1 ma
geometrické rozdéleni s parametrem p = 18/37. Sttedni hodnota poctu kol je
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