
Věta o úplné pravděpodobnosti

Definice: Řekneme, že jevy A1,A2, . . . ∈ A tvořı́ úplný systém jevů,
jestliže jsou po dvou disjunktnı́ a ∪Ai = Ω.

Věta: Necht’ {Ai} je úplný systém jevů takový, že P(Ai) > 0 pro
každé i . Potom platı́

P(B) =
∑

i

P(B | Ai)P(Ai).



Úloha 9.1

Mámě dvě osudı́ A a B. Osudı́ A obsahuje 8 bı́lých a 7 černých
mı́čků, zatı́mco v osudı́ B jsou 4 bı́lé a 6 černých.

Nejprve náhodně vylosujeme osudı́ (A s pravděpodobnostı́ 2/3 a B
s pravděpodobnostı́ 1/3), pak ze zvoleného osudı́ vybereme jeden
mı́ček.

Je pravděpodobnějšı́, že je bı́lý nebo černý?



Bayesova věta

Věta: Necht’ {Ai} je úplný systém jevů takový, že P(Ai) > 0 pro
každé i . Jestliže je P(B) > 0, potom platı́

P(Aj | B) =
P(B | Aj)P(Aj)∑
i P(B | Ai)P(Ai)

.

Důkaz: Platı́

P(Aj | B) =
P(B | Aj)P(Aj)

P(B)

a stačı́ využı́t větu o podmı́něné pravděpodobnosti k vyjádřenı́ P(B)
ve jmenovateli.



Úloha 9.2 (lékařská diagnostika)

Dřı́ve, než propukne nemoc D, lze jejı́ latentnı́ přı́tomnost odhalit
biologickým testem. U skrytě nemocné osoby je test pozitivnı́
s pravděpodobnostı́ 0,999 (senzitivita testu). Oproti tomu u zdravé
osoby je test negativnı́ s pravděpodobnostı́ 0,99 (specificita testu).
Zjištěnı́ tedy nenı́ jednoznačné, onemocněnı́ nemusı́ odhaleno, nebo
můžeme být vyvolán falešný poplach.

Předpokládáme, že sledovanou nemoc má 1% populace (prevalence
nemoci). Jestliže u náhodně vybrané osoby dal test pozitivnı́
výsledek, jaká je pravděpodobnost, že tato osoba má dané
onemocněnı́?



Úloha 9.3 (urna se vracı́)

Deseti bı́lými či černými koulemi byla urna naplněna tak, že bylo
desetkrát hozeno symetrickou mincı́. Padl-li rub (lı́c) mince, byla do
urny vložena bı́lá (černá) koule.

Takto náhodně naplněná urna je zkoumána pomocı́ pokusu, který
spočı́vá v tom, že z urny je postupně taženo n koulı́, každá z nich je
však po zjištěnı́ barvy do urny vrácena.

Výsledkem pokusu je zjištěnı́, že všech n tažených koulı́ má bı́lou
barvu (jev B(n)).

Jaká je pravděpodobnost, že všechny koule v urně jsou bı́lé?



Úloha 9.4 (předpověd’ počası́)

Marie se zı́tra vdává. Obřad proběhne na dovolené v Egyptě, ve stı́nu
pyramid v Gı́ze. V této oblasti v poslednı́ch letech pršı́ pouze 5 dnı́
v roce. Bohužel na zı́třek předpověd’ počası́ hlásı́ děšt’.

Zkušenost řı́ká, že nastavšı́ déšt’ bývá předpovězen v 90 % přı́padů.
Na druhou stranu, na dny bez deště hlásı́ předpověd’ (chybně) déšt’
v 10 % přı́padů.

Jaká je pravděpodobnost, že v Mariin svatebnı́ den bude v daném
mı́stě pršet?


