VII.3 Lebesgue-Bochnerovy prostory

Definice. Necht f: Q2 — X je silné py-méfitelna.

e Necht p € [1,00). Rekneme, Ze funkce f patii do LP(u; X) (podrobnéji
do LP(Q, %, u; X)), pokud funkce w — || f(w)||” je integrovatelni. Pro
takovou funkci polozime

111, = [ 1 du)l/p.

e Rekneme, ze f patfi do L>°(u; X) (podrobnéji do L>®(, X, u; X)), po-
kud funkce w — || f(w)]| je esencidlné omezena. Pro takovou funkci po-
lozime

[flloe = esssup [[f(w)] -

weN

Poznamky:
(1) Je-lip € [1,00), pak jednoduché integrovatelné funkce patii do LP (u; X).
Pokud f = Z?Zl TiXE,;, kde Eq,..., E € X jsou po dvou disjunktni a
xr1,...,TE € X, pak

1/p

k
A1, = | D sl w(E)
=1

(2) Jednoduché méfitelné funkce patii do L>°(u; X). Je-li f tvaru jako v
predchozim bodé, pak

[flloe = max{[jz;]|;j € {1,..., k} & p(E;) > 0}

(3) Je-lip e [l,00], h € LP(u) a z € X, pak funkce f : Q — X definovana
vzorcem f(w) = h(w) -z patii do LP(y; X) a plati || f||, = [|All, - ||z
Znacime f = h - x.



Véta 14.
(a) Necht p € [1,00|. Po ztotoznéni funkci, které se rovnaji skoro vsude, je
prostor (LP(u; X), ||-||,,) Banachiiv prostor.

(b) Prostor L'(u; X) je tvoren pravé bochnerovsky integrovatelnymi funk-
cemi (presnéji prislusnymi tfidami ekvivalence).

(c) Je-li X Hilberttiv prostor se skaldrnim soucinem (-,-), je i L*(u; X) Hil-
bertiiv prostor se skalarnim soucinem definovanym vzorcem

() = /Q (@), 9(@)) du(w),  f.g € L X).

(d) Je-li mira y konecna, pak pro kazdé 1 < p < q < oo plati
L®(u; X) € Lp; X) C LP(p; X) € L (p; X).

Véta 15. Necht p € [1,00).

(a) Jednoduché integrovatelné funkce tvori husty podprostor LP(u; X).

(b) Pokud jsou prostory LP(u) a X separabilni, pak i prostor LP(u; X) je
separabilni.

Priklady 16.

(1) Necht G C R™ je lebesgueovsky méritelnd mnozina kladné miry a p €
[1,00]. Pak symbolem LP(G;X) znacime prostor LP(u; X), kde u je zi-
zeni Lebesgueovy n-rozmérné miry na G. Je-li p € [1,00) a X je separa-
bilni, pak LP(G; X) je separabilni.

(2) Necht i je s¢itaci mira na N a p € [1,00]. Pak prostor LP(u; X) se znaci
(P(X) a lze ho vyjadrit jako

P(X) = {(zn) € X" ) ||n]|” < 00} prop € [1,00),

n=1

0°(X) = {(zn) € X";sup ||z, || < 00}
neN

Prislusna norma je pak definovana vzorcem

n=1

0o 1/p
[(@n)ll, = (Z |$n|p> , (zn) € P(X),p € [1,00),

[(@n)lloo =supllznl, (2n) € £7(X).
neN

Je-1i X separabilni a p € [1,00), je i £P(X) separabilni.



