VIII. Banachovy algebry a Gelfandova transformace
Umluva: V této kapitole budeme vSechny Banachovy prostory uvazovat nad télesem komplex-
nich ¢isel (pokud nebude explicitné fecen opak).

Poznamka: Zkouma se i redlna verze teorie v této kapitole, je vSak dosti odlisna.
VIII.1 Banachovy algebry — zakladni pojmy a vlastnosti

Definice.

e Algebrou rozumime (komplexni) vektorovy prostor A, na némz je navic definované ope-
race nasobeni - s vlastnostmi:
ox-(y-z)=(r-y) zproxz,y,z € A;
ox-(y+z)=xz-y+x-zproz,y,z € A;
o (x4y)-z=x-24+y-zproz,y,z€ A;
oa-(x-y)=(a-z)-y=x-(a-y)proacCauzyc A
Algebra A se nazyva komutativni, je-li ndsobeni na ni komutativni, tj. pokud
ox-y=y-xproxyc A
Necht A je algebra. Prvek e € A se nazyva
o leva jednotka, pokud e -z =z pro x € A;
o prava jednotka, pokud = -e =z pro z € A;
o jednotka, pokud e-xz =z -e =x pro xz € A.
Necht A je algebra, na které je navic definovana norma ||-||, kteréa spliuje
o [la -yl < [lzf - [[yll pro =,y € A.
Pak A se nazyva normovana algebra.
Banachovou algebrou rozumime normovanou algebru A, ktera je uplna v metrice genero-
vané normou.

Poznamky:

(1) Algebra muze mit vice levych jednotek nebo vice pravych jednotek.

(2) Ma-li algebra levou jednotku i pravou jednotku, pak se rovnaji. Specialné, algebra ma
nejvyse jednu jednotku.

(3) Pokud A je netrivialni normovana algebra s jednotkou e (netrividlni znamend A # {o}),
pak |le]| > 1.

Priklady 1 (piiklady Banachovych algeber).

(1) Teleso komplexnich ¢isel je Banachova algebra s jednotkou.

(2) Necht K je kompaktni Hausdorftiiv prostor, pak C(K), prostor vsech komplexnich spoji-
tych funkci na K se supremovou normou a bodovym nasobenim (tj. (f-g)(x) = f(z)-g(x)
pro f,g € C(K) a x € K) je komutativni Banachova algebra, jejiz jednotkou je funkce
konstantné rovna jedné.

(3) Necht T je lokalné kompaktni Hausdorffiiv prostor, ktery neni kompaktni (napiiklad
T = R"). Necht prostor

Co(T)={f:T — C spojita;Ve > 0: {x € T;|f(x)| > €} je kompaktni podmnozina T'}

je opatien supremovou normou a bodovym nasobenim. Pak Cy(T') je komutativni Bana-
chova algebra bez jednotky.

(4) Pro n € N necht M,, je prostor vSech komplexnich ¢tvercovych matic fadu n opatfeny
maticovou normou a maticovym nasobenim. Pak M, je Banachova algebra s jednotkou.
Jednotkou je jednotkova matice. Pokud n > 2, neni M, komutativni.



(5) Necht X je Banachuv prostor a L(X) je prostor vSech omezenych operatori na X opat-
feny operatorovou normou. Definujeme-li na L(X ) nasobeni jako skladani operatori (tj.
S-T=SoT proS, T € L(X)), pak L(X) je Banachova algebra s jednotkou. Jednotkou
je identické zobrazeni. Pokud dim X > 2, pak algebra L(X) neni komutativni.

(6) Necht X je Banachiiv prostor a K(X) je prostor vSech kompaktnich operatori na X.
Pak K(X) je uzaviena podalgebra L(X), je to tedy Banachova algebra. Algebra K(X)
mé jednotku, pravé kdyz X méd konec¢nou dimenzi. K(X) je komutativni, pravé kdyz
dim X = 1.

(7) Banachiiv prostor L*(R"), na némz definujeme néasobeni jako konvoluci, je komutativni
Banachova algebra bez jednotky.

(8) Banachiiv prostor £1(Z), na némz definujeme nasobeni * (kterému rikdme téz konvoluce)
vzorcem

(xn)nEZ * (yn)neZ — (Z xk?Jn—k) ) (xn)nela (yn)nEZ € El (Z)v
nezZ

kEZ

je komutativni Banachova algebra s jednotkou. Jednotkou je kanonicky vektor eg.

(9) Necht p je normalizovand Lebesgueova mira na intervalu [0,27) (tj. p = 5=X, kde X je
Lebesgueova mira na [0, 27) ). Pak Banachtiv prostor L' (i), na némz definujeme nasobeni
 (kterému rikame téz konvoluce) vzorcem

frg(x)= / f(W)g((x —y) mod 27) du(y)
[0,27)
1

=5 fW)g((x —y) mod 2m)dy, f,g€ L' (), €0,2n),
[0,27)

je komutativni Banachova algebra bez jednotky.

Tvrzeni 2 (pfidani jednotky).

(a) Necht A je algebra. Necht A" znaci vektorovy prostor A x C, na kterém definujeme
nasobeni vzorcem

(2, A) - (g, ) = (- y + My + px, M), (2, 0), (y, 1) € A

Pak A™ je algebra a prvek (o,1) je jeji jednotkou. Navic {(a,0);a € A} je podalgebra
AT, kterd je izomorfni algebie A.

(b) Je-li A Banachova algebra, pak A" je Banachova algebra s jednotkou, pokud normu
definujeme vzorcem ||(xz,\)|| = ||z|| + |Al, (z,\) € AT. Navic {(a,0);a € A} je pak
uzaviend podalgebra A™, ktera je izometricky izomorfni Banachové algebie A.

Poznamky:

(1) Algebraicka struktura algebry A™ je jednoznaéné uréena, norma na A nikoli. Uvedena
norma je jednou z moznosti, pozdéji uvidime jiné moznosti, které jsou ve specialnich
pripadech prirozené.

(2) Piidéni jednotky se provadi zejména v piipadé, Ze A jednotku nemd. Lze vSak provést
i v pfipadé, ze A jednotku mé. Pokud A m4 jednotku e, pak AT m4 jednotku (o, 1) a
prvek (e, 0) jednotkou neni. Tento prvek je vSak jednotkou podalgebry {(a,0),a € A}.



Tvrzeni 3 (pfenormovani Banachovy algebry).  Necht (A, ||||) je netrividlni Banachova alge-
bra s jednotkou e. Pak na A existuje ekvivalentni norma ||| - ||| takova, ze (A,||| - |||) je opét
Banachova algebra a navic |||e||| = 1.

Umluva: Banachovou algebrou s jednotkou nadale budeme rozumét netrivialni Banachovu algebru,
ktera ma jednotku a norma jednotky je rovna jedné.
Tvrzeni 4 (zdkladni vlastnosti Banachovych algeber). Necht A je Banachova algebra. Pak
plati:

(a) x-o=0-z=o0prox € A.

(b) Nasobeni je spojité jako zobrazeni A x A do A.

Definice. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e.
e Prvek y € A se nazyva inverznim prvkem (nebo jen inverzi) prvku = € A, pokud

T-Yy=y-xr=e€.

e Prvek x € A se nazyva invertibilni, jestlize k nému existuje inverzni prvek.
e Mnozinu vSech invertibilnich prvka A znacime G(A).

Poznamka. Necht A je Banachova algebra s jednotkou e a x € A. Pokud y € A spliiuje z-y = e,
nazyvame jej pravou inverzi prvku z; splnuje-li y - x = e, nazyvame jej levou inverzi. Prvek = mize
mit vice riiznych pravych inverzi, stejné tak mtize mit vice rtiznych levych inverzi. Pokud vsak
ma pravou inverzi i levou inverzi, pak je invertibilni. Jeho inverzni prvek je jednoznacné urcen a
je zaroven jedinou pravou inverzi a jedinou levou inverzi. Inverzni prvek k prvku x pak znac¢ime
x~ L
Tvrzeni 5 (o ndsobeni invertibilnich prvki). Necht A je Banachova algebra s jednotkou e.

(a) Necht z,y € G(A). Pakz-y€ G(A) a(x-y) L=yt 271

(b) G(A) s operaci ndsobeni je grupa.

(c¢) Pokudxy,...,x, € A komutuji (tj. z;-xp = xp-x; proj,k € {1,...,n}), pakx1-.. .-z, €

G(A), praveé kdyz {z1,...,x,} C G(A).

Lemma 6 (Neumannova fada). Necht A je Banachova algebra s jednotkou e.
(a) Necht x € A a ||z|| < 1. Pak e —x € G(A) a navic

oo
(e—z) ! = Zx”,
n=0

pricemz uvedena rada konverguje absolutné.
(b) Je-liz e G(A), he A alh|] < ﬁ, pak x + h € G(A) a navic plati

L1 1 NS g Ty 1 o1 [l
(@+h) =2t ()" (h-a) a  |(z+h)t—z ||§1—||33—1||||h||'
n=0

Véta 7 (topologické vlastnosti grupy invertibilnich prvki). Necht A je Banachova algebra s
jednotkou. Pak

(1) G(A) je oteviena podmnozina A,

(2) zobrazeni x + x~! je homeomorfismus G(A) na G(A),

(3) je-li (x,,) posloupnost prvki G(A), kterd v A konverguje k = ¢ G(A), pak ||z, || — oc.



