V.4 Metrizovatelnost topologickych vektorovych prostora

Véta 12 (charakterizace metrizovatelnych TVS).  Necht (X, T) je HT'VS. Nasledujici pod-
minky jsou ekvivalentni.
(i) X je metrizovatelny (tj., topologie T je generovana néjakou metrikou na X ).
(ii) Existuje translacné invariantni metrika na X, kterd generuje topologii T .
(iii) Existuje spocetnd baze okoli o v (X, T).

Tvrzeni 13. Necht (X,T) je HI'VS, ktery ma spocetnou bazi okoli o. Pak existuje funkce
p: X — [0,00) s vlastnostmi:

(a) p(o) =0;

(b) Vx € X \ {0} : p(z) > 0;

(c) Ve € XVA € F, |\ <1:p(Azx) <p(x);

(d) Va,y € X : p(x+y) <p(z)+p(y);

(e) Ve e X : tgrghrp(ta:) =0;

(

f) {{a: € Xsp(z) <rlyr> 0} tvoii bazi okoli o v X .
Pak vzorec p(x,y) = p(x — y), x,y € X, definuje translacné invariantni metriku na X, kterd
generuje topologii T .

Poznamka. Je-li X vektorovy prostor, pak funkce p : X — [0,00) s vlastnostmi (a)—(e) z
predchoziho tvrzeni se nazyva F-norma na X. Pokud p spliuje vlastnosti (a),(c)—(e), nazyva se
F-pseudonorma.

Dusledek 14. HTVS, ktery ma omezené okoli nuly, je metrizovatelny.

V.5 Minkowského funkcionaly, pseudonormy
a generovani lokalné konvexnich topologii

Definice. Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici mnozina. Minkowského funkcio-
nalem mnoziny A rozumime funkci definovanou vzorcem

pa(x) =inf{\ > 0;x € AA}, r e X.

Tvrzeni 15 (zdkladni vlastnosti Minkowského funkcionalu).  Necht X je vektorovy prostor a
A C X je pohlcujici mnozina.

e Prox € X at>0 plati pa(tx) = tpa(x).

e Je-li A konvexni, je ps sublinearni funkcional.

e Je-li A absolutné konvexni, je pa pseudonorma.

Lemma 16. Necht X je TVS a A C X je konvexni mnozina. Pokud x € A a y € Int A, pak
{te+(1—1t)y;t €[0,1)} C Int A.
Tvrzeni 17 (o Minkowského funkcionalu konvexniho okoli nuly). Necht X je TVS a A C X
je konvexni okoli o. Pak plati:

® p4 je spojita na X.

e Int A={ze X;pa(x) <1}.

o A={z € X;pa(z) < 1}.

® PA =Pz = Pnt A-



Disledek 18. Kazdy LCS je tiplné regularni. Kazdy HLCS je Tichonoviiv.
Poznamka: Lze ukazat, Zze dokonce kazdy TVS je uplné regularni, a tedy kazdy HTVS je
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13 z oddilu V.4. Dtikaz, ze kazdy TVS je regularni, je snadny, plyne z Véticky 3(ii).
Véta 19 (o topologii generované systémem pseudonorem). Necht X je vektorovy prostor a P

neprazdny systém pseudonorem na X . Pak existuje pravé jedna topologie 7 na X, pro kterou
(X,T) je TVS a systém

{{IIJ < X;pl(x) < Clw'wpk(x) < Ck};pb“'?pk € P,Cl,..~,6k > 0}

je baze okoli o v (X, T). Topologie T je navic lokalné konvexni. Topologie T je Hausdorffova,
pravé kdyz pro kazdé x € X \ {o} existuje p € P, pro které p(z) > 0.

Definice. Topologie T z Véty 19 se nazyva topologie generovana systémem pseudonorem P.

Véta 20 (o generovani lokdlné konvexnich topologii).  Necht (X,T) je LCS. Necht Pr je
systém vSech spojitych pseudonorem na prostoru (X,7T). Pak topologie generovana systémem
Pr je rovna T.

Tvrzeni 21. Necht X je vektorovy prostor.

(1) Je-li p pseudonorma na X, pak mnozina A = {x € X;p(x) < 1} je absolutné konvexni,
pohlcujici a plati p = pa.
(2) Necht p, q jsou dvé pseudonormy na X. Pak p < q, pravé kdyz
{z e X;p(z) <1} D {z e X;q(z) < 1}.
(3) Necht' P je neprazdny systém pseudonorem na X a T je topologie generovana systémem
P. Necht p je pseudonorma na X . Pak p je T-spojita, pravé kdyz existuji p1,...,pr € P
a c> 0, pro ktera plati p < ¢ - max{p1,..., Pk}

Véta 22 (o metrizovalnosti LCS).  Necht (X, T) je HLCS. Nasledujici podminky jsou ekviva-
lentni.

(i) X je metrizovatelny (tj., topologie T je generovana néjakou metrikou na X ).
(ii) Existuje translac¢né invariantni metrika na X, ktera generuje topologii T .
(iii) Existuje spocetnd baze okoli o v (X, T).

(iv) Topologie T je generovana spocetnym systémem pseudonorem.

Véta 23 (charakterizace normovatelnych TVS).  Necht (X,T) je HTVS. Pak X je normova-
telny (tj. T je generovana normou), pravé kdyz v X existuje omezené konvexni okoli o.
Tvrzeni 24. Necht X je LCS.
(a) Mnozina A C X je omezend, pravé kdyz kazda spojitda pseudonorma p na X je omezena
na A. (Podminku staci testovat pro néjaky systém pseudonorem generujici topologii X .)
(b) Necht'Y je LCS a L : X — Y je linearni zobrazeni. Pak L je spojité, pravé kdyz
Vq spojitou pseudonormu na Y Jp spojitda pseudonorma na X Vx € X : q(L(x)) < p(x).

Pokud P je systém pseudonorem generujici topologii prostoru X a Q je systém pseudo-
norem generujici topologii prostoru Y, pak je spojitost L ekvivalentni podmince

Vge QIp1,...,pr € PIc>0Vz € X : q(L(x)) < c-max{p1(z),...,px(z)}.

(c) Net (x,) konverguje k bodu x € X, pravé kdyz pro kazdou spojitou pseudonormu p
na X plati p(z; — z) — 0. (Podminku staci testovat pro néjaky systém pseudonorem
generujici topologii X .)



