V1.2 Slabé topologie na lokalné konvexnich prostorech
Véta 6 (Mazurova véta). Necht X je LCS a A C X je konvexni mnozina. Pak plati:
(a) A =4
(b) A je uzavrena, pravé kdyz je slabé uzaviena.
Dusledek 7. Necht X je metrizovatelny LCS a (x,) posloupnost v X, ktera slabé
konverguje k bodu x € X. Pak existuje posloupnost (y,) v X, ktera spliuje

e y, € co{xy;k > n} pro kazdé n € N;
e y, — x v (ptvodni topologii prostoru) X.

Véta 8 (omezenost a slabd omezenost). Necht X je LCS a A C X. Pak A je omezena
v X, pravé kdyz je omezena v o (X, X™*).

Tvrzeni 9 (slaba topologie na podprostoru). Necht X je LCS aY CC X. Pak naY
splyva slaba topologie o(Y,Y ™) s restrikci slabé topologie (X, X*) na Y.

V1.3 Polary a jejich aplikace

Definice. Necht X je LCS. Necht A € X a B C X* jsou neprazdnid mnozina. Pak
definujeme

={feX*VxeA:Ref(z) <1}, By, ={xeX;VfeB:Ref(z) <1},
A°={feX*VzeA:|f(z)| <1}, Bo={zeX;VfeB:|f(z) <1},
L={feXx"VzcA: f(zx)=0}, By ={zecX;VfecB:f(x)=0}

Mnoziny A® a B, nazyvame polary mnozin A a B, mnoziny A° a B, pak absolutni polary
a mnoziny A+ a B, anihilatory.

Poznamky:

(1) Terminologie a znaceni v literatute kolisd. Nékdy je slovem polara minéna abso-
lutni polara, nékdy se pro nasi polaru pouziva znaceni A°, B,.

(2) Pokud X je Hausdorffuv a prostor X* opatfime slabou™ topologii o(X*, X), pak
(X", w*)* = X, a tedy pro B C X* (zpétnd) polara B, dle predchozi definice
splyvéa s poldrou B” vuci prostoru (X*, w*) a jeho dudlu X. Podobné je tomu
pro absolutni polary a pro anihilatory.

Priklad 10. Necht X je normovany linearni prostor. Pak plati

(a) (Bx)” = (Bx)® = Bx-~,
(b) (Bx+)s = (Bx~)o = Bx.



Tvrzeni 11 (polarovy kalkulus). Necht X je LCS a A C X neprazdna mnozina.

(a) Mnozina A" je konvexni a obsahuje nulovy funkciondl, A° absolutné konvexni a
AL je podprostor X*. Vsechny tii mnoZiny jsou navic slabé* uzaviené.

(b) At C A° C A,

(c) Je-li A vyvazena, je A> = A°. Je-li A CC X, je A> = A° = A+,

(d) {o}” ={0}° = {0} = X*, X* = X° = X+ = {o}.

(e) Pro ¢ > 0 plati (cA)®> = 1AD (cA)° =14°,

(f) Necht (A;);cr je neprazdny systém neprazdnych podmnozin X . Pak (J,.; A )o =
Nicr A5 - Analogicky vzorec plati i pro polary a anihilatory.

Poznamka: Analogickd tvrzeni plati i pro B C X* a mnoziny B, B,, B, . Jsou jen
dva rozdily: Mnoziny B, B, a B} jsou slabé uzaviené a pro platnost analogie druhého
tvrzeni v bodé (d) je tfeba predpokladat, ze X je Hausdorffuv.

Véta 12 (o bipolafe). Necht X je LCS a A C X a B C X* jsou neprazdné mnoziny.
Pak plati

(A”), = (AU {0}) (= XX (AU o)), (B,)” =X XN (B U {o}),
(4°), = acoA (= aco” X1 4), (B,)° =ace” X X B,
(AJ‘)L = spand (= Span“(X,X*)A), (BJ_)J_ _ WU(X*,X)B'

Dusledek 13. Necht X a Y jsou normované linearni prostory a T € L(X,Y). Pak

(ker T)+ = T'(X*)"
Véta 14 (Goldstine).  Necht X je normovany linedrni prostor a > : X — X** kanonické
vnoreni. Pak plati

Véta 15 (Banach-Alaoglu). Necht X je LCS a U C X je okoli o. Pak plati:
(a) U° je slabé* kompaktni podmnozina X* (tj., je kompaktni v topologii o(X*, X)).
(b) Je-lIi navic X separabilni, je U° je v topologii o(X*, X) metrizovatelna.

Dusledek 16 (Banach-Alaoglu pro normované prostory). Necht X je normovany li-
nearni prostor. Pak (Bx«,w*) je kompaktni. Je-li X separabilni, je (Bx~,w") navic
metrizovatelna.

Dusledek 17 (reflexivni prostory a slaba kompaktnost).  Necht X je Banachiv prostor.
Pak X je reflexivni, pravé kdyz Bx je slabé kompaktni. Je-li X reflexivni a separabilni,
je (Bx,w) navic metrizovateln4.

Dusledek 18. Necht X je reflexivni Banachiiv prostor. Pak kazda omezena posloup-
nost v X ma slabé konvergentni podposloupnost.



