VI1I. Zaklady vektorové integrace

Umluva: V této kapitole budeme pouzivat nésledujici znaceni:
e (M, A) je pevné zvoleny méritelny prostor, tj. M je néjakd neprazdnd mnozina a A je
néjaka o-algebra podmnozin M
e (Q,%, 1) je pevné zvoleny prostor s uplnou nezadpornou o-aditivni mirou, tj. Q je néjaka
neprazdnd mnozina, Y néjaka o-algebra podmnozin 2 a u je nezaporna o-aditivni mira
na X, ktera je navic uplna.
e X je pevné zvoleny Banachtv prostor nad F.
Poznamky:
(1) (,X) je specialni pfipad métitelného prostoru. Proto vse, co je nize uvedeno pro prostor
(M, A), lze aplikovat i na prostor (£2,3).
(2) Apriori nepfedpokladame, Ze mira u je koneénd ¢i o-konecné, i kdyz to jsou samoziejmé
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VII.1 Méritelnost vektorovych funkci
Definice. Necht f: M — X je zobrazeni. Rikdme, ze funkce f je

e jednoduchd, pokud obor hodnot je kone¢nad mnozina, tj. pokud f = Z§:1 TiXa;, kde

T1,...,x € X a Aq,..., A jsou neprazdné po dvou disjunktni podmnoziny M;
e jednoduchd méritelnd, pokud lze vyjadrit ve tvaru z predchoziho bodu a navic Ay, ..., Ay €
A;

o (siln€) A-méfitelnd, pokud existuje posloupnost (u,) jednoduchych métitelnych funkci,
kterd bodové konverguje k f (tj. pro kazdé t € M plati lim ||u,(t) — f(¢)]| = 0);
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e borelovsky A-méfitelnd, pokud pro kazdou U C X otevienou plati f~1(U) € A;
e slabé A-méfitelnd, pokud pro kazdé ¢ € X* je funkce po f : M — F (borelovsky)
A-méfitelna.

Véticka 1.
(a) Jednoduché funkce, jednoduché métitelné funkce, silné A-méritelné funkce a slabé A-
meéritelné funkce tvori vektorovy prostor.
(b) Necht (f,) je posloupnost funkci f,, : M — X, ktera bodové konverguje k funkci f : M —
X. Pokud jsou vSechny funkce f, borelovsky A-méritelné (resp. slabé A-méritelné), ma

prislusnou vlastnost i f.
(¢c) Necht f: M — X je funkce. Pak plati

f silné A-métitelna = f borelovsky A-méfitelna = f slabé A-métitelna

Pro jednoduché funkce vsechny uvedené druhy meéritelnosti splyvaji.

(d) Je-li f: M — X silné A-méfitelnd, pak f(M) je separabilni podmnozina X .

(e) Je-li f : M — X borelovsky A-méfitelna, pak w — || f(w)| je A-méritelna (skalarni)
funkce.

Poznamky:

(1) Borelovsky A-méfitelné funkce tvori vektorovy prostor, pokud X je separabilni (to plyne
z Véty 3), obecné vektorovy prostor tvofit nemusi.
(2) V bodé (c) obracené implikace neplati, viz Ptiklady 6.



Lemma 2. Necht (f,) je posloupnost silné A-méritelnych funkci f,, : M — X, ktera bodové
konverguje k funkci f : M — X. Pak i f je silné A-méritelna.

Véta 3 (Pettisova). Necht f: M — X je funkce. Néasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) f je silné A-méfitelna.
(ii) f je borelovsky A-méritelna a f(M) je separabilni podmnozina X .
(iii) f je slabé A-méfitelna a f(M) je separabilni podmnozina X .

Definice. Nechf f:Q — X je zobrazeni. Rikdme, ze funkce f je

e (siln€) u-méfitelnd, pokud existuje posloupnost (u,) jednoduchych méfitelnych funkei
un  Q — X, kterd konverguje k f skoro vsude (tj. pro skoro vSechna w € Q plati
Jim lu, (@) = f(w)]| = 0);

e borelovsky pi-méfitelna (resp. slabé p-méfitelna), pokud je borelovsky -méfitelnd (resp.
slabé ¥-méfitelna).

Poznamky:
(1) Necht f:Q — X je funkce. Pak plati

f silné p-métitelnd = f borelovsky p-méftitelna = f slabé p-métitelna
(2) Je-li f:Q — X (siln€) p-méfitelna, pak
Y CC X separabilnidN € ¥: u(N) =0 & f(Q\N)CY.

Funkce, ktera spliuje tuto podminku, se nazyva esencidlné separabilné hodnotova.

Lemma 4. Necht (f,) je posloupnost silné p-méfitelnych funkci f, : M — X, kterd skoro
vsude konverguje k funkci f : M — X. Pak i f je silné u-méritelna.

Véta 5 (Pettisova). Necht f : Q — X je funkce. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) f je silné p-méritelna.
(ii) f je borelovsky pu-méritelna a esencialné separabilné hodnotova.
(iii) f je slabé p-méfitelnd a esencialné separabilné hodnotova.

Priklady 6.

(1) Necht 2 = [0,1], u je Lebesgueova mira na [0,1] a ¥ je o-algebra vsech lebesgueovsky
méFitelnych podmnozin [0, 1]. Uvazme funkci f : [0, 1] — ¢2([0, 1]) definovanou piedpisem
f(t) =e, t €]0,1), kde e; oznacuje prislusny kanonicky jednotkovy vektor.

Pak f je slabé p-métitelna, neni esencialné separabilné hodnotova, tedy neni silné
p-méritelna. Dokonce neni ani borelovsky p-méritelna.

(2) Necht (Q,3,u) a f jsou jako v bodé (1). Necht navic h : [0,1] — [0,00) je libo-
volnd funkce. Pak i funkce h - f je slabé pu-méfitelnd. PFitom pro kazdé t € [0, 1] plati
|h(t) f(t)|| = h(t). Tedy, je-li h neméFtitelna, pak g = h- f je slabé pu-méritelna, ale funkce
t +— ||g(t)|| neni méfitelna.

(3) Necht 2 = |0, 1], ¥ je o-algebra vSech podmnozin [0, 1], p je s¢itaci mira a f je stejného
jako v bodé (1). Pak f je borelovsky p-méritelna, neni esencialné separabilné hodnotova,
tedy neni silné p-meéritelna.

Poznamka: Otazka, zda pro kone¢nou miru u je kazda borelovsky p-méfitelné funkce esencialné
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axiémech teorie mnozin.



