APENDIX: ZAKLADY TOPOLOGIE
A.1 Topologické prostory a zakladni topologické pojmy

Definice. Topologickym prostorem rozumime dvojici (X,7), kde X je mnoZina a T je néjaky
systém podmnozin mnoziny X, ktery ma nasledujici vlastnosti:

(a) DeT,XeT.

(b) Je-li A C T libovolnd podmnozina, pak | JA € T.

(c) Pro kazdé dvé mnoziny U,V € T plati UNV € T.

Systém 7 s témito vlastnostmi nazyvame topologii na X. Misto (X,7) casto piSeme jen X
(vime-li, jakou topologii uvazujeme).

Definice. Necht (X, 7) je topologicky prostor.

e Mnozina A C X se nazyva oteviena v (X,7) (nebo téz T-oteviena, pfipadné kratce
oteviena), pokud A € T.

e Nechft A € X a z € A. Bod x se nazyva vnitfnim bodem mnoziny A, pokud existuje
oteviend mnozina B, pro kterou plati x € B C A.

e Vnittkem mnoziny A C X nazyvame mnozinu vSech jejich vnitinich bodd. Vnitiek A
znacime Int A, pfipadné podrobnéji Int A.

e Mnozina A C X se nazyva okolim bodu = € X, pokud je x vnitfnim bodem mnoziny A.

e Necht A C X a x € X. Bod z se nazyva hrani¢nim bodem mnoziny A, pokud pro kazdé
okoli U bodu z plati U N A # () a zaroven U N (X \ A) # 0.

e Hranici mnoziny A C X nazyvame mnozinu vSech jejich hrani¢nich bod®. Hranici A
znacime 0A, pfipadné podrobnéji 07 A. (Nékdy se hranice znaci H(A) nebo téz bd A.)

e Mnozina A C X se nazyvéa uzaviena, pokud obsahuje vSechny své hrani¢ni body, tj. pokud
0A C A.

e Uzdvérem mnoziny A C X rozumime mnozinu A U OA. Uzdvér mnoziny A znac¢ime A,
v « 5T N . .. v/ ‘ v «
ptipadné A" . (Nékdy se uzavér mnoziny A znadi také cl A, ptipadné cly A nebo T —cl A.)

Tvrzeni 1. Necht (X, T) je topologicky prostor a A C X.
(i) Vnitifek mnoziny A je nejvétsi oteviena mnozina obsazena v A.
(ii) Mnozina A je uzaviena, pravé kdyz X \ A je otevrena.
(iii) Uzavér mnoziny A je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici A.
(iv) Necht x € X. Pak x € A, pravé kdyz pro kazdé okoli U bodu x plati U N A # ().

Tvrzeni 2 (vlastnosti uzavienych mnozin). Necht (X,T) je topologicky prostor.

(a) 0 a X jsou uzaviené mnoziny.
(b) Je-li A libovolny systém uzavienych podmnozin X, pak je i (| A uzaviena mnozina.
(¢) Pro kazdé dvé mnoziny uzaviené mnoziny C, D C X je C' U D uzaviend mnozina.

Definice. Necht (X, T) je topologicky prostor a B C T.

e 3 se nazyvéa bazi topologie 7, pokud pro kazdou U € T a kazdé x € U existuje G € B
spliujici x € G C U.

e 3 se nazyva subbazi topologie 7, pokud pro kazdou U € T a kazdé x € U existuji
Gi,...,Gy € Bsplnujiciz e GyN---NG CU.

Poznamka. Necht (X, T) je topologicky prostor a B C T.
e B je bazi T, pravé kdyz pro kazdé U € T existuje A C B spliujici | JA ="U.



e 3 je subbazi T, prave kdyz systém vSech mnozin, které lze vyjadrit jako priinik konecné
mnoha prvku B, tvori bazi T .

Tvrzeni 3. Necht X je mnozina a B néjaky systém podmnozin X .

(i) Systém B je bazi néjaké topologie na X, pravé kdyz jsou splnény nasledujici dvé pod-
minky:
e UB=X;
e Pro kazdé U,V € B a kazdé x € U NV existuje W € B spliujiciz ¢ W CUNV.
(ii) Systém B je subbazi néjaké topologie na X, pravé kdyz |JB = X.

Definice. Necht (X, 7)) je topologicky prostor, a € X a U néjaky systém podmnozin X. Systém
U je bazi okoli bodu a, pokud plati:

e Kazdé U € U je okolim bodu a.
e Pro kazdé okoli V bodu a existuje U € U spliujici U C V.

Tvrzeni 4. Necht X je mnozina a pro kazdé x € X necht U, je néjaky systém podmnozin
X. Pak existuje topologie T na X takova, ze pro kazdé x € X je U, bazi okoli bodu x, pravé
kdyz jsou splnény nasledujici podminky:

(a) Pro kazdé x € X a kazdé U € U,, plati x € U.
(b) Je-liz € X aU,V € U,, pak existuje W € U, spliujici W CUNV.
(c) Pro kazdé x € X a kazdé U € U, existuje V C X spliujici x € V C U a navic

VyeVIweu, :WcV.

Topologie T je pak jednoznacné urcena a plati

T={UcX;VaeUIVeu,:VcU}.

Priklad. Necht (X, p) je metricky prostor.
e Prox € X ar >0 oznacme U(x,r) ={y € X;p(z,y) < r}. Pak

T={UCX;NeeUIr>0:U(x,r) CU}

je topologie na X . Je to topologie generovana metrikou p.
e Necht x € X. Kazdy z nasledujicich systémi mnozin tvoii bazi okoli bodu x:

{U(z,r);r >0}  {U(z,z)ineN};  {U(z,z);neN}

A.2 Spojita zobrazeni

Definice. Necht (X,7) a (Y,U) jsou topologické prostory a f : X — Y je zobrazeni.
(1) Zobrazeni f je spojité v bodé = € X, pokud pro kazdé okoli V' bodu f(z) v (Y,U) existuje
U okoli bodu z v (X, T) splaujici f(U) C V.
(2) Zobrazeni f je spojité na X, je-li spojité v kazdém bodé = € X.



Tvrzeni 5 (charakterizace spojitosti).  Necht (X,T) a (Y,U) jsou topologické prostory a
f: X =Y je zobrazeni. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) f je spojité na X.
(ii) Pro kazdou U C Y otevienou je f~(U) oteviend v X.
(iii) Pro kazdou F CY uzavfenou je f~!(F) uzaviend v X.
)

(iv) Pro kazdou A C X plati f(A) C f(A).

A.3 Oddélovaci axiomy

Definice. Necht (X, 7T) je topologicky prostor. Prostor X se nazyva

e T, pokud pro kazdé dva ruzné body a,b € X existuje U € T, kterd obsahuje pravé
jeden z bodt a, b;

e T3, pokud pro kazdé dva rtzné body a,b € X existuje U € T takova, ze a € U a b ¢ U,

e T, (neboli Hausdorffiv), pokud pro kazdé dva riazné body a,b € X existuji U,V € T
takové, z2e ac U, beV alUNV = 0

e reguldrni, pokud pro kazdé a € X a kazdou B C X uzavienou spliujici a ¢ B existuji
UV eT takové, ze ac U, BCV aUNV = (;

e T35, je-li T} a regularni;

e Uplné reguldrni, pokud pro kazdé a € X a kazdou B C X uzavienou spliujici a ¢ B
existuje spojita funkce f: X — R takova, ze f(a) =1 a f|g = 0;

o Ty (neboli Tichonoviv), je-li 77 a uplné regularni;

e normalni, pokud pro kazdé dvé disjunktni uzaviené mnoziny A, B C X existuji U,V € T
takové, ze ACU,BCVaUNV = (;

e Ty, je-li T a normalni.

Poznamka.
o Trivialné platf T3% =13 =Ty, = T = T).
o Platii Ty = Tj 1, neni to vsak trivialni, plyne to z Urysohnova lemmatu.
e Kazdy metricky prostor je T}.

Tvrzeni 6 (Urysohnovo lemma). Necht X je normalni topologicky prostor a A, B C X dvé
disjunktni uzaviené mnoziny. Pak existuje spojita funkce f : X — [0, 1] spliujici fla = 0 a
fls =1.

A.4 Podprostory, soucéiny a kvocienty

Definice. Necht (X, 7)) je topologicky prostor a Y C X.Pak 7y = {UNY;U € T} je topologie
na Y a prostor (Y, 7y ) je pak topologicky podprostor prostoru (X, 7).

Poznamka. Podprostor prostoru, ktery je Ty, 11, 15, regularni, T, uplné regularni nebo
T3%, ma opét tutéz vlastnost. (To je ziejmé.) Podprostor Ty prostoru nemusi byt Ty. (To neni

ziejmé. )
Definice. Necht (X1,771), ... ,(Xk, Tx) jsou neprazdné topologické prostory. Jejich kartézskym

soucinem rozumime mnozinu X; X --- X X opatfenou topologii, jejiz baze je

{U1X~-~XU]€;U1€7—1,...U]€EE}.



Definice. Necht (X,,7.), @ € A, je libovolny neprazdny systém neprazdnych topologickych
prostortl. Jejich kartézskym soucinem rozumime mnozinu [ ] . , X, opatfenou topologii, jejiz baze
je

{{f € [ Xai f(en) € Un, ..., flow) € Upk;

acA
Ul67:)517---7UkE%k7al7"'7ak€AakeN}

Tvrzeni 7. Necht (X4, 7.), a € A, je libovolny neprazdny systém neprazdnych topologickych
prostorti a [],c 4 Xa jejich kartézsky soucin. Necht (Y,U) je topologicky prostor a f : Y —
[Inca Xo zobrazeni. Zobrazeni f je spojité na Y, pravé kdyz pro kazdé o € A je zobrazeni
y — f(y)(«) spojité zobrazeni Y do X,.

Definice. Necht (X, 7T) je topologicky prostor, Y mnozina a f : X — Y zobrazeni X na Y.
Kvocientova topologie na Y indukovana zobrazenim f je topologie

Ty ={UcCY;f Y U)eT}.

Definice. Necht (X,7) a (Y,U) jsou topologické prostory a f : X — Y zobrazeni X na Y.
Rikdme, ze f je kvocientové zobrazeni, pokud U je kvocientové topologie indukovana zobrazenim

f.

Tvrzeni 8. Necht (X,7T) a (Y,U) jsou topologické prostory a f : X — Y spojité zobrazeni
X naY. Je-li f oteviené (tj. obraz kazdé oteviené mnoziny v X je oteviena mnozina v'Y ) nebo
uzavrené (tj. obraz kazdé uzaviené mnoziny v X je uzavfena mnozina v'Y ), je kvocientové.

Tvrzeni 9. Necht (X,T) a (Y,U) jsou topologické prostory a f : X — Y kvocientové
zobrazeni X na Y. Necht (Z,W) je topologicky prostor a g : Y — Z je zobrazeni. Pak g je
spojité, pravé kdyz g o f je spojité.

A.5 Kompaktni prostory

Definice. Topologicky prostor (X, 7T) se nazyva kompaktni, pokud pro kazdy systém U otevie-
nych mnozin, ktery pokryva X (tj. ktery spliiuje | JU = X)) existuje koneény podsystém W C U,
ktery také pokryva X (tj. UW = X.)

Tvrzeni 10. Necht X je kompaktni topologicky prostor aY C X jeho topologicky podprostor.

o Je-li Y uzavfeny, je Y kompaktni.
e Je-li X Hausdorffiv a'Y kompaktni, je Y uzavreny.

Tvrzeni 11. Necht X je kompaktni topologicky prostor, Y topologicky prostora f : X — Y
spojité zobrazeni X na Y. Pak plati:
(i) Y je kompaktni.
(ii) Je-li Y Hausdorffiv, je f uzaviené zobrazeni (a tedy kvocientové).
(iii) Je-li Y Hausdorffiiv a f je prosté, je f homeomorfismus (tj. i f~! je spojité).

Tvrzeni 12. Kazdy Hausdorffiiv kompaktni topologicky prostor je Ty, a tedy i T 1.

Véta 13 (Tichonovova véta).  Kartézsky soucin libovolného systému Hausdorffovych kom-
paktnich topologickych prostorti je kompaktni. Specidlné, prostory [—1,1]F, [0,1]F, {0,1}' a
{2z € C;|2| <1} jsou kompaktni pro kazdou mnozinu T.



A.6 Konvergence posloupnosti a netu

Definice. Necht X je topologicky prostor, (x,) posloupnost prvkit X a = € X. Rikadme, Ze
posloupnost (z,,) konverguje k = v prostoru X, jestlize pro kazdé okoli U bodu x existuje ng € N
takové, ze pro n > ng plati z,, € U. Bod x se pak nazyva limitou posloupnosti (z,), zna¢ime

lim z,, = x nebo z,, — .
n—oo

Poznamka: Je-li X Hausdorffuv, pak kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
Tvrzeni 14. Necht X je metricky prostor. Pak plati:
(1) Necht A C X. Pak

A= {x € X;3(z,) posloupnost v A : x,, — x}

(2) Necht A C X. Pak A je uzavrena, pravé kdyz kazdé x € X, k némuz konverguje néjaka
posloupnost prvki A, je prvkem A.

(3) Necht'Y je topologicky prostor, f : X — Y zobrazeni a x € X. Zobrazeni f je spojité v
bodé x, prave kdyz plati

V(x,) posloupnost v X : x, = x = f,(z) — f(x).

Definice. Necht (T, <) je ¢aste¢né uspordadanid mnozina. Rikdme, Ze je usmé&ménd (podrobnéji
nahoru usmérnéna), pokud pro kazdou dvojici 71,72 € I existuje v € I, spliujici v < ya vy < 7.
Priklady usmérnénych mnozZin:.

e I' = mnozina véech koneénych podmnozin N, A < B=4 A C B.
e I' = mnozina vSech okoli bodu x v topologickém prostoru X, U <V =% U > V.

Definice. Necht X je topologicky prostor a (I', <) je usmérnénd mnozina.

e Netem indexovanym mnozinou I' rozumime kazdé zobrazeni o : I' — X.
e Rikame, Ze net o : I' = X konverguje k bodu 2 € X, pokud plati

VU okoli bodu x 3yg € TVy € T,y = 70 : a(ry) € U.
Bod x se nazyva limitou netu o, piSeme lirrlg a(y) = x nebo a(7y) LSNP
YE

Poznamka: Je-li X Hausdorffiv, pak kazdy net v X ma nejvyse jednu limitu.
Tvrzeni 15. Necht X je topologicky prostor. Pak plati:
(1) Necht A C X. Pak

Z:{xeX;Elneta:P%A:a(v)E;x}

(2) Necht A C X. Pak A je uzaviena, pravé kdyz kazdé x € X, k némuz konverguje néjaky
net v A, je prvkem A.

(3) Necht'Y je topologicky prostor, f : X — Y zobrazeni a x € X. Zobrazeni f je spojité v
bodé x, prave kdyz plati

Vaneta:T'— X :a(y) L= fla(y)) SN f(x).



