IT1.5 Spektrum omezeného linearniho operatoru
Umluva: V tomto oddile jsou vSechny Banachovy prostory komplexni.
Pfipomenuti: Necht X je Banachiiv prostor a T' € L(X).

e K T existuje inverzni zobrazeni T-! : X — X, pravé kdyz T je prosty a na.

e Pokud T je prosty a na (tj., pokud existuje 7-1), pak jiz T-! € L(X).

e Inverzni zobrazeni je charakterizovano nasledovné: S =T & SoT =T o S = Idx.
Definice. Necht X je Banachiv prostor a 7' € L(X). Operator T se nazyva invertibilni, pokud
existuje S € L(X), pro ktery ST =TS = Idx.

Poznamka: T je invertibilni, pravé kdyz je prosty a na, tj. pravé kdyz je to izomorfismus X na
X. Operator S z definice je jednozna¢né urcen a rovna se 7~ 1. Tedy, operator T je invertibilni,
pravé kdyz k nému existuje inverzni zobrazeni.

Tvrzeni 26. Necht X je Banachiiv prostor.

(a) Necht T € L(X), ||T|| < 1. Pak operator Idx —T je invertibilni a plati
(Idx -T) ' =Idx +T+T*+ T3+ => >, T",
pricemz uvedena rada konverguje absolutné.
(b) Necht' S,T € L(X), pficemz T je invertibilni a ||S — T'|| < ﬁ Pak S je invertibilni a
plati S=t =T-15"> (Idx —ST—)".

Definice. Necht X je Banachiv prostor a T' € L(X).
e Rezolventni mnoZinou operédtoru 7' rozumime mnozinu p(7") definovanou piedpisem

p(T) = {X € C; A\Idx —T je invertibilni}.
e Rezolventni funkci operatoru 7' rozumime funkci
A (Mdx —T)71, X e p(T).
Hodnotu rezolventni funkce v bodé A obvykle zna¢ime R (T).
e Spektrem operatoru 7' rozumime mnozinu o(7") = C\ p(7), tj.
o(T) = {X € C; A\Idx —T neni invertibilni}.

e Vlastnim cislem operatoru 7' rozumime kazdé A € C takové, ze AIdx —7 neni prosty. Tj.
takové A € C, pro které existuje x € X\ {o} splijici Tx = A\z. Kazdé takové = se nazyva
vlastnim vektorem pfisluSnym vlastnimu €islu A\. Mnozinu vSech vlastnich ¢isel operatoru T'
znac¢ime o,(T") a nazyvame bodovym spektrem operatoru 7.

Véta 27. Necht X je Banachiv prostor a T € L(X). Pak plati:
(a) p(T) je oteviena podmnozina C.
(b) Pro kazdé x € X a x* € X* je funkce A\ — z*((A\Idx —T)~'z) holomorfni na mnoziné

p(T).
(c) o(T) je neprazdna kompaktni podmnozina C, jest o(T) C B(0, ||T||).

Poznamka: Komplexni funkce je na oteviené podmnoziné C holomorfni, pokud lze v néjakém
okoli kazdého bodu vyjadiit mocninnou fadou. (Vice o téchto funkcich se vyuc¢uje v kurzu Uvod
do komplexni analyzy.) Tvrzeni (b) pak snadno plyne z Tvrzeni 26.

Véticka 28. Necht X je Banachiiv prostor aT € L(X). Pak o(T) = o(T").

Tvrzeni 29. Necht X je Banachuv prostor aT € L(X). Necht A1, ..., \, € C jsou navzdjem
ruznd vlastni ¢isla a xy,...,x, € X néjaké jim (po fadé) prislusné vlastni vektory. Pak jsou
vektory x1,...,x, linearné nezavislé.



