IV. Teorie distribuci a Fourierova transformace

Umluva: V této kapitole budeme symbolem ||z|| pro * € R? oznadovat euklidovskou normu prvku
x € R

IV.1 Prostor testovacich funkci a slabé derivace

Definice. Nechf d € N a Q C R? je oteviena mnozina.

(a) Je-li f:Q — F spojité, pak jejim nosiem rozumime mnozinu

spt f = {z € ; f(x) # 0},

kde uzavér se bere v Q.
(b) Oznac¢me
D0, F) ={f € C®(Q,F);spt f je kompaktni podmnozina Q}.
Prvky 2(,F) nazyvame testovaci funkce, prostor Z({2,F) pak nazyvame prostorem testovacich
funkci.
(c) Meéfitelnou funkei f : Q — F nazyvame lokdlné integrovatelnou v 2, jestlize pro kazdé x € Q2 existuje
takové r > 0, Ze f je lebesguovsky integrovatelna na U(x,r) (tj. fU(w’T) |f| < 00). Prostor vsech

lokalné integrovatelnych funkei v € znac¢ime Ll (Q,F). (Pfesnéji jde o prostor t¥id ekvivalence,

kdy ztotoznujeme funkce, které se rovnaji skoro vsude.)

Poznamky:

e Misto 2(Q,F) a Li (9, F) ¢asto pigeme jen 2(Q) a L ().

e Necht ©; C Qy jsou dvé oteviené podmnoziny R¢. Pokud funkci ¢ € () rozsifime nulou na
Q5 \ Q1, vysledna funkce bude patfit do Z(€5). Muzeme tedy Z(€2;) uvazovat jako podprostor
P(£s). Specilng, 2(Q) je vidy podprostorem Z(RY).

e Meéritelna funkce f je lokalné integrovatelna v €2, pravé kdyz pro kazdou kompaktni podmnozinu
K cQje [, |f] < oo.

e Prostor L () obsahuje vSechny spojité funkce na €, jakoZ i vSechny funkce z L?(§2) pro p €
[1, 00].

Piiklady 1 (ptiklady C*° funkci).
(1) Definujme funkci hy : R — R predpisem

0, t<0,
MO= 1 g5,

Pak hy € C°(R), h; je nulova na (—o0,0] a kladna na (0, 00).

(2) Definujme funkci hy : R — R predpisem ha(t) = hy(1—4t?),t € R. Pak hy € C*°(R), hy je kladn4
na (—3%,3) a nulovd v ostatnich bodech R. Specidlné plati, Ze hy € 2((—1,1)).

(3) Definujme funkci hs : R — R predpisem hs(t) = % f:;r% ho, kde ¢ = ffooo hs. Pak hs € C*(R),

. . 1 v . < 3 s 1 3
hs3 je nulova na (—oo, 3], konstantné rovna jedné na [7,00) a rostouci na [, 5].

Tvrzeni 2.

(a) Necht a € R% a 0 < r < s. Definujme funkci ¢ : R? — R piedpisem

2
(p(:B) = h3 52 _ 2

s? — |z —al
kde hs je funkce definovana v Piikladu 1(3). Pak ¢ € 2(U(a,s)), ¢ nabyva pouze hodnot z
intervalu [0,1] a ¢ je konstantné rovno jedné na U(a,r).
(b) (Urysohnovo lemma pro hladké funkce) Necht K C RY je kompaktni mnozina a G C R? je
oteviena mnozina obsahujici K. Pak existuje funkce ¢ : R — [0,1] tiidy C* na R? takova, Ze
spt ¢ je kompaktni podmnozina G, ktera je konstantné rovna jedné na mnoziné K.

, xR

Diisledek 3. Necht Q C R? je oteviend. Pak pro p € [1,00) je 2() husty podprostor LP().



Véticka 4.  Necht (a,b) C R je otevieny interval a f € C'(a,b). Pak pro ¢ € 9((a,b)) plati

/st’ /fso

Definice. Necht (a,b) C R je otevieny interval a f € Li _((a,b)).
e Funkce g € L{ ((a,b)) se nazyva slabou derivaci funkce f, pokud pro kazdou ¢ € %((a,b)) plati

/abfso/z—/abgso

e Necht 4 je kone¢nd regularni borelovskd mira na (a,b) (znaménkova & komplexni). Rikdme, Ze
mira p je slabou derivaci funkce f, pokud pro kazdou ¢ € %((a,b)) plati

b
/ fe' =~ / pdu.
a (a,b)
Priklad 5.

(1) Necht f(x) = |z|, € R. Pak slabou derivaci funkce f je funkce g(z) = sgnz, v € R.
(2) Necht f je charakteristickd funkce intervalu (0,00). Pak slabou derivaci funkce f je ¢y, Diracova
mira nesena bodem 0.

Lemma 6. Necht Q C R? je oteviend mnozina.

e Necht i je (kone¢nd) znaménkova ¢i komplexni regularni borelovska mira na Q. Pokud pro kazdou
¢ € 2(Q) plati [, du =0, pak = 0.
e Necht f € Lj . (Q) a pro kazdou p € Z(Q) plati [, f¢ = 0. pak f = 0 skoro vSude na Q.

Tvrzeni 7. Necht (a,b) C R je otevieny interval a f € Ll ((a,b)). Pokud pro kazdou ¢ € Z((a,b))

plati fab fo' =0, je funkce f konstantni (tj. existuje konstanta c, pro kterou f = c¢ skoro vsude na (a,b)).

Jinymi slovy: Je-li slabou derivaci funkce f € Ll ((a,b)) nulovd funkce, je f konstantni (ve vyse
uvedeném smyslu).

Véta 8. Necht f € Li ((a,b)).

(a) Slab4 derivace f je jednoznaéné uréena. Tj., jsou-li dvé funkce g1, g2 € Li,.((a,b)) slabou derivaci
funkce f, pak g1 = go skoro vSude. Podobné, jsou-li dvé miry i, us slabou derivaci funkce f,
pak p11 = pa.

(b) Je-li f absolutné spojita na [a,b], pak ma vlastni derivaci skoro vsude, f' € L'((a,b)) a f’ je
slabou derivaci funkce f.

Obrécend, ma-li funkce f mé4 slabou derivaci g € L'((a,b)), pak existuje funkce fo absolutné
spojita na [a,b], kterd se rovna f skoro vsude na (a,b). V tom piipadé g = f{ skoro vsude.
Obecnéji, funkce f m4 slabou derivaci v Li, ((a,b)), pravé kdyz existuje funkce fo lokdlné ab-
solutné spojitd na (a,b) (tj. absolutné spojitd na kazdém uzavieném podintervalu [c,d] C (a,b))
takova, ze fo = f skoro vsude.

(c) Existuje kone¢na mira i, ktera je slabou derivaci funkce f, pravé kdyz existuje funkce fy konecné
variace na [a,b] takovd, ze fo = f skoro vSude na (a,b). V tom pripadé pro kazdy podinterval
(¢,d) C (a,b) plati

wlle,d)) = lim fo(x) — lim fo(x).
Navic, i je realna, pravé kdyz fo Ize volit realnou, a u je nezaporna, pravé kdyz fy Ize volit
neklesajici.



