1.2 Spojita linearni zobrazeni

Véta 11 (charakterizace spojitych linedrnich zobrazeni). Necht X a Y jsou normo-
vané linearni prostory nad tymz F a T : X — Y je linearni zobrazeni. Pak nasledujici
podminky jsou ekvivalentni.
(i) T je spojité na X.

(ii) T je spojité v bodé o.

(iii) T (Bx) je omezena mnozina v'Y .
(iv) Existuje takové C' > 0, ze pro kazdé x € X plati |Tz|| < C - ||z].
(v) T je lipschitzovské.
(vi) T je stejnomérné spojité.

Definice. Necht X a Y jsou normované linearni prostory nad tymz F.

o Je-li T: X — Y spojité linearni zobrazeni, ozna¢me
|
Toto c¢islo nazyvame normou linearniho zobrazeni T'.

e Symbolem L(X,Y) znad¢ime vektorovy prostor vSech spojitych linedrnich zob-
razeni T : X — Y opatfeny normou definovanou v pfedchozim bodé. (Je to
skutecéné norma, takze dostaneme normovany linedrni prostor.)

e Misto L(X, X) piseme L(X).

e Prostor L(X,F) zna¢ime X* a nazyvame dudlnim prostorem (krétce dualem) pro-
storu X.

Véticka 12 (vlastnosti normy linedrniho zobrazeni). Necht X a Y jsou normované
linearni prostory nad tymz F a T € L(X,Y’) je spojité linearni zobrazeni.
(@) |7 = sup{||Tz[|;z € Ux} = sup{||Tz|/ ;2 € Sx} = sup { Iz e X\ {0}}-
(b) | Tz|| < ||T|| - [l]| pro = € X.
() 7]l = min{C > 0; |Ta]| < C - |« pros € X}
(d) Je-li Z normovany linearni prostor nad F a S € L(Y, Z), pak

ST € L(X, Z) a ||ST| < |IS][- T

Véta 13 (Gplnost prostoru operatortl). Necht X aY jsou normované linearni prostory
nad tymz F. Je-li Y uplny, pak i L(X,Y) je dplny. Specidlné, X* je vzdy Banachiv
prostor.

Definice. Necht X a Y jsou normované linearni prostory nad tymz F a T € L(X,Y).

e T je izometrie (X do Y), pokud ||[Tz| = ||z| pro =z € X.
e T je izomorfismus (X do Y'), pokud existuji konstanty ¢, d > 0 takové, ze

cllz| < [Tz < dllz] prox e X.



Poznamky:

o T € L(X,Y) je izomorfismus, pravé kdyz T je prosté a T~ je spojité na T(X).
e T € L(X,Y) je izomorfismus, pravé kdyz vzorec

[zl =Tz, <X,

definuje ekvivalentni normu na X.
e Normy ||-||; a ||:|| na X jsou ekvivalentni, pravé kdyz Id : (X, ||-||;) = (X, []]]5)
je izomorfismus.

Definice. Necht X a Y jsou normované linearni prostory nad tymz F.

e X a Y jsou izometrické, pokud existuje izometrie X na Y.
e X a Y jsou izomorfni, pokud existuje izomorfismus X na Y.

Véticka 14 (uplnost je izomorfni vlastnost). Necht X a Y jsou izomorfni normované
linearni prostory. Je-li X tuplny, je i Y uplny.

Tvrzeni 15 (rozsifeni operdtoru na uzévér). Necht X a Y jsou normované prostory
nad tymz F, pricemz Y je uplny a Xo necht je husty podprostor X. Pak kazdé T, €
L(Xy,Y) Ize jedinym zpiisobem rozsifit na T € L(X,Y’). Pro toto rozsifeni plati ||T'|| =
| To]-
Véta 16 (zaplnéni normovaného prostoru). Necht X je normovany linearni prostor.
(a) Existuje Banachiiv prostor X a jeho husty podprostor Xy tak, ze Xy je izomet-
ricky X.
(b) Tato dvojice (X, X,) je jednoznacné uréena. Piesnéji: Pokud dvojice (X, Xo) a
(Y,Y,) maji vlastnosti z bodu (a), pak kazdou izometrii X, na Yy lze (jedno-
znacné) rozsirit na izometrii XnaY.

Definice. Prostor X z Véty 17 se nazyva zGplnénim prostoru X. Obvykle ztotoznujeme
X a Xy, tj. predpokladame, ze X je podprostorem X.

Poznamka: Zaplnéni normovaného linearniho prostoru lze zkonstruovat podobnym zpu-
sobem jako se konstruuje zuplnéni metrického prostoru. Jiny dikaz bude proveden v
oddilu II.3.

Definice. Necht X je normovany linearni prostor a P € L(X). Zobrazeni P se nazyva
projekce (nebo presnéji spojita projekce), pokud P? = P.

Véticka 17 (zdkladni vlastnosti projekci). Necht P € L(X) je projekce. Pak plati:
(a) Ker P a P(X) jsou uzaviené podprostory X.
(b) Id —P je také projekce, (Id —P)(X) = Ker P, Ker(Id —P) = P(X).
(c) Pro kazdé x € X existuje jedina dvojice prvki y € P(X) a z € Ker P spliujici
xr =y + z. Pfitom y = Px a z = (Id —P)x.



