IV.3 Dalsi vlastnosti distribuci

Znaceni: Necht Q) C R? je otevienad mnozina.
e Pro p € 2(Q2) a N € Ny ozna¢me

llly = max{[| D¢||. ;& € N§, |a| < N} = sup{|D%¢()|;z € @, a € N§, |a| < N}.
e Pro ¢, 9 € Z(2) polozme

plo ) = > sy minfle — 6y, 1}
N=0
e Je-li K C Q kompaktni podmnozina, polozme

Ik (Q) ={p € Z(Q);sptp C K}

Véticka 12.  Necht Q C R? je oteviena mnozina. Pak plati:

(a) Pro kazdé N € Ny je |||y norma na 2(£).

(b) p je metrika na Z(2).

(c) Necht (¢y,) je posloupnost v 2(2) a ¢ € P(2). Pak p(pn, ) — 0, pravé kdyz pro kazdé
N € No je |lon — ¢lly — 0.

(d) Je-li K C Q kompaktni, pak Pk () je linearni podprostor Y(f2), ktery je uplny v met-
rice p.

(e) Necht (yy,) je posloupnost v 2(Q) a ¢ € Z(Q). Pak ¢,, — ¢ v Z(2), pravé kdyz plati:

o Existuje kompaktni podmnozina K C Q takovd, ze (p,) C Pk ().

o p(en,p) = 0.
V tom pripadé ¢ € Pk ().

Vé&ta 13 (charakterizace distribuci).  Necht Q C R? je oteviena mnozina a A : 2(2) — F je
linearni zobrazeni. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) Ae 2'(Q).
(ii) Pro kazdou posloupnost (p,) v 2(Q2), ktera konverguje k nule v 2(2) plati A(p,) — 0.
(iii) Pro kazdou kompaktni podmnozinu K C Q je zuzeni A na Pk () spojité v metrice p.
(iv) Pro kazdou kompaktni podmnozinu K C 2 existuji N € Ny a C' > 0 tak, ze

AR <Cllelly, ¢ € Zx(9).
Poznamka. Hodnota N i C' v bodé (iv) v pfedchozi vété zavisi na volbé kompaktni podmnoziny
K. V nékterych dilezitych pripadech N na K nezavisi. O tom pojednava nasledujici definice.

Definice. Nechtf Q C R? je otevienid mnoZina a A je distribuce na €. Rikdme, Ze distribuce A
je konecného Fadu, pokud existuje N € Ny takové, ze

VK C Q kompaktni 3C > 0V € Pk () : [A(p)| < C ey -

Nejmensi takové N nazyvame fadem distribuce A. Neni-li distribuce A konec¢ného radu, rikame,
ze je nekone€ného Ffadu nebo téz radu nekonecno.

Priklad 14. Distribuce Ay a A, z Prikladii 9(1-3) jsou fadu nula. Distribuce z Ptikladu 9(4)
je radu jedna. Prikladem distribuce radu nekonecno na R je

Ap) =Y o™ (n).



Definice. Necht Q C R? je oteviena mnozina. Rekneme, ze posloupnost (A,,) v 2'(Q) konverguje
k distribuci A, pokud konverguje bodové na Z(Q2), tj. pokud A,,(p) — A(p) pro kazdé ¢ € ().

Véticka 15 (o konvergenci distribuci).  Necht  C R? je oteviend mnozina. Pak plati:

(a) Je-li (A,,) je posloupnost distribuci na §Q, kterd konverguje k distribuci A, pak
o pro kazdy multiindex o je D*A,, — DA,
o pro kazdou f € C*(Q) je fA, — fA.
(b) Je-li (f,) posloupnost v Ly, () konvergujici v L, (Q) k funkci f (tj., [ |fa— f] =0
pro kazdou kompaktni K C ), pak Ay, — Ay.
(c) Je-li p € [1,00] a (fn) posloupnost v LP(Q) konvergujici v LP(Q) k funkci f, pak
Afn — Af.
(d) Je-li (¢n) posloupnost v () konvergujici v () k funkci ¢, pak A, — Ag.

Véta 16 (Banach-Steinhausova véta pro distribuce).  Necht (A,,) je posloupnost distribuci
na §) takova, ze pro kazdou ¢ € 2(2) posloupnost (A, (¢)) konverguje. Oznacime-li A(p) =
lim A, (p), ¢ € 2(Q), pak A € 2'(Q).

Definice. Nechtf Q C R je oteviena mnoZina a A je distribuce na €.
e Necht G C  je oteviena. Rekneme, Ze A je nulovd na G, jestlize A(¢) = 0 pro kazdou
v € P(RQ) splijici spt ¢ C G.
e Nosicem distribuce A rozumime mnozinu

spt A = Q\ U{G C Q) oteviend; A je nulova na G}
={z e Q;Ve > 03p € Q) :sptp C U(x,e) & A(p) # 0}

e Rikame, Ze A ma kompaktni nosi¢, je-li spt A kompaktni podmnozina €.

Vé&ticka 17 (o nosiéi distribuce).  Necht Q C R? je oteviend mnoZina a A je distribuce na Q.
Pak plati:

(a) Pokud A = As pro f € L{ (), pak spt A = spt f, kde
spt f = {x € B\ ({y € U(z,¢); f(y) # 0}) > 0 pro kazdé ¢ > 0}.
Je-li f spojita, splyva tato mnozina s drive definovanym spt f.

(b) Pokud A = A,, pro néjakou miru p, pak spt A = spt u, kde
spt u = Q\ {G C Q oteviena; u(A) = 0 pro kazdou A C G borelovskou}.

(¢) Pokud ¢ € 2(R) splituje spt o Nspt A = (), pak A(p) = 0.
(d) Ma-li A kompaktni nosi¢, pak existuji takova N € Ny a C' > 0, Ze plati
[A(@)] < C ¢l pro kazdé ¢ € (Q).
Specialné, A je konecného radu.
e) spt A je jednobodova mnoZina {p}, pravé kdyz existuje N € Ny a ¢isla co, o € N¢,
0
|a| < N, ne vSechna nulova, Ze plati

A= ) DA,

a€eNG,|a|<N
tj. existuji ¢isla d,, a € N&, |a| < N, ne vSechna nulova, %e plati
A=Y daD%(p), ¢ € AN).

a€NG,|a|<N



