IV.4 Konvoluce funkci a aproximativni jednotka

Znaceni. Necht f : R? — F je funkce.
e Pro y € R? definujme funkci 7, f (tzv. posun funkce f) vzorcem

(ryf)(®) = f(x —y), =ecR™

e Otocenim funkce f budeme rozumét funkci f definovanou vzorcem
f@) = f(—z), xeR"

Poznamka: Tyto operace maji smysl i pro funkce definované pouze na néjaké
podmnoziné R?. Pak defini¢ni obor posunu bude pat¥i¢né posunuty defini¢ni
obor f a defini¢ni obor otoceni bude otoceny defini¢ni obor f.

Definice. Necht f,g : R — F jsou méFitelné funkce. Jejich konvoluci f * g
rozumime funkci definovanou predpisem

frg(x) = y fly)g(x —y)dy

pro ta € R, pro ktera integral existuje.

Poznamky:

e Existence ani hodnota uvedeného integralu se nezméni, pokud f a g
zménime na mnoziné miry nula. Protoze pro kazdou méfitelnou funkci f
na R? existuje borelovska funkce f na R%, kterd se rovna f skoro viude,
ve vSech tvrzenich o konvoluci lze bez Gjmy na obecnosti predpokladat,
ze zucastnéné funkce jsou borelovské.

e Ze symetrie a translacni invariance Lebesgueovy miry plyne, ze
f*g=gx* f pro libovolné dvé méfitelné funkce f, g na R<.

e Konvoluci lze vyjadfit vzorcem f * g(x) = f 729
Rd

Véta 18 (konvoluce funkci z L' a LP).

(a) Necht f,g € L*(R?). Pak funkce f * g je skoro vsude definovana a skoro
viude konecnd. Navic f* g€ LY RY) a || f =gl < Iflly- lgll;-

(b) Operace * je na L'(R?) komutativni a asociativni. Prostor L' (R?) opat-
reny navic touto operaci je komutativni algebra.

(c) Necht p € [1,00], f € LP(RY) a g € L'(RY). Pak funkce f * g je
skoro vsude definovand a skoro vsude kone¢na. Navic f x g € LP(R?)
allf*gll, <IfI,-llgll;-

(d) Necht f,g € Li (R%) a obé funkce maji kompaktni nosi¢. Pak f,g €

loc

LY(RY) a spt(f * g) C spt f +sptg.



Véta 19 (zhlazovani pomoci konvoluce). Necht f € LL (R?) a p € Z(RY).
Pak funkce f * ¢ je vSude definovana a konecénd, navic f x o € C*°(R?) a pro

kazdy multiindex « plati D(f x @) = f % D%p.

Definice. Zvolme nezapornou h € Z(R?), pro kterou plati Jgah=1.ProjeN
definujme funkci h; predpisem

hi(x) = j?h(jx) pro = € R%.

Posloupnost (h;), kterd takto vznikne, nazjvdme aproximativni jednotkou v Z(R%).

Poznamka. Necht (h;) je aproximativni jednotka v Z(R9).
e Prokazdé j € Nje h; € 2(R?) aspth; = % spt h. Specialné tedy plati, Ze
pro kazdé ¢ > 0 existuje jo € N takové, ze pro j > jo je spt h; C U(o,¢).
e Pro kazdé j € N je h; nezdpornd a [, h; = 1.

Véta 20 (o konvoluci s aproximativni jednotkou).  Necht (h;) je aproximativni

jednotka v 9(R?). Pak plati:

(a) Je-li f spojitd funkce na R?, pak f * h; konverguje lokalné stejnomérné
k f. Je-li f dokonce stejnomérné spojitd na R?, je tato konvergence
stejnomérna na R¢.

(b) Je-li f € LL (R?), pak f*h; konverguje k f v L1 _
Véticka 15(b)).

(c) Je-li f € LP(RY) prop € [1,00), je f xh; — f v LP(R?).

(d) Je-Ii Q C R? oteviend a f € Z(QQ), pak pro dostateéné velkd j € N plati
fxh; € 2(Q) anavic f+xh; = f v 2N).

Poznamka. S pouzitim Véty 20(c) a Véty 18(d) lze dokéazat Dusledek 3, tj.
hustotu 2(2) v LP(Q2) pro p € [1,00).
Lemma 21. Necht p € [1,00) a f € LP(R?). Pak plati

(RY) (pro definici viz

lim |17y f = /1], = 0.



