IV.6 Fourierova transformace funkci a Schwartzuv prostor

Znadeni a timluva: Pfipomeinime, ze A\? znaéi Lebesgueovu miry na R?. Oznac¢me mg = (27)~ %2\,
V tomto i nasledujicim oddilu budeme prostorem LP(R%) rozumét prostor LP(mg). Taktéz konvoluci
budeme uvazovat vici této mire, tj.

1

iz J f(Y)g(x —y)dy.

frg(x)= /Rd f(y)g(x —y)dma(y) = on

Navic, vSechny prostory uvazujeme komplexni.

Definice. Necht f € L!(IR?). Fourierovou transformaci funkce f nazjvame funkci fdeﬁnovanou vzorcem

Fl —i(t,x 1 —i(t,x
ft = [ 1@ amut@) = o [ p@)e 0 g, e me

Poznamky:

e (t,x) znadi standardni skalarni souéin ¢t a « v R™. V literatufe se ¢asto znaci t-x, my se pfidrzime
znaceni z prvni kapitoly.

e Prot € R? definujme funkci e; vzorcem es(x) = e pro & € R%. Tyto funkce se ¢asto nazyvaji
charaktery na R¢. Fourierova transformace lze jejich pomoci vyjadfit takto:

i(t,x)

J@)= (fxe)(0)= [ f-egdma, proteR?a fe LY(RY
Rd

e Kazdy charakter e; je spojitd funkce splitujici |e;] = 1 na R%. Odtud je ziejmé, Ze pro kazdé
f € L*(R?) je funkce f definovana na R a splituje Hf” < flly-
o0

Definice a znadeni:

e Pro t € R? a multiindex o € N¢ oznadme ¢~ = ¢ - ... - t5%. (Stejné znaceni budeme pouzivat i
pro t € C4.)
e Polynomem na R¢ rozumime funkci P na R? tvaru
Pit)= > cat®, teRY
a€eNg,|a|<N

kde N € Ny a co, @ € Nd,|a] < N jsou né&jaké komplexni ¢isla (koeficienty polynomu P). Pokud
navic existuje multiindex «, pro ktery |a| = N a ¢, # 0, fikdme, Ze polynom P mé stupeii V.

e Polynom na R? chipeme vzdy jako funkci na R?, tj. jako funkci d redlnych proménnyjch. Nicméné
do takového polynomu lze ziejmym zptisobem dosadit i prvky C?, coz se bude ob¢as hodit.

e Je-li P polynom na R%, oznaéme symbolem P polynom na R¢ definovany vzorcem P(t) = P(it)
pro t € R?, tj. (je-li P vyse uvedeného tvaru)

Pit)y= > il teR”
aeNd |a|<N

e Je-li P polynom na R? vyse uvedeného tvaru a f je funkce t¥idy C> na R¢ (nebo obecnéji na
oteviené podmnoziné R?), pak symbolem P(D)f znaé¢ime funkci definovanou vzorcem

PD)f= > caD"f.

aENd |a|<N

(Tato definice m4 smysl i pro funkce t¥idy CV.)



Tvrzeni 26 (zakladni vlastnosti Fourierovy transformace). Necht f,g € L'(R?) at,y € R, Pak plati:
(a) D%y = il®lt*e; pro kazdy multiindex o € N¢.

(b) Je I P po]ynom na R?, pak P(D)es = ]5(1‘,) - eq.

(c) Tyf_e Y f

(d) e —Tyf

(e) f xg=1-3. ~ ~

(f) Necht A >0 a h(z) = f(%), € R?. Pak h(t) = A f(\t) pro t € R,
(8) Jpa £ Gdma = [pa [ gdma.

Definice.
e Schwartzovym prostorem na R? rozumime prostor funkci

f e C®(RY); funkce « — (1 + ||z||*)N D f(z)
AR = je omezen4 na R?
pro kazdé N € Ny a kazdy multiindex «

Nehrozi-li nedorozuméni (tj., je-li d pfedem dano), misto .AR?) piseme jen .7.

e Pro f € Ya N € Ny polozme
pn(f) = s @+ 2l Dy ()|
aeNd |a|<N oo
= sup{|(1 + [|=l*)V D f(w) ;2 € R, € N, |a] < N}.

Pak py je norma na .7
e Rekneme, e posloupnost (f,,) v . konverguje v .k funkci f € .7, jestlize pro kazdé N € Ny plati

pN(fn - f) i> 0. o
e Pro f,g € . polozme p(f,g) = > xn—o2 N min{pn(f —g),1}.

Véticka 27 (charakterizace konvergence na Schwartzové prostoru).
(a) p je metrika na .#, v niz je prostor . tplny.
(b) Je-li (f,) posloupnost v .¥ a f € ., pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
() fo— f v 5.
(ii) Pro kazdé N € Ny a kazdy multiindex « plati

(L+ 2|V D fu(@) = (1 + ||2|*)VD* f() naR".

(iii) p(fn — f) = 0.

Poznamka. Je-li ¢ méfitelna funkce na [0, 00), pak plati
o0

[ ol de = a- X (Bo.)- [~ rtrar
ma-li jedna strana smysl. Tento vzorec lze snadno dokazat, je-li g charakteristickd funkce intervalu, s

vyuzitim regularity Lebesgueovy miry se dokaze pro charakterlstlcke funkce méritelnych mnozin a dale
se postupuje zptsobem standardnim v teorii miry. Z tohoto vzorce se snadno plyne, ze

1
——dmgy < o0 prom > —.
2
/Rd (LA [[z]|")™ 2

Véta 28 (vlastnosti Schwartzova prostoru a Fourierovy transformace na ném).
(a) . C Co(RY) N ﬂpe 1,00] LP(Rd).
(b) Nasledujici zobrazem jsou spojita zobrazeni . do .
o f~ P-f,jeli P polynom na R¢,
o frryg-f, jelige.s,
o f+— D*f, je-li o multiindex.



(c) Je-li f €.7a P je polynom na R¢, pak
P(D)f=P-f, P-f=P((D)f.

(d) Fourierova transformace je spojité linearni zobrazeni . do ..

Dusledek 29. Fourierova transformace je spojité linearni zobrazeni prostoru Ll(Rd) do prostoru
Co(R?), jehoZ norma je nejvyse 1.

zj

Poznamka: Tvrzeni (c) z Véty 25 plati obecnéji, nejen pro funkce z .. Naptiklad, pokud f i g—f patii
do L'(R%), pak g—gj(t) = itjf(t). Déle, pokud funkce f i g(x) = z; f(x) patii do L}(R?), pak § = ig—gj.
Lemma 30. Uvazme funkci ¢4(x) = e~ 21%1° & € R9. Pak plati ¢4 € A(R?) a ba = ¢a.

Véta 31 (véta o inverzi pro Schwartziv prostor).
(a) Pro kazdé f € . plati

. 1 .
= . Clld - 7= t Z<t7m> dt.
f@) = [ Freadmi= o [ Fire

(b) Fourierova transformace je homeomorfismus . na .. Navic pro kazdé f € . plati
f=5n r=r

~

Disledek 32 (véta o inverzi pro piipad integrovatelné f). Necht f € L'(R?) je takova, Ze fe L' (R%).
Pak pro skoro vSechna x € R? plati

f@)=[ [ eadmg= F(t)e't= qt.

R4 (27T)d/2 R4

Tvrzeni 33. Pro f,g € .¥ plati E = f* g. Specialné, prostor . je uzavieny na konvoluci.
Véta 34 (Plancherelova véta).
(a) Pro kazdé f € % plati Hﬂ = 1£ll,-
2

(b) Existuje pravé jedna linearni izometrie P prostoru L*(RY) na L?(R?) takova, ze P(f) = f pro
fes -
(c) Pro f € LY(RY) N L?(R?) plati P(f) = f.




