IV.7 Temperované distribuce a jejich Fourierova transformace
Umluva: V tomto oddilu budeme, stejné jako v oddilu piedeslém, prostorem LP(R%) rozumét prostor
LP(mg) a konvoluci na R? budeme taktéz uvazovat vii¢i mife mg. Navic, distribuci A; budeme rozumét
distribuci definovanou jako integral podle my, tj. Af(¢) = [ ¢ f dmg.

Navic v tomto oddilu uvazujeme vSechnu prostory komplexni.

Véticka 35.  Z(RY) je husty podprostor #(R?). Navic, pokud (,) je posloupnost v #(R?) konvergujici
v 2(RY) k funkci o, pak také p; — ¢ v ARY).

Definice. Temperovanou distribuci na R¢ rozumime spojity linearni funkcional na .#(R%), tj. spojité line-
arni zobrazeni A : #(R?) — C. Prostor temperovanych distribuci zna¢ime .#"(R%) nebo jen .7".

Poznamka: Je-li A temperovan4 distribuce na R?, pak jeji ztizeni na Z(R?) je distribuce na R?. Prostor
" lze tedy diky Véticce 35 interpretovat jako linearni podprostor 2'(R?). Pii této interpretaci je dana
distribuce A € 2'(R?) temperovana, pravé kdyz existuje jeji spojité rozsifeni na .7

Tvrzeni 36 (charakterizace temperovanych distribuci).

(a) Necht A : ¥ — C je linearni zobrazeni. Pak A je temperovana distribuce, pravé kdyz existuji
N € Ny a C > 0, pro ktera plati

IA(p)] < Cpn(w), ¢S

(b) Necht A € 2'(R%). Pak A je temperovana (ve smyslu piedchozi poznamky), pravé kdy# existuji
N € Ny a C > 0, pro ktera plati

IA(p)] < Cpn(p), @€ ARY).

Tvrzeni 37 (ptiklady temperovanych distribuci).

(a) Kazda distribuce s kompaktnim nosi¢em je temperovand.
(b) Je-li f € LP(R?) pro néjaké p € [1,00], pak A; je temperovans distribuce a je ddna vzorcem

M) = [ Fedmi pes

(c) Je-li f méfitelna funkce na RY, pro kterou existuje polynom P na R? spliujici | f| < |P| na R?,
pak Ay je temperovana distribuce a je dana vzorcem z bodu (b).
(d) Je-li pn znaménkova ¢i komplexni mira na R?, pak A,, je temperovana distribuce a je ddna vzorcem

Au(w)—/wwdu, pe S

Tvrzeni 38 (operace s temperovanymi distribucemi). ~ Necht A € .7/ (R%).
(a) Necht « je Iibovolny multiindex. Pak DA € ./ (RY). Navic,

D*A(p) = (-1)*IA(D%), ¢ € ARY).
(b) Necht f € AR?) nebo f je polynom na R%. Pak fA € .7'(R%). Navic, D®A € ./ (R%). Navic,

fAp) =A(fe), ¢ ARY).



Definice. Necht (A,) C .%" je posloupnost temperovanych distribuci na R?. Rekneme, 7e posloupnost
(A,,) konverguje v .’ k temperované distribuci A, pokud A, (¢) — A(p) pro kazdou ¢ € .¥.

Tvrzeni 39. Necht (A,) je posloupnost v .#" konvergujici v.' k A € ..
(a) DYA,, — DA v . pro kazdy multiindex c.
(b) fA, — fA, je-li f €.7 nebo f je polynom na R<.
Véta 40 (Banach-Steinhausova véta pro temperované distribuce).  Necht (A,,) je posloupnost tempe-
rovanych distribuci. Pokud pro kazdé ¢ € . existuje vlastni limita lim A, (¢), pak limitni zobrazeni
n—oo

A(p) = nh_)n;O Ao (p), ¢ € 7, je temperovana distribuce.

Definice. Nechf A je temperovana distribuce na R?. Jeji Fourierovou transformaci rozumime zobrazeni
Alp) = AD), ¢

Véta 41 (vlastnosti Fourierovy transformace na .").
(a) Fourierova transformace je linearni bijekce .#'~na ., pro A € .’ plati
A=A A=A
(b) Necht (A,,) je posloupnost v S alNe.S Pak A, — Av.S, pravé kdyz A, — A v.7.
(c) Pro f € L*(R?) plati Af = AA
(d) Pro f € L?(R%) plati Af = A'P(f), kde P je zobrazeni z Plancherelovy véty.
(e) Je-li A € .#" a P je polynom na R?, pak

P(D)A=DP.R, P-A=PD)A.
Lemma 42. Necht p € AR?).
(a) Je-li x,, — @ v RY pak 74, p — Top v ARD).
(b) Necht e € R%. Pak 9. € ARY). Navic, pokud pror € R\ {0} definujeme funkci ¢, piedpisem

pr(®) = =(p(2) — p(x —re)), xR,
tj. ¢r = 1(p — Tret), Pak or — B v A (RY) pror — 0.

Tvrzeni 43. Necht d;,d; € N a p € ARD x R®).
(a) Necht A € .7'(R%). Pro y € R% definujme ¢(y) = Alx — ¢(x,y)). Pak 1 € AR®) a pro
kazdy multiindex o € N§2 plati D (y) = A(x — D@y (x,y)) pro y € R%.
(b) (Fubiniova véta pro temperované distribuce) Necht A; € ./ (R%) a Ay € ' (R%). Pak

Az (y = Ai(z = o(z,y))) = Mi(z = Aoy = (2, y))).

Definice. Necht U je temperovan distribuce na R? a ¢ € .#(R%). Konvoluci funkce ¢ a distribuce U
rozumime funkci U * ¢ definovanou vzorcem

Usp(x)=U(rp) =Uly = ¢z —y)), =cR%
Poznamka. Je-li o € 2(R%), pak tato definice splyva s definici konvoluce distribuce a testovaci funkce

z oddilu IV.5.

Véta 44 (o konvoluci temeperované distribuce a funkce ze Schwartzova prostoru). Necht U € .,
p, Y € .. Pak plati:

(a) U x ¢ € C®°(R?) a pro kazdy multiindex o plati D*(U x ) = (D*U) * ¢ = U * D%p.
(b Ay ., je temperovand distribuce.

)
(c) Je-li f S Lp(Rd) pro néjaké p € [1,00], pak Ay x p = f * .
(d) Avup =6 T, ‘p'U:A&*ﬁ'
(e) U ( Y) = (U=xg)*1.



