1.3 Prostory se skalarnim souc¢inem a Hilbertovy prostory

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad FF. Skalarnim sou¢inem na X rozumime zob-
razeni (-,-) : X x X — T, které ma nésledujici vlastnosti:

(i) (= +ya>:<$2>+<y,>proxy,z€X.
(ii) (\z,y) = A{x,y) proz,y€ X a X € F.
(

)
(iii) (y,z > (x,y) pro z,y € X.
(iv) (z,x) >0 proz € X.

(v) Pro z € X plati (z,z) = 0, pravé kdyz =z = o.

Dvojici (X, (+,+)) nazyvame prostor se skaldrnim soucinem nebo téz unitarni prostor. Je-li
skalarni soucin dan, pak piSeme jen X misto (X, (-, -)).
Poznamky:
e Podminky (i) a (ii) fikaji, Ze zobrazeni z — (x, z) je linearni pro kazdé z € X.
e V pripadé F = R fikaji podminky (i)—(iii), ze (-, -) je symetricka bilinedrni forma,
podminky (iv) a (v) pak fikaji, ze tato forma je pozitivné definitni.
e V pripadé F = C plyne z podminek (i)—(iii), Ze zobrazeni x — (z,z) je sdruZené
linearni, skalarni soucin je tedy pozitivné definitni hermiteovska seskvilinearni
forma.

Lemma 18 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Necht (X, (-,-)) je prostor se skalarnim
soucinem. Pak pro kazdé x,y € X plati

(o) < Vi 2) -V {y,y).

Rovnost plati, pravé kdyz vektory x a y jsou linearné zavislé.

Tvrzeni 19 (norma indukovana skalarnim soué¢inem). Necht (X, (-,-)) je prostor se
skalarnim souc¢inem. Pro x € X polozme ||z| = \/(x,z). Pak ||-|| je norma na X.

Poznamky:

(1) Norma definovand v Tvrzeni 20 se nazyva norma indukovand skaldrnim soucinem.
Mame-li prostor se skalarnim soucinem, vzdy na ném uvazujeme indukovanou
normu, ¢imz se stava normovanym linearnim prostorem.

(2) Prostor se skaldarnim soucinem, ktery je uplny v metrice indukované normou
indukovanou skalarnim soucinem, se nazyvéa Hilbertiiv prostor.

Priklady 20. Nasledujici prostory jsou priklady Hilbertovych prostorti:

(1) X =F" se skalarnim sou¢inem

n
(@,y) =) x5, =yecl"
j=1

(2) X = L%*(9, %, u) se skalarnim soucinem

Z/Qfﬁdu, f,g€ L*(Q,%, p).



(3) X = {2 se skaldrnim soucinem

(@e)ks k) =D ok @)k, (e )k € Lo
k=1

Tvrzeni 21 (polariza¢ni identita).

(a) Necht (X, (-,-)) je realny prostor se skalarnim soucinem a ||-|| je norma indukovana
skalarnim soucinem. Pak plati

1 2 2
@) =7 (lo+9l = llz—yl*) proz,yex.

(b) Necht (X, (-,-)) je komplexni prostor se skalarnim souc¢inem a ||-|| je norma indu-
kovana skalarnim soucinem. Pak plati

1 2 2 2 i e o2
wop) =7 (lo+ 9l = llz =yl + iz +iy)> =il —iy?)  proz,ye X.

Dusledek 22.

e Je-li X prostor se skalarnim soucinem, pak skalarni soucin je spojity jako zobra-
zeni X x X — .

e Je-li (X,||]]) normovany linearni prostor, pak existuje nejvyse jeden skaldrni
soucin na X, ktery indukuje normu ||-||.

Tvrzeni 23 (rovnobéZnikové pravidlo). Necht X je prostor se skaldrnim sou¢inem a
|||l je jim indukovana norma. Pak plati

2 2 2 2
Iz +ylI” + [l = ylI” = 2([[«[|" + ly[]")  proz,y € X.

Véta 24 (Jordan - von Neumann). Necht X je normovany linearni prostor, jehoz
norma spliuje rovnobéznikové pravidlo (tj. rovnost z Tvrzeni 23). Pak je norma genero-
vana néjakym skalarnim soucinem na X.

Dusledek 25. Ziplnénim prostoru se skalarnim soucinem je Hilbertiiv prostor.
Poznamka. Véta 24 plati i za slabsich predpokladi. Staci predpokladat, ze X je vekto-
rovy prostor a ||-|| : X — [0, 00) je takové zobrazeni, ze pro kazdé x,y € X plati:

e ||z|| >0 proz e X\ {o}.

2 2 2 2

o [z +ylI” + [z —ylI” =2(ll=]" + lly[") pro z,y € X.

e Pro kazdé x € X je funkce ¢ — ||tz|| spojita na R.

e Je-li X komplexni, pak |[iz| = ||z| pro =z € X.

Pak jiz ||-|| je norma generovana skaldrnim souc¢inem.



