II. Spojité linearni funkcionaly a dualita
I1.1. Rozsifovani linearnich funkcionalu

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F. Zobrazeni p : X — R se nazyva sublinearni
funkciondl, pokud ma nasledujici vlastnosti:

o Vz,y € X :p(z+y) < p(x) +py),

o Vx € XVt e (0,00): p(tx) = tp(z).
Pokud zobrazeni p navic splituje

o Vx € XVAeF:p(Ax)=|Apx),

pak se nazyva pseudonorma.

Poznamka. Je-li p sublinedarni funkcional, pak p(o) = 0. Sublinedrni funkcional muze nabyvat
i zapornych hodnot, pseudonorma nabyva pouze nezapornych hodnot. Pseudonorma spliuje
vSechny vlastnosti normy, az na to, ze mtze nabyvat nuly i v nékterych nenulovych vektorech.

Véta 1 (algebraickd verze Hahn-Banachovy véty).  Necht X je realny vektorovy prostor,
p : X — R sublinearni funkcional, Y CC X vektorovy podprostor a f : Y — R linearni
funkcional. Pokud pro kazdé x € Y plati f(x) < p(x), pak existuje linedrni funkcional g : X — R
takovy, ze

e g(z) = f(x) pro kazdé x € Y,

e g(x) < p(x) pro kazdé r € X.

Lemma 2 (rozsifeni funkciondlu o jednu dimenzi). Necht X, Y, p a f jsou jako ve Vété 1.
Necht z¢ € X \ Y. Pak existuje takové o € R, zZe plati
Vy e YVt e R: f(y) +ta < p(y + txo).

Véticka 3. Necht X je vektorovy prostor nad F, f : X — [ linearni funkcional a p pseu-
donorma na X. Pokud pro kazdé x € X plati Re f(z) < p(x), pak pro kazdé x € X plati
|f(z)] < p(2).
Dusledek 4 (algebraickd Hahn-Banachova véta pro pseudonormu).  Necht X je vektorovy
prostor nad F, p je pseudonorma na X, Y CC X vektorovy podprostor a f : Y — F linearni
funkcional. Pokud pro kazdé x € Y plati |f(x)| < p(x), pak existuje linedrni funkcional g : X —
F takovy, ze

e g(x) = f(x) pro kazdé z € Y,

e |g(z)| < p(x) pro kazdé z € X.

Véta 5 (Hahn-Banach). Necht X je normovany linearni prostor nad F, Y vektorovy podpro-
stor X a f € Y*. Pak existuje g € X* takové, ze gly = f a ||g|| = ||f]|-

Dusledek 6. Necht X je normovany linearni prostor a x € X. Pak existuje f € X* takové,
ze|[f|=1a f(z)=|z|.

Dusledek 7 (dualni vyjadieni normy). Necht X je normovany linearni prostor. Pak pro kazdé
x € X plati ||z|| = max{|f(x)|; f € Bx+}.

Véta 8. Necht X je normovany linedrni prostor, Y jeho uzavieny podprostor a g € X \ Y.
Pak existuje f € X* takové, ze ||f|| =1, fly =0 a f(zo) = dist(zo, Y).

Dausledek 9 (dikaz hustoty pomoci Hahn-Banachovy véty). Necht X je normovany linearni
prostor a Z CC Y CC X jsou vektorové podprostory. Pak podprostor Z je husty v Y, pravé
kdyz plati

VieX*: flz=0= fly =0.



