UVOD DO FUNKCIONALNI ANALYZY

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE — ZS 2015/2016

PRIKLADY KE KAPITOLE I

K opDiLU 1.1 — ZAKLADNI POJMY, NORMY, NORMOVANE PROSTORY

Priklad 1. Necht X je redlny vektorovy prostor a [|-|| : X — [0, 00) funkce spliujici
(i) ||z|| = 0 prave kdyz x = o.
(ii) [|Az|| = A~ ||z]] pro A > 0.
(i) flz +yll < =l + [lyll-
Ukazte, zZe ||-|| je norma, pravé kdyz pro kazdé = € X je ||—z| = ||z||.

Piiklad 2. Necht X je komplexn{ vektorovy prostor a ||| : X — [0, 00) funkce splitujici
(i) ||z|| = 0 prave kdyz = = o.

(ii) ||Ax]| = A ||x| pro A > 0.

(iii) flz +yll < =l + [lyll-

(1) Ukazte, ze ||| je norma, pravé kdyz pro kazdé = € X a kazdou komplexni jednotku
a plati ||az|| < [jz]].

(2) Ukazte na protipiikladu, ze ||-|| nemusi byt norma, pokud spliuje ||iz| = ||z| pro
kazdé z € X.

Piiklad 3. Necht X je normovany linedrni prostor a A C X je konvexn{ mnozina.
(1) Necht z € int A a y € A. Ukazte, ze tsecka [z,y) patif do int A.
(2) Ukazte, ze int A je konvexni mnozina.
(3) Ukazte, ze A je konvexni mnozina.

Piiklad 4. Necht X je normovany linearn{ prostor a Y C X je jeho vektorovy podprostor.

(1) Ukazte, ze Y je také vektorovy podprostor X.
(2) Necht Y ma vnitini bod. Ukazte, ze Y = X.

Piiklad 5. Necht X je normovany linedrni prostor a A C X je jeho podmnozina.
Oznacéme
e co A konvexni obal A, tj. nejmensi konvexni mnozinu obsahujici A, neboli prunik
vsech konvexnich podmnozin X obsahujicich A;
e Co0 A uzavieny konvexni obal A, tj. nejmensi uzavienou konvexni mnozinu obsa-
hujici A, neboli prunik vSech uzavienych konvexnich podmnozin X obsahujicich
A;
e span A linearni obal A, tj. nejmensi podprostor obsahujici A, neboli prunik vSech
vektorovych podprostoru X obsahujicich A;
e span A uzavieny linearni obal A, tj. nejmensi uzavieny podprostor obsahujici A,
neboli prunik vsech uzavienych vektorovych podprostoru X obsahujicich A.
Ukazte, ze
c0A=coA a span A = span A.

Navod: Pouzijte turzeni z predchozich dvou prikladi.
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Piiklad 6. Necht ¢ je prostor vSech posloupnosti redlnych (nebo komplexnich &fsel),
které maji vlastni limitu. Ukazte, Ze ¢ je uzavieny podprostor prostoru £, a tedy je to
Banachtv prostor (s normou |[|-||_).

Piiklad 7. Necht T je nespocetnd mnozina. Oznacme

(2(T) = {f € £(T);{y €T; f(7) # 0} je nejvyse spocetna}.

(1) Ukazte, ze £2°(I") je uzavieny podprostor ¢>°(I).
(2) Ukazte, ze co(I") C £2°(T").

Priklad 8. Necht B, ([0, 1]) znaci vektorovy prostor viech omezenych borelovskych funkef
na [0,1] a £,([0, 1]) zna¢i vektorovy prostor vSech omezenych lebesgueovsky méfitelnych
funkei na [0, 1]. Ukazte, ze oba tyto prostory jsou neseparabilni uzaviené podprostory

([0, 1]).

Navod: PouZijte zndmy fakt, Ze bodovd limita posloupnosti méritelnych funkci je meéritelnd.
Pro dukaz neseparability uvazte charakteristické funkce jednobodovijch mnozin.

Priklad 9. Necht UL((0, 1)) znaé{ vektorovy prostor vech funkef na (0, 1), kterd maji v
kazdém bodé intervalu [0,1) vlastni limitu zprava a v kazdém bodé intervalu (0, 1] maji
vlastni limitu zleva.

(1) Ukazte, ze kazdd funkce z UL((0,1)) je omezena na (0,1).

(2) Ukazte, ze UL((0,1)) je uzavieny podprostor £>°((0,1)).

(3) Necht DA = {f € UL((0,1)); f je zprava spojitd na (0,1)}. Ukazte, ze DA je

uzavieny podprostor UL((0,1)).
(4) Ukazte, ze prostor DA je neseparabilni.

Navod: (1) Pouzijte kompaktnost [0, 1]. (2,3) PouZijte Moore-Osgoodovu vétu. (4) Uvazte cha-
rakteristické funkce vhodniyjch intervali.

Piiklad 10. Necht
X ={f:10,1] - F;3g € C([0,1];F)3h € ¢o([0,1];F) : f =g+ h}.

(1) Ukazte, ze vyjadieni f = g + h pouzité v definici je jednoznacné.
(2) Ukazte, ze X je uzavieny podprostor £>°(]0, 1]).

Navod: (1) Ukazte, zZe jedind funkce z co([0, 1]), kterd je spojitd na [0, 1], je konstantni nulovd
funkce. (2) Ukazte, Ze ve vyjddrent z bodu (1) je ||gllo < || fllos @ tento fakt vyuZijte k dikazu
uzavienosti X .

Piiklad 11. Necht Cy(R) znaci prostor vech spojitych funkei na R, které maji v +oo i
v —oo limitu nula. Ukazte, ze Cy(R) je uzavieny podprostor C,(R).

Piiklad 12. Pro posloupnost ¢isel (x,,) definujme jeji variaci vzorcem
var((z,,)) = Z | Tni1 — o -

n=1

Oznac¢me symbolem bv mnozinu vsech posloupnosti, jejichz variace je konec¢na.

2) Ukazte, ze kazdd posloupnost s kone¢nou variaci mé vlastni limitu, tj. bv C c.
3) Najdéte posloupnost v ¢\ bv.

4) Je bv uzavieny v c?

5) Je bv husty v ¢?



(6) Pro (z,) € bv polozme

1)l = fa1] 4+ var((zn)).

Ukazte, ze tento predpis definuje normu na bv, v niz je bv Banachuv prostor.
(7) Ukazte, 7z

ze /' C bv a Ze bv obsahuje konstantn{
Je bu = span (¢t U {(1)%2,1})?

(8) Je ¢! uzavieny podprostor bv (v normé |[-|,,)?
(9) Jsou na ¢* normy |||, a [|-]|,, ekvivalentni?

posloupnosti.

Navod: (2) Pouzijte Bolzano-Cauchyovu podminku. (4,5) VyuZijte fakt, Ze posloupnost od
jgistého clenu konstantni patii do bv. (6) Vyuzijte Véticku 1.5 z predndsky. (7,8) Uvazte mo-

noténni posloupnosti. (9) Ukazte, Ze pokud by tyto dvé normy byly ekvivalentni, pak (¢*,]],,)
by byl uplny prostor.

Piiklad 13. Nechf n € N. Ozna¢me

C™([0,1),F) = {f : (0,1) = F; £ je spojité na (0,1) a lze spojité rozsitit na [0, 1]}.

(1) Ukazte, ze pro kazdé k € {0,...,n} je f* spojitd na (0,1) a lze spojité rozsiiit
na [0, 1].

(2) Ukazte, ze vzorec

1Fllen = 1 lloo + 1 g+ + 1o, FEC™((0,1],F)
definuje normu, v niz je prostor C™([0, 1], F) tplny.
(3) Definujme na C?([0, 1], F) normu predpisem
1A= 1l + 1 Nl f € C*([0, 1), F).

Ukazte, Ze to je norma ekvivalentni [|-||...

(4) Je norma na C"([0, 1],F) definovand vzorcem | f|| = || f]l, -+ || /™ HOO ekvivalentni
I len?

Navod: (1) Pouzijte matematickou indukci, Lagrangeovu vétu o stredni hodnoté a Bolzano-
Cauchyovu podminku. (2) PouZijte vétu o zaméné limity a derivace a matematickou indukci. (3)

Vyjdadrete f' pomoci f"” a f'(0) a f pomoci f" a f(0). Ukazte, Ze || fn|| — 0 implikuje || f}|| o — O
(4) Postupujte podobné jako v (3).

Priklad 14. Necht BV([0,1],F) zna¢f mnozinu vsech funkci f : [0,1] — F, které maji
konecénou variaci. Pfipomenme, ze variace funkce f na [0,1] je definovdna vzorcem

V(f):SUP{ZU(%’)_f(xj—1)\§n€N;0=$0 <z <o <m, =1}
j=1

(1) Ukazte, ze kazda f € BV ([0, 1],F) je omezend na [0, 1] a ze BV ([0, 1],F) je vekto-
rovy podprostor ([0, 1], F).

(2) Ukazte, ze predpis
1fllgy = Iflloe +V(f), [ € BV(0,1],F),

definuje normu na BV ([0, 1],F), v niz je BV([0, 1], F) Banachuv prostor.
(3) Ukazte, ze predpis

IFIF= 1O+ V(f), feBV(01],F),
definuje normu na BV ([0, 1], F) ekvivalentni s ||| 5,--

Navod: (2) Pouzijte Véticku 1.5 z predndsky.



Priklad 15. Necht AC([0,1],F) zna¢{ mnozinu vsech funkei f : [0,1] — F absolutné
spojitych na [0, 1]. Pfipomenime, ze pro kazdou f € AC([0,1],F) existuje derivace f'(x)
pro skoro vsechna z € [0,1] a navic f € L'([0, 1]).
(1) Ukazte, ze kazda f € AC(|0,1],F) ma konecnou variaci na [0, 1] a ze AC([0,1],F)
je vektorovy podprostor BV ([0, 1], ).
(2) Ukazte, ze predpis

1l = Ifllo + 1M f € AC([0, 1], F),

definuje normu na AC([0, 1], ), v niz je AC([0, 1], F) Banachuv prostor.
(3) Ukazte, ze predpis

1A= 1A O+ s f € AC((0,1],F),

definuje normu na AC([0,1],F) ekvivalentni s ||-|| 4.
(4) Ukazte, ze pro f € AC([0,1],F)je || fllac = Il f|lgy a2z toho odvod'te, ze AC([0, 1], F)
je uzavieny podprostor BV ([0, 1],F).

Navod: (2) PouZijte tplnost prostoru L', Newton-Leibnizovu formuli pro absolutné spojité
funkce a zdiménu limity a integrdlu. (4) Je treba ukdzat, Ze V(f) = fol |f'|. Pro dikaz nerovnosti
< pouzijte definici variace a Newton-Leibnizovu formuli pro absolutné spojité funkce. Pro dikaz
nerovnosti > postupujte takto: Necht F(t) = V(f;0,t) je variace f na[0,t]. Pak F je neklesagici,
|f(s) = f(t)] < F(s) = F(t) pro 0 <t < s < 1. Tedy |f'| < F' skoro vsude na [0,1]. Odtud
odvodte, Ze fol If/| < F(1)— F(0)=V(f).

Piiklad 16. Necht (M, d) je omezeny metricky prostor. Ozna¢mé symbolem Lip((M, d); F)
vektorovy prostor vsech lipschitzovskych funkei f : M — F. Pro f € Lip((M,d);TF)
oznacme a lip(f) nejmensi lipschitzovskou konstantu f, tj.

W;:ﬁ,yéﬂ%x%y}'

(1) Ukazte, ze kazdd f € Lip((M,d);F) je omezend na M.
(2) Ukazte, ze vzorec

1fll, = Ifll +1ip(f),  f € Lip((M, d); F),

definuje normu na Lip((M,d);F) a Lip((M,d);F) je s touto normou Banachuv
prostor.
(3) Zvolme pevné zy € M. Ukazte, ze vzorec

If1l = 1f (o) +1ip(f), f € Lip((M, d); F),

definuje normu ekvivalentni s |||, .

(4) Uvazme M = [0,1] s euklidovskou metrikou. Ukazte, ze pro f € C'([0, 1];F) plati
f € Lip([0,1;F) a [|f]l, = || fll¢:- Ukazte, ze C*([0,1]; F) je uzavieny podprostor
Lip([0, 1]; F).

lip(f) = sup {

Navod: (2) Pouzijte Véticku 1.5 z predndsky. (4) Pouzijte Newton-Leibnizovu formuli.

Piiklad 17. Necht (M,d) je metricky prostor (ne nutné omezeny). Ozna¢mé symbo-
lem Lip((M,d);F) vektorovy prostor vsech lipschitzovskych funkci f : M — F a pro
f € Lip((M, d); F) ozna¢me lip(f) nejmensi lipschitzovskou konstantu f (viz Piiklad 16).
Zvolme pevné xy € M.

(1) Ukazte, ze prvky Lip((M,d);F) nemusi byt omezené na M.



(2) Ukazte, ze vzorec

[ £l = 1f(zo)| +lip(f), f € Lip((M,d);F),
definuje normu na Lip((M,d);F) a Lip((M,d);F) je s touto normou Banachuv

prostor.

(3) Zvolme z; € M \ {zo} a definujme normu na Lip((M, d);F) stejnym zptsobem,
jen bod xy v definici nahradime bodem z;. Je tato norma ekvivalentni normeé z
predchoziho bodu?

Piiklad 18. Necht y je nezédpornd mira a p € [1,00].
(1) Ukazte, ze jednoduché funkce v LP(u) tvoii husty podprostor LP(u).
(2) Necht yu je regularni borelovskd mira na néjakém metrickém prostoru M. Ukazte,
ze linearni kombinace charakteristickych funkci otevienych mnozin konec¢né miry
tvori husty podprostor LP(u) pro p € [1,00).
(3) Necht p je navic o-konetnd a M separabilni. Ukazte, ze prostor LP(u) pro p €
[1,00) je separabilni.
Navod: (3) ukazte, Ze existuje spocetnd baze otevienych mnozin M tvorend otevienymi mnoZinami
konecné miry. Ukazte, Ze charakteristickou funkci otevirené mmnoZiny konecéné miry lze aproxi-
movat charakteristickymi funkcemi konecnijch sjednoceni prvki bdze a ndsledné pouzijte visledek

(2).
Priklad 19. Necht (X)) je posloupnost normovanych linedrnich prostoru a necht [[°7, X
je jejich kartézsky soucin uvazovany jako vektorovy prostor s obvyklymi operacemi.

(1) Ukazte, ze

@X {(z,) € HXn,supHanX < o0}

neN n=1

je normovany linedrn{ prostor, pokud normu definujeme jako ||(z, )|, = sup,ey |74l x, -
Ukazte, ze tento prostor je tuplny, pravé kdyz kazdy z prostoru X,, je uplny.
(2) Ukazte, ze

EBX {(z,) € HthmenHX 0}

neN n=1

je uzavieny podprostor (P,,cy Xn)so
Piiklad 20. Necht (X,,) je posloupnost normovanych linedrnich prostoru a p € [1,00).

Polozme . .
P Xn)er = {(za) € [[ Xu: D llzalk, < oo}
n=1 n=1

neN
Ukazte, Ze to je normovany linedrni prostor, pokud normu definujeme jako ||(x,)|, =

(>, |\an§(n)l/ P Ukaizte, ze tento prostor je uplny, pravé kdyz vsechny prostory X,
jsou uplné.
Navod: Pro dukaz uplnosti pouZijte Véticku 1.5 z predndsky.

K oDDIiLU 1.2 — SPOJITA LINEARNI ZOBRAZENI{, IZOMETRICKE A IZOMORFNT
PROSTORY

Piiklad 21.
(1) Ukazte, ze prostory (R2 [|-]|,) a (R?|]|..) jsou izometrické a najdéte néjakou
linedrni izometrii mezi nimi.



(2) Ukazte, ze prostory (R, ||-|],) a (R?,||]|..) nejsou izometrické.
(3) Jsou prostory (C?,|-||;) a (C?, ||-||.) izometrické?

Navod: (2) Pouzijte pojem extremdlniho bodu: Bod z jednotkové koule je extremdlni, pokud
nent stredem Zdadné iusecky, kterd lezi celd v jednotkové kouli. Ukazte, Ze izometrie na zachovdvd
extremdlni body. Popiste a spocitejte extremdlni body jednotkovych kouli obou prostori. (3)
Popiste extremdlni body jednotkovych kouli obou prostoru a pouZijte fakt, Ze kruznice neni ho-
meomorfni kartézskému soucinu dvou kruznic.

Piiklad 22. Necht (a,b) C R je otevieny interval (omezeny nebo neomezeny). Ukazte,
ze pro kazdé p € [1, 00| je prostor LP((a, b)) izometricky prostoru LP((0,1)).

Navod: Nejprve to dokazte pro omezeny interval (a,b) (s vyuZitim afinni bijekce mezi (a,b)
a (0,1)). Pro interval (0,00) postupujte napriklad takto: S wvyzZitim predchoziho pripadu zvolte
izometrii T,, prostoru LP((n—1,n)) na prostor Lp((%ﬂ, 1)) pron € N a ,slepte“tyto izometrie.
Pro ostatni neomezené intervaly postupugjte podobné.

Piiklad 23. Ukazte, ze prostor LP((0,1)) obsahuje podprostor izometricky prostoru ¢7.

Navod: UvaZujte funkce konstantni na kaZdém z intervali (T%H, %), n € N.

Piiklad 24. Ukazte, ze prostory ¢y a ¢ (viz Piiklad 6) jsou izomorfni a najdéte néjaky
izomorfismus mezi nimi. Jsou izometrické?

Navod: Pro zkoumdni izometriénosti vyuzijte extremdlni body.

Priklad 25.

(1) Ukazte, ze prostor C([0,1]) obsahuje podprostor izometricky prostoru c.
(2) Obsahuje C(]0, 1]) podprostor izometricky prostoru ¢ (viz Piiklad 6)?

Navod: (1) Sestrojte spojité funkce f, : [0,1] — [0,1], které jsou nulové mimo [n%rl,%]
nabyvaji hodnoty 1 ve stiedu tohoto intervalu a uvazte jejich uzavreny linedrni obal. (2) Pridejte

a

k funkcim z bodu (1) jesté konstantni funkce.

Piiklad 26. Necht T : L'([0,1]) — AC([0,1]) je definovéno vzorcem Tf(t) = [ f.
Ukazte, ze T je izomorfismus do. Je T izometrie?

Navod: Vyuzijte Priklad 15.

Piiklad 27. Necht X je prostor z Pifkladu 10. Pro f € X a uvedeny rozklad f = g + h
oznatme Pf =g a Qf = h. Uvazujme P a () jako zobrazeni X do X. Ukazte, ze P a @)
jsou spojité projekce, spoctéte jejich normy, jadra a obory hodnot.

Priklad 28. Necht M, ([0, 1]) znaéi podprostor M([0,1]) tvofeny mirami, které jsou
absolutné spojité vzhledem k Lebesgueové mife.
(1) Ukazte, ze M.([0, 1]) je izometricky prostoru L'([0, 1]) a popisté néjakou izometrii
mezi témito prostory.
(2) Ukazte, ze M,.([0,1]) je uzavieny podprostor M([0, 1]).
Navod: (1) Pouzijte Radon-Nikodgmouvu vétu.
Piiklad 29. Pro u € M([0,1]) definujme funkce T1(p) a To(p) predpisem
Ti(p)(t) = pu([0,1))
0, rot € [0,1].
L) = o), PO

(1) Ukazte, ze Ty a T3 jsou linearni operatory M([0,1]) do BV ([0, 1]).
(2) Ukazte, ze ||T1|| = 1 a najdéte ker T7.



(3) Ukazte, ze Ty je izometrie.
(4) Je néktery z operatoru T} a Ty na?

Navod: (3) S pouzitim regularity mér z M([0,1]) ukazte, Ze v definici totdini variace téchto
mér stact brdt disjunktni systémy polouzavienych intervali. (4) UvaZte charakteristické funkce
jednobodovijch mnozin.

Priklad 30. Necht M,([0,1]) znaci podprostor M([0, 1]) tvofeny spojitymi mirami (t;.
mirami, které jsou nulové na jednobodovych mnozinach).
(1) Ukazte ze M.([0,1]) = ker(T7 — T5), kde T a T3 jsou jako v predchozim piikladu.
(2) Necht T' je ztizeni Ty (nebo T5) na M. ([0, 1]). Ukazte, ze T je izometrie M. ([0, 1])
do BV ([0, 1]) a ze obor hodnot jsou pravé spojité funkce z BV ([0, 1]).
(3) Ukazte, prostory M. ([0,1]) a BV.([0, 1]) (tvofeny spojitymi funkcem z BV ([0, 1]))
jsou tplné.

K oDDILU 1.3 — SKALARNI SOUCIN, HILBERTOVY PROSTORY

Piiklad 31. Necht X je komplexni vektorovy prostor a necht (-,-) je redlny skalarni
sou¢in na X (tj. redlnd funkce na X x X, ktera spliiuje podminky (i),(iii)—(v) z definice

a podminku (ii) pro redlné \) a ||z| = /(z,x) pro x € X. Necht |jiz| = ||z| pro
r € X. Ukazte, ze pak je ||-|| norma na komplexnim prostoru X, kterd je indukovand

(komplexnim) skaldrnim souc¢inem.

Navod: S pouZitim polarizaéni identity ukazte, Ze (x,ix) = 0 pro kazZdé x € X. Pak ukaZte, Ze
vzorec (x,y) o = (,y) + i (x,iy) definuje skaldrni soucin na X a ||z||* = (z, ).

Priklad 32. Nechf (X,,) je posloupnost Hilbertovych prostorti. Necht X je jejich £2-suma
(tj. prostor vznikly postupem z Piikladu 20 pro p = 2). Ukazte, ze X je Hilbertuv prostor.

Navod: PouZijte rovnobéznikové pravidlo.

K opDpiLU 1.4 — RADY V NORMOVANYCH PROSTORECH

Piiklad 33. Necht (e,) je posloupnost kanonickych jednotkovych vektoru v prostoru ¢?
nebo cy.
(1) Ukazte, Ze > -, +e, nenf absolutné konvergentn{ v zdném z téchto prostoru.
(2) Ukazte, ze Y " | ~e, je bezpodmineéné konvergentni v kazdém z téchto prostoru
s vyjimkou prostoru £*.
Piiklad 34. Necht (z,) je posloupnost v Banachové prostoru. Dokazte, Ze ndsledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) Rada >.°°, x, je bezpodminecné konvergentni.
(ii) Pro kazdou posloupnost (€,) znamének (tj. ¢isel 1 a —1) fada >~ €,x, konver-
guje.
(iii) Pro kazdou vybranou posloupnost (x,,) fada >/~ =,, konverguje.

Navod: (i) (iii) Pouzijte Bolzano-Cauchyovu podminku (Tvrzend 1.29(a) z predndsky).

K oppiLu 1.5 — HILBERTOVY PROSTORY, KOLMOST, NEJBLIZSI PRVKY

Piiklad 35. Necht (Q,%, P) je pravdépodobnostni prostor a Y;, Y, jsou dvé nezavislé
(redlné) nahodné veliciny s koneénym druhym momentem a nulovou stfedni hodnotou.
Ukazte, 7e Y; a Y, jsou kolmé prvky v prostoru L?(P).

Navod: PouZijte definice prislusniych pojmu z teorie pravdépodobnosti a vzorec pro stiedni
hodnotu soucinu nezdvislych ndhodniych veli¢in.



Priklad 36.

(1) Ukazte na piikladu, ze v neuplném prostoru se skaldrnim soucinem maximalni
ortonormalni systém nemusi byt iplny.

(2) Ukazte, ze v separabilnim prostoru se skaldrnim souc¢inem existuje tplny orto-
norméalni systém.

Navod: (1) Uvazte napriklad linedrni obal mnoZiny {e2,es, ...} U{(1)22,} v 2. (2) Pouzijte
ortogonalizaci na linedrné nezavislou posloupnost s hustym linedrnim obalem.

K oDDIiLU 1.6 — PROSTORY KONECNE A NEKONECNE DIMENZE

Piiklad 37. Necht X je normovany linedrn{ prostor koneéné dimenze a C' C X neprazdna
uzaviena konvexni mnozina.
(1) Ukazte, ze pro kazdé = € X existuje bod y € C nejblizsi k x.
(2) Najdete piiklad X, C' a x takovy, ze k x existuje v C' vice nejblizsich bodu.
(3) Ukazte, ze, pokud X = (F", [|-[|,) pro p € (1,00), je nejblizsi bod jednoznacné
urcen.

Navod: (1) PouZijte kompaktnost omezenyjch uzavienych mnozin. (2) Uvazte napriklad X =
(R2,|Il)- (3) Ukazte, Ze pro tyto prostory jednotkovd sféra meobsahuje Zddnou tsecku, a Ze z
toho tvrzeni plyne.

Priklad 38. Necht (X, ||-||) je normovany linedrni prostor nekone¢né dimenze. Ukazte,

ze na X existuji normy |||, ||-|/, s vlastnostmi
(a) |Il, > II]l a pfitom tyto dvé normy nejsou ekvivalentni;
(b) identita na X neni spojité ani z ||| do ||-||, ani z [|-||, do [|-||-

Navod: Modifikujte dikaz Tvrzeni 1.46(b) z predndsky.

K opDILU 1.7 — REALNE A KOMPLEXNI PROSTORY

Piiklad 39. Necht H je realny Hilbertiuv prostor nekoneéné dimenze. Ukazte, ze H je
izometricky Xg pro néjaky komplexni Hilbertuv prostor X.

Navod: Pouzijte Dusledek 1.38 z predndsky.

Priklad 40. Necht X = ¢y(N,R) nebo X = (?(N,R) pro p € [1,00]. Ukazte, Ze na
X existuje komplexni struktura, tj. X je izomorfni Yi pro néjaky komplexni Banachuv
prostor.

Navod: PouZijte Tvrzeni 1.48 z predndsky.

Priklad 41. (1) Necht X je komplexni normovany linearni prostor. Ukazte, ze pro
kazdé = € Xy existuje podprostor Xp izometricky (R?, ||-||,) obsahujic{ .
(2) Necht Y CC ¢o(N,R) je podprostor dimenze 2. Ukazte, ze jednotkové sféra YV
obsahuje usecku.
(3) Ukazte, ze ¢o(N,R) neni izometricky Xz pro zadny komplexni prostor X.

Navod: (2) Jet Y = span{z,y} pro linedrné nezivislé x,y € co(N,R), ||z] = |lvllc = 1.
Pokud existuje n, Ze |x,| = |ya| = 1, pak Sy obsahuje bud tusecku spojujici x a y nebo tsecku
spojujici x a —y. V pFipadé, Ze takové n neexistuje, oznacme F = {n;|z,| = 1}. Necht n € F
je takové, Ze |y, — x| je nejmenst. BUNO z, =1 (jinak misto x a y wvaZugjme —x a —y). Pak
pro dost malé € > 0 je ||x + ey|| = 1 + eyn. Odtud plyne existence isecky na Sy .



DALST PRIKLADY SOUVISEJICT S UVODNI KAPITOLOU

Piiklad 42. Nechf X je redlny normovany linedrni prostor dimenze n a A C X.
(1) Ukazte, ze pro kazdy = € co A existuji ay,...,a,+1 € A, ze © € co{ay,...,an11}-
(2) Je-li A kompaktni, dokazte, ze co A je také kompaktni.
(3) Jakd varianta (1) plati pro komplexni prostory?

Navod: (2) PouZijte zndmd fakta, Ze kartézsky soucin kompaktnich mnozZin je kompaktni
mnoZina a Ze spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni mnozina. S vyuzitim (1) vyjadrete
co A jako spojity obraz A"t x K, kde K je vhodnd kompaktni podmnozina R* 1.

Piiklad 43. Necht X je normovany linedrni prostor a A C X je kompaktni.
(1) Ukazte, ze €0 A je kompaktni.
(2) Ukazte na protiptikladu, Ze co A nemusi byt kompaktni.

Navod: (1) Ukazte, Ze co A je totdlné omezend. (2) VyuZijte fakt, Ze, pokud x, — x, pak
mnozina {x} U {zy;n € N} je kompaktni.

Piiklad 44. Nechf X je redlny normovany linedrni prostor koneéné dimenze a A C X je
konvexni mnozina spliujici span A = X. Ukazte, ze A ma neprazdny vnitiek v X.

Navod: BUNOO € A. Nechf a,...,an € A je bdaze X. Ukazte, Ze %H(cu +---+ay,) je vnitrni
bod A. (Uvazte dudlni bdzi a pouzijte, Ze vSechny linedrni funkciondly jsou spojité — Dusledek

L.42(e) z predndsky.)

Piiklad 45. Nechf X je Banachuv prostor a A C X je omezend mnozina. Ozna¢me

co,A = {Ztnan;an € At, €[0,1] pron € N,Ztn =1}
n=1 n=1
(1) Ukazte, ze vSechny uvedené fady konverguji v X.
(2) Ukazte, ze co A C co,A C €o A.
(3) Ukazte na protipiikladech, ze nemusi platit rovnosti.

Navod: (8) Pro proni inkluzi pouZijte stejny protipriklad jako v Prikladu 43, pro druhou uvazte
napriklad otevrrenou kouls.



