
ÚVOD DO FUNKCIONÁLNÍ ANALÝZY

PŘÍKLADY PRO POROZUMĚNÍ LÁTCE – ZS 2015/2016

PŘÍKLADY KE KAPITOLE II

K odd́ılu II.1 – sublineárńı funkcionály, pseudonormy, Hahn-Banachova
věta

Př́ıklad 1. Necht’ X je reálný vektorový prostor.

(1) Necht’ f1, . . . , fn jsou lineárńı funkcionály na X. Ukažte, že max{f1, . . . , fn} je
sublineárńı funkcionál na X.

(2) Necht’ p je sublineárńı funkcionál na X. Ukažte, že pro každé x ∈ X plat́ı

p(x) = max{f(x); f je lineárńı funkcionál na X, f ≤ p}.

Návod: (2) Použijte algebraickou Hahn-Banachovu větu, tj. Větu II.1 z přednášky.

Př́ıklad 2. Necht’ X je vektorový prostor nad F.

(1) Necht’ f1, . . . , fn jsou lineárńı funkcionály na X. Ukažte, že max{|f1| , . . . , |fn|} je
pseudonorma na X.

(2) Necht’ p je pseudonorma na X. Ukažte, že pro každé x ∈ X plat́ı

p(x) = max{|f(x)| ; f je lineárńı funkcionál na X, |f | ≤ p}.

Návod: (2) Použijte D̊usledek II.4 z přednášky.

Př́ıklad 3. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor a A ⊂ X∗ je omezená množina.

(1) Ukažte, že
pA(x) = sup{Re f(x); f ∈ A}, x ∈ X,

je spojitý sublineárńı funkcionál na X.
(2) Ukažte, že

qA(x) = sup{|f(x)| ; f ∈ A}, x ∈ X,
je spojitá pseudonorma na X.

(3) Necht’ 0 je vnitřńım bodem množiny A. Ukažte, že qA je ekvivalentńı norma na X.

Návod: (1,2) Spojitost ukažte tak, že ukážete lipschitzovskost.

Př́ıklad 4. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor a U otevřená konvexńı množina ob-
sahuj́ıćı 0. Ukažte, že existuje právě jeden sublineárńı funkcionál p na X, pro který plat́ı
U = {x ∈ X; p(x) < 1}. Ukažte, že p je spojitý.

Návod: Uvažte p(x) = inf{t > 0; x
t ∈ U}.

Př́ıklad 5. Dokažte Větu II.5 z přednášky (tj. Hahn-Banachovu větu o rozšǐrováńı spo-
jitých lineárńıch funkcionál̊u) pro reálné separabilńı normované prostory bez použit́ı Zor-
nova lemmatu.

Návod: Použijte existenci spočetné husté množiny, Lemma II.2 a Větu I.15.
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Př́ıklad 6. Dokažte Větu II.5 z přednášky pro komplexńı separabilńı normované prostory
bez použit́ı Zornova lemmatu.

Návod: Použijte předchoźı př́ıklad na reálnou část funkcionálu a Tvrzeńı I.47(d) z přednášky.

Př́ıklad 7. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, Y jeho podprostor a T : Y → `∞(Γ)

spojitý lineárńı operátor. Ukažte, že existuje lineárńı operátor T̃ : X → `∞(Γ), který

rozšǐruje T a pro něž plat́ı
∥∥∥T̃∥∥∥ = ‖T‖.

Návod: Použijte Hahn-Banachovu větu na funkcionály x 7→ Tx(γ) pro každé γ ∈ Γ.

Př́ıklad 8. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, Y jeho podprostor a Z normovaný
prostor konečné dimenze. Ukažte, že každý operátor T ∈ L(Y, Z) lze rozš́ı̌rit na operátor

T̃ ∈ L(X,Z).

Návod: Použijte předchoźı př́ıklad a ekvivalenci norem na prostorech konečné dimenze.

Př́ıklad 9. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor nad F a p je spojitý sublineárńı
funkcionál na X. Necht’ f je lineárńı funkcionál na X splňuj́ıćı Re f ≤ p. Ukažte, že f je
spojitý.

Návod: Ukažte, že Re f je omezená na BX . Odtud odvod’te, že Re f je spojitý, a tedy i f je

spojitý (např́ıklad s využit́ım Tvrzeńı I.47).

Př́ıklad 10. Ukažte, že na prostoru `∞(N,R) existuje Banachova limita, tj. spojitý
lineárńı funkcionál L s vlastnostmi:

• L((xn)) = lim
n→∞

xn, pokud limita existuje.

• Pokud xn ≤ yn pro všechna n, pak L((xn)) ≤ L((yn)).
• L(x1, x2, x3, . . . ) = L(x2, x3, x4, . . . ) pro každé (xn) ∈ `∞.

Návod: Použijte Větu II.1 z přednášky na funkcionál (xn) 7→ lim
n→∞

xn na c (tj. na podprostoru

tvořeném konvergentńımi posloupnostmi) a sublineárńı funkcionál p((xn)) = lim sup
n→∞

1
n(x1+ · · ·+

xn).

Př́ıklad 11. Ukažte, že Banachova limita z předchoźıho př́ıkladu nemůže splňovat L((xnyn)) =
L(xn)L(yn) pro každou dvojici (xn), (yn) ∈ `∞.

Návod: Ukažte, že nutně L(1, 0, 1, 0, . . . ) = 1
2 .

Př́ıklad 12. Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a Y ⊂ H jeho podprostor. Ukažte, že pro
každý funkcionál f ∈ Y ∗ existuje právě jeden funkcionál g ∈ H∗ stejné normy, který
rozšǐruje f .

Návod: Ukažte, že nutně g = 0 na Y ⊥.

Př́ıklad 13. Najděte podprostor Y ⊂ `1 a f ∈ Y ∗, pro který existuj́ı dvě r̊uzná rozš́ı̌reńı
na `1, která maj́ı stejnou normu.

Př́ıklad 14. Necht’X je normovaný lineárńı prostor a A ⊂ X. Ukažte, že (A⊥)⊥ = spanA.

Návod: Použijte D̊usledek II.9 z přednášky.

Př́ıklad 15. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor.

(1) Ukažte, že, je-li X∗ separabilńı, je i X separabilńı.
(2) Necht’ X je separabilńı. Muśı být i X∗ separabilńı?



Návod: (1) Necht’ {fn;n ∈ N} je hustá v X∗ a neobsahuje nulu. Pro každé n necht’ xn ∈ X je

takové, že fn(xn) 6= 0. Pomoćı předchoźıho př́ıkladu ukažte, že span {xn;n ∈ N} = X, a z toho

odvod’te separabilitu. (2) Použijte konkrétńı podobu duálńıch prostor̊u z odd́ılu II.4 z přednášky.

K odd́ılu II.2 – podprostory a kvocienty

Př́ıklad 16. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, Z jeho uzavřený podprostor a q :
X → X/Z kanonické kvocientové zobrazeńı. Připomeňme, že Větička II.11 z přednášky
ř́ıká, že q(UX) = UX/Z . Ukažte, že q(BX) = BX/Z , právě když pro každé x ∈ X existuje k
němu nejbližš́ı bod v Z.

Př́ıklad 17. Necht’ X = C([0, 1]) a Z = {f ∈ C([0, 1]); f = 0 na [0, 1
2
]}.

(1) Pro f ∈ X spočtěte dist (f, Z). Existuje nebližš́ı bod?
(2) Ukažte, že X/Z je izometrické C([0, 1

2
]) a popǐste tuto izometrii.

Návod: Ukažte, že zobrazeńı f 7→ f |[0, 1
2
] je kvocientové.

Př́ıklad 18. X = C([0, 1]) a Z = {f ∈ C([0, 1]); f( 1
n
) = 0 pro n ∈ N}.

(1) Pro f ∈ X spočtěte dist (f, Z). Existuje nejbližš́ı bod?
(2) Ukažte, že X/Z je izometrické prostoru c a popǐste tuto izometrii.

Př́ıklad 19. Uvažujme kvocient `∞/c0.

(1) Ukažte, že pro každé (xn) ∈ `∞ je ‖[(xn)]‖ = lim sup
n→∞

|xn|.

(2) Ukažte, že pro každé x ∈ `∞ existuje prvek c0 k němu nejbližš́ı.
(3) Je nebližš́ı bod určen jednoznačně?

Př́ıklad 20. Uvažujme kvocient `∞/c pro reálné prostory. (Prostor c byl definován v
Př́ıkladu I.6.)

(1) Ukažte, že pro každé (xn) ∈ `∞ je ‖[(xn)]‖ = 1
2

osc((xn)), kde

osc((xn)) = inf
n0∈N

sup
m,n≥n0

|xm − xn| .

(2) Ukažte, že pro každé x ∈ `∞ existuje prvek c k němu nejbližš́ı.
(3) Je nebližš́ı bod určen jednoznačně?

Návod: Ukažte, že osc((xn)) = lim sup
n→∞

xn− lim inf
n→∞

xn, nejblǐzš́ım bodem bude vhodná posloup-

nost (yn) splňuj́ıćı lim
n→∞

yn = 1
2(lim sup

n→∞
xn + lim inf

n→∞
xn).

Př́ıklad 21. Necht’ A je neprázdná omezená podmnožina C.

(1) Ukažte, že existuje

r(A) = min{ρ ≥ 0;∃λ ∈ C : A ⊂ B(λ, ρ).

Zde B(λ, 0) = {λ}. (r(A) je Čebyšev̊uv poloměr množiny A.)
(2) Ukažte, že existuje právě jedno λ ∈ C splňuj́ıćı A ⊂ B(λ, r(A)). (Toto λ je

Čebyšev̊uv střed množiny A.)

Návod: (1) Necht’ r znač́ı infimum. Pro každé n ∈ N zvolme λn ∈ C, že A ⊂ B(λn, r +
1
n). Ukažte, že posloupnost (λn) je omezená, a je-li λ hromadný bod, pak A ⊂ B(λ, r). (2)

Necht’ λ, µ ∈ C, s = |λ− µ| > 0. Ukažte, že pro každé r ≥ s
2 je B(λ, r) ∩ B(µ, r) ⊂ B(12(λ +

µ),
√
r2 − (s/2)2).



Př́ıklad 22. Uvažujme kvocient `∞/c pro komplexńı prostory. (Prostor c byl definován
v Př́ıkladu I.6.)

(1) Ukažte, že pro každé (xn) ∈ `∞ je ‖[(xn)]‖ = infn∈N r({xm;m ≥ n}).
(2) Ukažte, že pro každé x ∈ `∞ existuje prvek c k němu nejbližš́ı.
(3) Je nebližš́ı bod určen jednoznačně?

Návod: (2) Označme rn = r({xm;m ≥ n}) a r = infn rn = lim
n
rn. Necht’ λn ∈ C je Čebyšev̊uv

střed množiny {xm;m ≥ n}. Ukažte, že posloupnost (λn) konverguje k nějakému λ ∈ C a že

nejblǐzš́ım bodem je vhodná posloupnost s limitou λ.

Př́ıklad 23. Necht’ Bb([0, 1]) a Lb([0, 1]) jsou prostory omezených borelovských resp. lebe-
sgueovsky měřitelných funkćı definované v Př́ıkladu I.8. Necht’ Z je podprostor Lb([0, 1])
tvořený funkcemi skoro všude rovnými nule.

(1) Ukažte, že Z je uzavřený podprostor Lb([0, 1]).
(2) Pro f ∈ Lb([0, 1]) spočtěte dist (f, Z).
(3) Pro f ∈ Bb([0, 1]) spočtěte dist (f, Z ∩ Bb([0, 1])). Je tato vzdálenost stejná jako

dist (f, Z)?
(4) Ukažte, že kvocienty Lb([0, 1])/Z i Bb([0, 1])/(Z ∩Bb([0, 1])) jsou izometrické pro-

storu L∞([0, 1]).

K odd́ılu II.3 – vnořeńı do druhého duálu a reflexivita

Př́ıklad 24. Necht’ X je komplexńı normovaný lineárńı prostor. Připomeňme, že XR je
jeho reálná verze a že zobrazeńı φ : (X∗)R → (XR)∗ definované předpisem φ(f)(x) =
Re f(x) (f ∈ (X∗)R, x ∈ XR) je dle Tvrzeńı I.47 z přednášky lineárńı izometrie mezi
reálnými Banachovými prostory (X∗)R a (XR)∗. Pro F ∈ (X∗∗)R definujme zobrazeńı
ψ(F ) : (XR)∗ → R předpisem ψ(F )(g) = ReF (φ−1(g)) pro g ∈ (XR)∗.

(1) Ukažte, že ψ je lineárńı izometrie (X∗∗)R na (XR)∗∗.
(2) Ukažte, že ψ ◦κX = κXR

(kde κX je kanonické vnořeńı X do X∗∗ uvažované jako
zobrazeńı mezi reálnými prostory XR a (X∗∗)R).

(3) Ukažte, že X je reflexivńı, právě když XR je reflexivńı.

Př́ıklad 25. Necht’ K je nekonečný kompaktńı metrický prostor.

(1) Ukažte, že v K existuje prostá konvergentńı posloupnost.
(2) Ukažte, že pro každé x ∈ K vzorec δx(f) = f(x), f ∈ C(K), definuje spojitý

lineárńı funkcionál normy 1.
(3) Ukažte, že pro x1, . . . , xn ∈ K r̊uzné a c1, . . . , cn ∈ F plat́ı∥∥∥∥∥

n∑
j=1

cjδxj

∥∥∥∥∥ =
n∑

j=1

|cj| .

(4) Necht’ (xn) je posloupnost z bodu (1) s limitou x ∈ K. Uvažme

Y = span{δx, δx1 , δx2 , . . . } ⊂ C(K)∗.

Ukažte, že prvky δx, δx1 , δx2 , . . . jsou lineárně nezávislé a že funkcionál ϕ : Y → F,
který prvku Y přǐrad́ı jeho koeficient u δx, je spojitý na Y (a má normu 1).

(5) Ukažte, že žádné rozšǐreńı ϕ na C(K)∗ (tj. na prvek C(K)∗∗) nepatř́ı do κ(C(K))
a z toho odvod’te, že C(K) neńı reflexivńı.

Návod: (3) Pro d̊ukaz nerovnosti ≥ využijte Lemma II.26 z přednášky. Necht’ d je metrika

na K. Najděte r > 0, že Bd(xj , r), j = 1, . . . , n jsou disjunktńı, a s využit́ım bodu (b) lemmatu

najděte funkci f ∈ C(K) takovou, že ‖f‖∞ = 1 a cjf(xj) = |cj | pro j = 1, . . . , n. (4) Lineárńı

nezávislost odvod’te z (3), stejně jako normu ϕ. (5) Necht’ rozš́ıřeńı je tvaru κ(f). Spočtěte

hodnoty f v bodech x a xk, k ∈ N, a ukažte, že f nem̊uže být spojitá.



Př́ıklad 26. Necht’ K je nekonečný kompaktńı metrický prostor, posloupnost (xn) a x
necht’ jsou jako v předchoźım př́ıkladu. Ukažte, že funkcionál ϕ = δx −

∑∞
n=1

1
2n
δxn má

normu 2 a své normy nenabývá. Odtud znovu odvod’te, že C(K) neńı reflexivńı.

Návod: Pro výpočet normy použijte bod (3) předchoźıho př́ıkladu. Předpokládejme, že norma

se nabývá v nějaké funkci f ∈ BC(K). Ukažte, že f nem̊uže být spojitá v bodě x.

K odd́ılu II.4 – reprezentace duálńıch prostor̊u

Př́ıklad 27. Ukažte, že c∗∗0 je izometrický `∞ a že kanonickému vnořeńı odpov́ıdá identické
zobrazeńı c0 do `∞.

Návod: Použijte Větu II.21.

Př́ıklad 28. Necht’ c je prostor konvergentńıch posloupnost́ı z Př́ıkladu I.6. Ukažte, že c∗

je izometrický `1 a př́ıslušnou izometrii popǐste.

Návod: Uvažte zobrazeńı T : `1(N∪{∞})→ c∗ definované předpisem T (f)((xk)) =
∑∞

k=1 f(k)xk+

f(∞) · lim
k→∞

xk.

Př́ıklad 29. Necht’ Γ je nespočetná množina. Pro každou z ńıže uvedených σ-algeber Σ a
měr µ popǐste prostory L1(Γ,Σ, µ), L∞(Γ,Σ, µ) a (L1(Γ,Σ, µ))∗. V kterých př́ıpadech je
zobrazeńı Φ : L∞(Γ,Σ, µ)→ (L1(Γ,Σ, µ))∗ z Věty II.23 z přednášky izometrie a v kterých
př́ıpadech je na?

(1) Σ jsou všechny podmnožiny Γ, µ je poč́ıtaćı mı́ra (tj. pro konečné množiny dává
počet prvk̊u, pro nekonečné množiny dává ∞).

(2) Σ = {A ⊂ Γ;A je spočetná nebo Γ \ A je spočetná}, µ je zúžeńı poč́ıtaćı mı́ry na
Σ.

(3) Σ je jako v bodě (2), µ(A) = 0 pro spočetnou A a µ(A) = ∞, pokud Γ \ A je
spočetná.

(4) Σ je jako v bodě (2), µ(A) = 0 pro spočetnou A a µ(A) = 1, pokud Γ \ A je
spočetná.

(5) Σ jsou všechny podmnožiny Γ, µ(∅) = 0 a µ(A) =∞ pro A 6= ∅.

Př́ıklad 30. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s mı́rou. Uvažme zobrazeńı Φ : L∞(Γ,Σ, µ) →
(L1(Γ,Σ, µ))∗ z Věty II.23.

(1) Ukažte, že Φ je izometrie do, právě když plat́ı podmı́nka

∀A ∈ Σ, µ(A) > 0∃B ∈ Σ : B ⊂ A & 0 < µ(B) <∞.
(Takové mı́̌re se ř́ıká polokonečná.)

(2) Ukažte na protipř́ıkladu, že ani pro př́ıpad polokonečné mı́ry nemuśı být Φ na.
(3) Předpokládejme, že µ je polokonečná a nav́ıc každá množina A ⊂ Ω taková, že

A∩B ∈ Σ pro každou B ∈ Σ konečné mı́ry, sama patř́ı do Σ. Ukažte, že pak je Φ
na.

(4) Ukažte, že pro úplnou mı́ru µ plat́ı v předchoźım bodě i opačná implikace.

Návod: (1) Použijte metodu př́ıslušné části d̊ukazu Věty II.23. (2) Použijte vhodný bod předchoźıho

př́ıkladu. (3) Modifikujte d̊ukaz pro σ-konečný př́ıpad. (4) Necht’ Σ′ = {A ⊂ Ω;A ∩ B ∈
Σ pro každou B ∈ Σ konečné mı́ry}. Ukažte, že Σ′ je σ-algebra, že µ lze rozš́ıřit na Σ′, L1(Σ) =

L1(Σ′), ale L∞(Σ) $ L∞(Σ′), pokud Σ $ Σ′.



Př́ıklad 31. Uvažme zobrazeńı Ψ : Bb([0, 1]) →M([0, 1])∗ a Υ : `∞([0, 1]) →M([0, 1])∗

daná předpisem

Ψ(f)(µ) =

∫
[0,1]

f dµ, f ∈ Bb([0, 1]), µ ∈M([0, 1]);

Υ(f)(µ) =
∑
t∈[0,1]

f(t) · µ({t}), f ∈ `∞([0, 1]), µ ∈M([0, 1]).

(1) Ukažte, že Ψ je lineárńı izometrie Bb([0, 1]) do M([0, 1])∗.
(2) Ukažte, že zúžeńı Ψ na C([0, 1]) odpov́ıdá kanonickému vnořeńı C([0, 1]) do druhého

duálu (při identifikaci C([0, 1])∗ s M([0, 1]) dle Věty II.27).
(3) Ukažte, že Υ je lineárńı izometrie `∞([0, 1]) do M([0, 1])∗.
(4) Ukažte, že `∞c ([0, 1]) ⊂ Bb([0, 1]) a že pro f ∈ `∞c ([0, 1]) je Ψ(f) = Υ(f).
(5) Ukažte, že Ψ(1) neńı v oboru hodnot Υ.
(6) Ukažte, že Υ(1) neńı v oboru hodnot Ψ.
(7) Ukažte, že (Ψ(Bb([0, 1])))⊥ = {0} a popǐste (Υ(`∞([0, 1])))⊥.

Návod: (5) Uvažte hodnotu na Lebesgueově mı́ře. (6) Předpokládejme, že Ψ(f) = Υ(1). Apli-

kaćı na Diracovy mı́ry odvod’te, že nutně f = 1. Následně ukažte, že Ψ(1) 6= Υ(1). (7) Pro prvńı

rovnost použijte výsledek (2).

Př́ıklad 32. Necht’ (Xn) je posloupnost Banachových prostor̊u.

(1) Ukažte, že ((⊕n∈NXn)c0)
∗ je izometrický (⊕n∈NX

∗
n)`1 a popǐste př́ıslušnou izometrii.

(2) Necht’ p ∈ [1,∞) a q ∈ (1,∞] jsou taková, že 1
p

+ 1
q

= 1. Ukažte, že ((⊕n∈NXn)`p)∗

je izometrický (⊕n∈NX
∗
n)`q a popǐste př́ıslušnou izometrii.

(3) Necht’ p ∈ (1,∞). Ukažte, že prostor (⊕n∈NXn)`p je reflexivńı, právě když každý z
prostor̊u Xn je reflexivńı.

Návod: Použijte metodu d̊ukazu Věty II.21 a D̊usledku II.22 z přednášky.

Př́ıklad 33.

(1) Necht’ (xn) ∈ `1. Ukažte, že funkcionál na c0 reprezentovaný posloupnost́ı (xn) (ve
smyslu Věty II.21 z přednášky) nabývá své normy, právě když jen konečně mnoho
jeho souřadnic je nenulových.

(2) Necht’ (xn) ∈ `∞. Ukažte, že funkcionál na `1 reprezentovaný posloupnost́ı (xn)
(ve smyslu Věty II.21 z přednášky) nabývá své normy, právě když existuje m ∈ N,
pro které |xm| = ‖(xn)‖∞.

Př́ıklad 34. Necht’ µ je σ-konečná mı́ra a f ∈ L∞(µ). Ukažte, že funkcionál na L1(µ)
reprezentovaný funkćı f (ve smyslu Věty II.23 z přednášky) nabývá své normy, právě
když množina {x ∈ Ω; |f(x)| = ‖f‖∞} má kladnou mı́ru.

Př́ıklad 35. Necht’ K je kompaktńı metrický prostor a µ ∈ M(K,R). Ukažte, že funk-
cionál na C(K,R) reprezentovaný mı́rou µ (ve smyslu Věty II.27 z přednášky) nabývá
své normy, právě když existuj́ı disjunktńı uzavřené množiny F1, F2 ⊂ K takové, že µ+ je
nesená F1 a µ− je nesená F2 (tj. µ+(K \ F1) = 0 a µ−(K \ F2) = 0).

Návod: Pro implikaci ⇐ použijte Lemma II.26(b) z přednášky. Pro opačnou implikaci uvažte

f , v ńı̌z se norma nabývá a ukažte, že lze vźıt F1 = f−1(1) a F2 = f−1(−1).


