UVOD DO FUNKCIONALNI ANALYZY

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE — ZS 2015/2016

PRIKLADY KE KAPITOLE III

K oppiLu II1.1 — MNOZINY PRVNf A DRUHE KATEGORIE, PRINCIP STEJNOMERNE
OMEZENOSTI, VETA O OTEVRENEM ZOBRAZEN{, VETA O UZAVRENEM GRAFU

Priklad 1. Necht X je normovany linearni prostor a Y C X jeho vektorovy podprostor.
Ukazte, ze Y je tidky v X, pravé kdyz neni husty v X.

Piiklad 2. Necht X je Banachuv prostor a ¥ C X vektorovy podprostor, ktery je
rezidudlni (tj. X \ Y je prvni kategorie v X). Ukazte, ze Y = X.

Navod: Nechtf x € X\ Y. Uvaste Y ax+Y.

Piiklad 3. Necht X je Banachiv prostor a Y C X husty podprostor. Ukazte, Ze Y je
prvni kategorie v X, pravé kdyz je prvni kategorie v sobé.

Piiklad 4. Necht X je Banachuv prostor nekoneéné dimenze. Ukazte, Ze kazd4 jeho
algebraicka (Hamelova) baze je nespocetna.

Navod: PouZijte fakt, Ze kazZdy podprostor X konecné dimenze je uzavieny v X a Baireovu
VELU.

Piiklad 5. Ukazte, ze kazdy nekonecnérozmérny Banachuv prostor X obsahuje vlastni
podprostor, ktery je druhé kategorie v X.

Navod: Necht B je algebraickd bdze X a {xn;n € N} prostd posloupnost v B. Z Baireovy véty
odvodte, Ze existuje n € N, Ze span (B \ {xy; k > n}) je druhé kategorie v X .

Piiklad 6. Ukazte, ze existuji normované linedrni prostory, které nejsou uplné, ale jsou
druhé kategorie v sobé.

Navod: Zkombinujte priklady 5, 1 a 3.

Priklad 7. Necht ¢y oznacuje vektorovy prostor vsech éiselnych posloupnosti, které maji
jen konecné mnoho nenulovych ¢clenti. Necht X = (coo, [|-[|,,), kde p € [1, 00].
(1) Ukazte, ze prostor X je prvni kategorie v sobé.
(2) Najdéte posloupnost spojitych linedarnich funkcionala (f,) na X, kterd bodové
konverguje k nespojitému funkcionalu.

Piiklad 8. Necht (a,) je ¢iselnd posloupnost.
(1) Necht p € [1,00). Prepoklddejme, ze pro kazdé (z,) € ¢ fada Y., axzy konver-
guje. Ukazte, ze (a,) € (7, kde g € (1, 00| splnuje 1% + %
(2) Piepokladejme, ze pro kazdé (z,) € ¢y fada > -, apx), konverguje. Ukazte, ze
(an) € L1

Navod: Aplikujte princip stejnomérné omezenosti na posloupnost (fp), kde fn((zr)) = > p_i k.



Piiklad 9. Necht X je Banachuv prostor, Y normovany linedrn{ prostor a (7},) posloup-
nost v L(X,Y) takovd, ze lim T,z existuje pro kazdé = € X. Z Banach-Steinhausovy véty

vime, ze limitn{ zobrazeni Tz = lim T,z patii do L(X,Y"). Musi platit T,, — T'v L(X,Y)?
Navod: Uvazte napriklad X =co, Y =F, T,((zx)) = n.-

Priklad 10. Necht X je normovany linedrn{ prostor, Y Banachuv prostor a (7},) omezend
posloupnost v L(X,Y). Predpokladejme, ze existuje hustd podmnozina A C X, ze pro
kazdé x € A je posloupnost (T,x) konvergentni v Y. Ukazte, Ze existuje pravé jeden
operator T € L(X,Y), ze T, — Tz pro kazdé z € X.

Navod: Necht Xo = {x € X;(T,x) konverguje}. Ukazte, e Xq je hustij vektorovj podprostor
X a limitni zobrazent patii do L(Xo,Y). S pouzitim Veéty 1.15 z predndsky je rozsirte na T €
L(X,Y) a ukazte (s vyuzitim omezenosti (T,,)), zZe Tpx — Tx pro kazZdé x € X.

Priklad 11.
(1) Najdéte funkei f : R — R, kterd ma uzavieny graf a neni spojitd na R.
(2) Najdeéte funkci f:[0,1] — R, kterd mé uzavieny graf a neni spojita na [0, 1].
(3) Necht X, K jsou metrické prostory, pficemz K je kompaktni. Ukazte, Ze funkce
f: X — K je spojita, pravé kdyz ma uzavieny graf.

Piiklad 12. Necht X je Banachuv prostor, Y normovany lineiarni prostor a 7' : X — Y
je spojité linearni zobrazeni X na Y.

(1) Je-li T oteviené, ukazte, ze Y je tplny.

(2) Je-li Y druhé kategorie v sobé, ukazte, ze T' je oteviené.

(3) Je-li Y druhé kategorie v sobé¢, ukazte, ze Y je tiplny.

Navod: (1) Ukaste, 3 zobrazeni T z Turzend I1.12(b) z pFedndsky je izomorfismus. (2) Projdéte
dukaz véty o otevieném zobrazeni a ovérte, Ze funguje i za téchto predpokladi. (3) Zkombinujte

(1) a (2).
K oppiLu II1.2 — PROJEKCE, KOMPLEMENTOVANE PODPROSTORY

Piiklad 13. Necht X je normovany linearni prostor, Y a Z jeho dva uzaviené podprostory
spliujici Y N Z = {0} aY + Z = X. Ukazte, ze Z je topologicky doplnék Y, pravé kdyz
dist (Sy, Sz) > 0.

Navod: Necht P je projekce na Y podél Z. Je-li P spojitd, ukazte, Ze dist (Sy,Sz) > ZE
Obrdcené, neni-li P spojitd, existuje posloupnost (x,) v X, pro kterou plati z,, — 0 a ||Pz,| = 1.

Odtud odvod’te, ze dist (Sy,Sz) = 0.

Piiklad 14. Necht X je Banachuv prostor, Y a Z jeho dva uzaviené podprostory spliujici
Y NZ ={0}. Ukazte, ze Y + Z je uzavieny podprostor X, pravé kdyz dist (Sy, Sz) > 0.

Navod: Je-li Y + Z wzavreny, pouzijte Vétu II1.11 z predndsky a predchozi priklad. Obrdcene,
je-lidist (Sy, Sz) > 0, z predchoziho prikladu plyne, Ze projekce P prostoruY +Z na'Y podél Z je
spojitd. Rozsitte P a Id—P na'Y + Z podle Tvrzeni 1.15 z predndsky a ukazte, ZeY + Z =Y +Z.

Piiklad 15. Necht X = ¢y nebo X = (7, p € [1,00). Najdéte dva uzaviené podprostory
Y,Z C X takové, ze Y N Z = {0} a Y 4+ Z je vlastni husty podprostor X.

Navod: Necht (e,) jsou kanonické bdzové vektory. Vezméte Y = span{esn;n € N} a Z =
span {apean—1 + €2n;n € N} pro vhodné zvolené konstanty .



Piiklad 16. Necht X je normovany linearni prostor a Y jeho podprostor izomorfni pro-
storu ¢>°(I") pro néjakou mnozinu I'. Ukazte, ze Y je komplementovany v X.

Navod: PouZijte Priklad I1.7.

Priklad 17. Ukazte, ze existuje systém A nekoneénych podmnozin N, ktery je nespocetny
a pritom prunik kazdych dvou ruznych prvku A je koneény. (Tj. nespocetny skoro dis-
junktni systém podmnozin N.)

Navod: Pruni moznost: PouZijte Zornovo lemma k dikazu, Ze existuje maximdlni systém s
danou vlastnosti a ukazle, Ze nemuze byt spocetny. Druhd moznost: Pro kazdé x € R zafizujme
posloupnost (gn(z)) raciondlnich ¢isel konvergugici k x a polozme Ay = {qn(z);n € N}. Nakonec
pouzijte, Ze existuje bijekce Q na N.

Priklad 18. Ukazte, ze ¢y neni komplementovany v £°°.

Navod: Sporem. Necht P je spojitd projekce £°° na cy. Oznacme Q = I — P. Pak i Q je spojitd
projekce, co = ker Q. Necht A je systém z predchoziho prikladu. Pro A € A necht x4 = xA.
Ukazte, Ze existuji m,n € N, Ze Ay, = {A € A;|Q(za)(n)] > %} je nespocéetnd. Zdroven
ukazte, Ze Ay, musi byt koneénd: Necht Ay, ..., Ay € Ap,. Polozme Bj = A;\ U#k A a

Y; = X8, Ukazte, Ze Q(yj) = Q(xAj) a pro vhodné komplexni jednotky o plati HZ] OéjyjH =1
a HQ(Z] ajyj)H > % a odtud odvod'te horni odhad pro k. Nakonec odvod'te spor.

K oppiLu I11.3 — DUALNT A ADJUNGOVANE OPERATORY

Piiklad 19. Necht X je normovany linedrni prostor, Y jeho podprostor. Necht 7 : Y —
X je identické zobrazeni. Ukazte, ze T' : X* — Y™* je ddno vzorcem T"(xz*) = z*|y pro
x* e X*.
Piiklad 20. Necht X je normovany linedrni prostor a ¢ € X*.

(1) Interpretujte rovnost F* =T (tj. popiste piislusnou izometrii).

(2) Odvod'te vzorec pro ¢ € L(F*, X*) jakozto pro prvek L(F,X*) pti identifikaci
z bodu (1).

Priklad 21. Necht X = (F™, ||| y) a Y = (F™, ||-||y)-

(1) Ukazte, ze kazdy operdator T' € L(X,Y) je reprezentovan néjakou matici typu
n X m, tj. existuje A matice typu n x m, ze pro kazdé x € X je Tz = Az (vektory
piseme do sloupce).

(2) Ukazte, ze X* lze reprezentovat jako F" (s néjakou normou) a podobné Y* lze
reprezentovat jako F™ (s néjakou normou).

(3) Necht T € L(X,Y). Pak T’ lze pomoci piedchoziho bodu interpretovat jako
linedrni operator F™ — [F". Jakou matici je reprezentovan operator 77, je-li T
reprezentovan matici A?

Priklad 22. Necht X = (F",||-||,) aY = (F™,||-||,)- Necht T € L(X,Y) je reprezentovin
matici A. Jakou matici je reprezentovan hilbertovsky adjungovany operator 77

Piiklad 23. Necht K, L jsou dva (metrické) kompaktni prostory a ¢ : K — L spojité
zobrazeni. Definujme operator T': C(L) — C(K) predpisem T'(f) = f o ¢. Interpretujte
dudlni operator 7" jako operator M(K) — M(L) (pomoci Veéty 11.27). Ukazte, ze pii
této interpretaci pro p € M(K) je T"(n) = ¢(u) (obraz miry p pii zobrazeni ¢).

Navod: Dokazte, Ze o(p) je requldarni borelovskd mira a pouZijte vétu o integraci podle obrazu
miry.



Piiklad 24. Necht X je normovany linedrn{ prostor a P € L(X) je projekce.

(1) Ukazte, ze P’ je projekce na X'.

(2) Ukazte, ze (PX)* je izomorfni P'X*.

(3) Pokud ||P|| = 1, ukazte, ze (PX)* je izometrické P'X*.
Piiklad 25. Necht H je Hilbertuv prostor a P € L(H) je projekee.

(1) Ukazte, ze P* je také projekce.

(2) Ukazte, ze P je ortogonalni projekce (tj. ker P = (P(H))1t), pravé kdyz P* = P.
Priklad 26. Necht py,py € [1,00), p1 < pa.

(1) Ukazte, ze (P C (P2,

(2) Necht T : P* — (P2 je identita“. Ukazte, ze T € L({P*,¢P2) a ||T| = 1.

(3) Vyjadiete T" jako prvek L(¢%2 (1) pro odpovidajici ¢1,q2 € (1,00] s pouzitim

reprezentace dualu podle oddilu I1.4 z predn&sky.
Navod: (1),(2) Ukazte By C Byws.

Piiklad 27. Necht p € [1,00).
(1) Ukazte, ze P C cy.
(2) Necht T : 7 — ¢y je ,identita“. Ukazte, ze T € L({?,cy) a ||T]| = 1.
(3) Vyjddiete T" jako prvek L(¢!,¢7) pro odpovidajici ¢ € (1, 00] s pouZitim reprezen-
tace dudlu podle oddilu II.4 z prednasky.
Piiklad 28. Necht py,ps € [1,00), p1 < pa ar > 0.
(1) Ukazte, ze LP*([0,r]) C LP([0,r]).
(2) Necht T : L*2([0,7]) — LP*(]0,r]) je ,identita®. Ukazte, ze T € L(LP2([0,r]), L ([0,
a spoctete || T|.
(3) Vyjadiete T" jako prvek L(L?([0,r]), L%(]0,7])) pro odpovidajici ¢1, g2 € (1,00] s
pouzitim reprezentace dualu podle oddilu I1.4 z prednasky.

Navod: (1),(2) Pouzijte Hélderovu nerovnost.

Piiklad 29. Necht H,;, H, jsou Hilbetovy prostory a T je izometrie H; na H,. Ukaite,
ze T* =T

Navod: PouZijte polarizacni identitu.
Piiklad 30. Necht X,Y jsou Banachovy prostory a S € L(Y*, X*). Ukazte, Ze existuje
T € L(X,Y) splaujici S = T", prave kdyz S’(sx (X)) C sy (Y).

Navod: Pro implikaci = vyuZijte Véticku II1.16(d) z predndsky, pro opacnou implikaci polozte
T = %;IS’%X a ovérte, ze T = S.
Piiklad 31. Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Ukazte, Ze zobrazeni T' +— T" zobrazuje
L(X,Y) na L(Y*, X*), pravé kdyz Y je reflexivni nebo X = {o}.

Navod: Pro implikaci <= pouZijte predchozi priklad. Pro opac¢nou implikact predpoklddejte,
Ze p € Y\ x#(Y) a 2* € X*\ {0} a wvazite operdtor S € L(Y*,X*) definovany vzorcem
S(y) = e(y*)a”



K oppiLu II1.4 — KOMPAKTNOST V BANACHOVYCH PROSTORECH, KOMPAKTN{
OPERATORY

Piiklad 32. Nechf A C ¢y. Ukaite, Ze A je relativné kompaktni, pravé kdyz

oo
<sup |xn|> € ¢.
zeA n=1

Navod: Necht (a,) je uvedend posloupnost. Pro dikaz implikace < dokazte, Ze A je totdlné
omezend s vyuzitim toho, Ze a, — 0 a totdlni omezenosti omezengch mnozin v konecnérozmerném
prostoru. Pro dukaz opacné implikace predpoklddejme, Ze a, / 0. Pak existuje € > 0, Ze pro
nekonecné mnono n je an, > ¢. Ukazte, Ze pak v mnoZiné A existuje §-diskrétni posloupnost.

Piiklad 33. Necht p € [1,00) a A C (7. Ukazte, ze A je relativné kompaktni, prave kdyz
je omezend a navic fada Y~ |z,|” konverguje stejnomérné pro z € A.

Navod: Pro implikaci = pouZijte totdlni omezenost a konvergenci uvedené Tady pro kaZdé
x € A. Pro implikaci < pouZijte totdlni omezenost omezenengch mnozin v koneénérozmeérnych
prostorech k dikazu totdlni omezenosti A.

Piiklad 34. Necht p € [1, 00). Ukazte, Ze existuje A C P relativné kompaktni, pro kterou

(sup|o:n|) ¢ e
T€A n=1

Navod: PouZijte nasledugici postieh: Pokud (x,) je posloupnost v X a x, — x, pak mnoZina
{z} U{zn;n € N} je kompaktni.

Piiklad 35. Necht ¢ je prostor konvergentnich posloupnosti a A C c. UkaZte, Ze A je rela-
tivné kompaktni, pravé kdyz je omezend a navic posloupnost (z,,) konverguje stejnomérné
pro x € A.

Priklad 36. Ukazte, ze mnozina
A={feC(0,1]); | fllo < C & f je D-lipschitzovska}
je kompaktni v C([0, 1]) pro kazdou volbu C' >0 a D > 0.
Navod: Pouzijte vétu Arzela-Ascoliovu.
Priklad 37. Ukazte, ze ,identita“ C'([0,1]) — C([0,1]) je kompaktni operator.

Navod: Ukazte, Ze funkce v obrazu jednotkové koule jsou 1-lipschitzovské a pouZijte predchozi
priklad.

Priklad 38. Necht k € C([0,1]%). Pro f € C([0,1]) definujme

/f k(s,t)ds, te]0,1].

(1) Ukazte, ze T' € L(C([0,1])
(2) Ukazte, ze operator T je kompaktm.

Navod: (1) K dukazu spojitosti funkce T f lze pouZit naptiklad vétu o spojité zdvislosti in-
tegrdalu na parametru. Nebo lze rovnou dokazovat silnéjsi turzeni v (2). (2) PouZijte vétu Arzela-
Ascoliovu. Stejnou spojitost prislusnijch funkci odvod’te ze stejnomérné spojitosti k.



Priklad 39. Necht k € L*([0,1]?). Pro f € L*([0,1]) definujme

/ f(s t €10,1].
(1) Ukazte, ze T € L(L?*([0,1])
(2) Ukazte, ze operator T je kompaktnl.

Navod: (1) Nejprve s pouzitim Fubiniovy véty a Cauchy-Schwarzovy nerovnosti ukazte, Ze
funkce (s,t) — f(s)k(s,t) je integrovatelnd na [0,1])%. Ndsledné pouZijte podobny viypocet k
diikazu toho, ze Tf € L2([0,1]) a k odhadu normy T. (2) Ukaste, Ze funkce tvaru (s,t)
Doimy 2y i a, (s)xs;(t) jsou husté v L2([0,1)?). Necht (k) je posloupnost funkei tohoto
tvaru konvergugici v L?([0,1]%) ke k. Definujte operdtory T, stejnym vzorcem jako T s ky na
misté k. Ukazte, ze T, jsou koneénédimenziondini a T,, — T v L(L*([0,1])).

K oppiLUM III1.5 A II1.6 — SPEKTRUM OMEZENEHO LINEARNTHO OPERATORU,
SPEKTRUM KOMPAKTNICH OPERATORU

Poznamka. V tomto oddilu jsou vSechny prostory komplexni.
Priklad 40. Necht X je Banachuv prostor a Sy, S, T € L(X) splituji ST = T'Sy = Id.
Ukazte, ze S} = Sy = T, a tedy T je invertibilni.
Priklad 41. Necht X je Banachuv prostor a P € L(X) je projekce. Popiste o(P), o,(P)
a napiste vzorec pro rezolventni funkci.
Piiklad 42. Necht X je Banachuv prostor a T € L(X).

(1) Necht T je invertibiln{ (tj. T je izomorfismus X na X). Ukazte, ze

1
o(T™h) = {X;)\ € O'(T)} :

(2) Necht T je izometrie X na X. Ukazte, ze o(T) C {\ € C;|\| = 1}.

Piiklad 43. Necht X je Banachuv prostor a T € L(X). Ukazte, Ze plati
o(T?) = { M A€ o(T)}.
Navod: Ukazte, Ze \21d —T? = (AId —T)(AId +T) = (AId+T)(AId —=T). Z toho odvod'te, Ze
A2 1d —T7? je invertibilng, prdavé kdyz \Id +T i A\Id =T jsou invertibilni.
Pi#iklad 44. Necht H je Hilberttv prostor a T € L(H). Ukaite, ze o(T*) = {\; A € o(T)}.
Piiklad 45. Necht X = ¢y nebo X = (P pro néjaké p € [1,00). Necht (a,) je omezend
posloupnost komplexnich ¢isel. Definujme operator T € L(X) predpisem
T((x,)) = (apxy), (z,) € X.

(1) Ukazte, ze T je opravdu spojity linedrni operator na X spliujici ||7']| = ||(an)||
(2) Ukazte, ze T je kompaktni, pravé kdyz a,, — 0.
(3) Najdeéte o,(T).
(4) Najdeéte o(T).
Navod: (2) Pokud a, # 0, pouZijte Véticku II1.22, pokud a, — 0, ukazte, Ze T je limitou

konecnédimenziondlnich operdtori (v normé L(X)). (3,4) Vyzkoumejte, za jakych podminek je
T prosty respektive invertibilni; a pak vyuZijte faktu, Ze operdtor A1d —T' je podobného tvaru.



Priklad 46. Necht X = L?([0,1]) pro n&jaké p € [1,00) a g € L>([0,1]). Definujme
operator T € L(X) predpisem

T(f)=tg, feX
(1) Ukazte, ze T je opravdu spojity linearni operdtor na X splaujici ||T'|| = ||g]| .-
(2) Ukazte, ze 0,(T) = {\ € C; g *(\) je kladné miry}.
(3) Ukazte, ze o(T") je esencidlni obor hodnot g.
(4) Ukazte, ze T je kompaktni pouze v piipadé g = 0.

Navod: (3) Nejprve zjistéte, kdy T je invertibilni. Pritom odvod'te, jaky musi bijt tvar T—!
a pouZijte na inverzni operdtor odhady z (1). Ddle pouzijte fakt, Ze operdtor N\1d =T je téhoZ
typu jako T. (4) Ukazte, Ze pokud md T nenulové vlastni ¢islo, pak jeho ziZeni na vhodny
nekonecnérozmeérny podprostor X je izomorfismus (vyuzijte (2)), a tedy T neni kompaktni. Z
Véty II1.32 z predndsky a (3) pak odvod’te, Ze, je-li T kompaktni, esencidlni obor hodnot g musi
byt {0}.



