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PŘÍKLADY PRO POROZUMĚNÍ LÁTCE – ZS 2015/2016

PŘÍKLADY KE KAPITOLE III

K odd́ılu III.1 – množiny prvńı a druhé kategorie, princip stejnoměrné
omezenosti, věta o otevřeném zobrazeńı, věta o uzavřeném grafu

Př́ıklad 1. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor a Y ⊂ X jeho vektorový podprostor.
Ukažte, že Y je ř́ıdký v X, právě když neńı hustý v X.

Př́ıklad 2. Necht’ X je Banach̊uv prostor a Y ⊂ X vektorový podprostor, který je
reziduálńı (tj. X \ Y je prvńı kategorie v X). Ukažte, že Y = X.

Návod: Necht’ x ∈ X \ Y . Uvažte Y a x+ Y .

Př́ıklad 3. Necht’ X je Banach̊uv prostor a Y ⊂ X hustý podprostor. Ukažte, že Y je
prvńı kategorie v X, právě když je prvńı kategorie v sobě.

Př́ıklad 4. Necht’ X je Banach̊uv prostor nekonečné dimenze. Ukažte, že každá jeho
algebraická (Hamelova) báze je nespočetná.

Návod: Použijte fakt, že každý podprostor X konečné dimenze je uzavřený v X a Baireovu

větu.

Př́ıklad 5. Ukažte, že každý nekonečněrozměrný Banach̊uv prostor X obsahuje vlastńı
podprostor, který je druhé kategorie v X.

Návod: Necht’ B je algebraická báze X a {xn;n ∈ N} prostá posloupnost v B. Z Baireovy věty

odvod’te, že existuje n ∈ N, že span (B \ {xk; k ≥ n}) je druhé kategorie v X.

Př́ıklad 6. Ukažte, že existuj́ı normované lineárńı prostory, které nejsou úplné, ale jsou
druhé kategorie v sobě.

Návod: Zkombinujte př́ıklady 5, 1 a 3.

Př́ıklad 7. Necht’ c00 označuje vektorový prostor všech č́ıselných posloupnost́ı, které maj́ı
jen konečně mnoho nenulových člen̊u. Necht’ X = (c00, ‖·‖p), kde p ∈ [1,∞].

(1) Ukažte, že prostor X je prvńı kategorie v sobě.
(2) Najděte posloupnost spojitých lineárńıch funkcionál̊u (fn) na X, která bodově

konverguje k nespojitému funkcionálu.

Př́ıklad 8. Necht’ (an) je č́ıselná posloupnost.

(1) Necht’ p ∈ [1,∞). Přepokládejme, že pro každé (xn) ∈ `p řada
∑∞

k=1 akxk konver-
guje. Ukažte, že (an) ∈ `q, kde q ∈ (1,∞] splňuje 1

p
+ 1

q
= 1.

(2) Přepokládejme, že pro každé (xn) ∈ c0 řada
∑∞

k=1 akxk konverguje. Ukažte, že
(an) ∈ `1.

Návod: Aplikujte princip stejnoměrné omezenosti na posloupnost (fn), kde fn((xk)) =
∑n

k=1 akxk.
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Př́ıklad 9. Necht’ X je Banach̊uv prostor, Y normovaný lineárńı prostor a (Tn) posloup-
nost v L(X, Y ) taková, že lim

n
Tnx existuje pro každé x ∈ X. Z Banach-Steinhausovy věty

v́ıme, že limitńı zobrazeńı Tx = lim
n
Tnx patř́ı do L(X, Y ). Muśı platit Tn → T v L(X, Y )?

Návod: Uvažte např́ıklad X = c0, Y = F, Tn((xk)) = xn.

Př́ıklad 10. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, Y Banach̊uv prostor a (Tn) omezená
posloupnost v L(X, Y ). Předpokládejme, že existuje hustá podmnožina A ⊂ X, že pro
každé x ∈ A je posloupnost (Tnx) konvergentńı v Y . Ukažte, že existuje právě jeden
operátor T ∈ L(X, Y ), že Tnx→ Tx pro každé x ∈ X.

Návod: Necht’ X0 = {x ∈ X; (Tnx) konverguje}. Ukažte, že X0 je hustý vektorový podprostor

X a limitńı zobrazeńı patř́ı do L(X0, Y ). S použit́ım Věty I.15 z přednášky je rozšiřte na T ∈
L(X,Y ) a ukažte (s využit́ım omezenosti (Tn)), že Tnx→ Tx pro každé x ∈ X.

Př́ıklad 11.

(1) Najděte funkci f : R→ R, která má uzavřený graf a neńı spojitá na R.
(2) Najděte funkci f : [0, 1]→ R, která má uzavřený graf a neńı spojitá na [0, 1].
(3) Necht’ X,K jsou metrické prostory, přičemž K je kompaktńı. Ukažte, že funkce

f : X → K je spojitá, právě když má uzavřený graf.

Př́ıklad 12. Necht’ X je Banach̊uv prostor, Y normovaný lineárńı prostor a T : X → Y
je spojité lineárńı zobrazeńı X na Y .

(1) Je-li T otevřené, ukažte, že Y je úplný.
(2) Je-li Y druhé kategorie v sobě, ukažte, že T je otevřené.
(3) Je-li Y druhé kategorie v sobě, ukažte, že Y je úplný.

Návod: (1) Ukažte, že zobrazeńı T̃ z Tvrzeńı II.12(b) z přednášky je izomorfismus. (2) Projděte

d̊ukaz věty o otevřeném zobrazeńı a ověřte, že funguje i za těchto předpoklad̊u. (3) Zkombinujte

(1) a (2).

K odd́ılu III.2 – projekce, komplementované podprostory

Př́ıklad 13. Necht’X je normovaný lineárńı prostor, Y a Z jeho dva uzavřené podprostory
splňuj́ıćı Y ∩ Z = {0} a Y + Z = X. Ukažte, že Z je topologický doplněk Y , právě když
dist (SY , SZ) > 0.

Návod: Necht’ P je projekce na Y podél Z. Je-li P spojitá, ukažte, že dist (SY , SZ) ≥ 1
‖P‖ .

Obráceně, neńı-li P spojitá, existuje posloupnost (xn) v X, pro kterou plat́ı xn → 0 a ‖Pxn‖ = 1.

Odtud odvod’te, že dist (SY , SZ) = 0.

Př́ıklad 14. Necht’ X je Banach̊uv prostor, Y a Z jeho dva uzavřené podprostory splňuj́ıćı
Y ∩ Z = {0}. Ukažte, že Y + Z je uzavřený podprostor X, právě když dist (SY , SZ) > 0.

Návod: Je-li Y +Z uzavřený, použijte Větu III.11 z přednášky a předchoźı př́ıklad. Obráceně,

je-li dist (SY , SZ) > 0, z předchoźıho př́ıkladu plyne, že projekce P prostoru Y +Z na Y podél Z je

spojitá. Rozšiřte P a Id−P na Y + Z podle Tvrzeńı I.15 z přednášky a ukažte, že Y + Z = Y +Z.

Př́ıklad 15. Necht’ X = c0 nebo X = `p, p ∈ [1,∞). Najděte dva uzavřené podprostory
Y, Z ⊂ X takové, že Y ∩ Z = {0} a Y + Z je vlastńı hustý podprostor X.

Návod: Necht’ (en) jsou kanonické bázové vektory. Vezměte Y = span {e2n;n ∈ N} a Z =

span {αne2n−1 + e2n;n ∈ N} pro vhodně zvolené konstanty αn.



Př́ıklad 16. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor a Y jeho podprostor izomorfńı pro-
storu `∞(Γ) pro nějakou množinu Γ. Ukažte, že Y je komplementovaný v X.

Návod: Použijte Př́ıklad II.7.

Př́ıklad 17. Ukažte, že existuje systémA nekonečných podmnožin N, který je nespočetný
a přitom pr̊unik každých dvou r̊uzných prvk̊u A je konečný. (Tj. nespočetný skoro dis-
junktńı systém podmnožin N.)

Návod: Prvńı možnost: Použijte Zornovo lemma k d̊ukazu, že existuje maximálńı systém s

danou vlastnost́ı a ukažte, že nem̊uže být spočetný. Druhá možnost: Pro každé x ∈ R zafixujme

posloupnost (qn(x)) racionálńıch č́ısel konverguj́ıćı k x a položme Ax = {qn(x);n ∈ N}. Nakonec

použijte, že existuje bijekce Q na N.

Př́ıklad 18. Ukažte, že c0 neńı komplementovaný v `∞.

Návod: Sporem. Necht’ P je spojitá projekce `∞ na c0. Označme Q = I−P . Pak i Q je spojitá

projekce, c0 = kerQ. Necht’ A je systém z předchoźıho př́ıkladu. Pro A ∈ A necht’ xA = χA.

Ukažte, že existuj́ı m,n ∈ N, že Am,n = {A ∈ A; |Q(xA)(n)| > 1
m} je nespočetná. Zároveň

ukažte, že Am,n muśı být konečná: Necht’ A1, . . . , Ak ∈ Am,n. Položme Bj = Aj \
⋃

l 6=k Al a

yj = χBj . Ukažte, že Q(yj) = Q(xAj ) a pro vhodné komplexńı jednotky αj plat́ı
∥∥∥∑j αjyj

∥∥∥ = 1

a
∥∥∥Q(

∑
j αjyj)

∥∥∥ ≥ k
m a odtud odvod’te horńı odhad pro k. Nakonec odvod’te spor.

K odd́ılu III.3 – duálńı a adjungované operátory

Př́ıklad 19. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, Y jeho podprostor. Necht’ T : Y →
X je identické zobrazeńı. Ukažte, že T ′ : X∗ → Y ∗ je dáno vzorcem T ′(x∗) = x∗|Y pro
x∗ ∈ X∗.

Př́ıklad 20. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor a ϕ ∈ X∗.
(1) Interpretujte rovnost F∗ = F (tj. popǐste př́ıslušnou izometrii).
(2) Odvod’te vzorec pro ϕ′ ∈ L(F∗, X∗) jakožto pro prvek L(F, X∗) při identifikaci

z bodu (1).

Př́ıklad 21. Necht’ X = (Fn, ‖·‖X) a Y = (Fm, ‖·‖Y ).

(1) Ukažte, že každý operátor T ∈ L(X, Y ) je reprezentován nějakou matićı typu
n×m, tj. existuje A matice typu n×m, že pro každé x ∈ X je Tx = Ax (vektory
ṕı̌seme do sloupce).

(2) Ukažte, že X∗ lze reprezentovat jako Fn (s nějakou normou) a podobně Y ∗ lze
reprezentovat jako Fm (s nějakou normou).

(3) Necht’ T ∈ L(X, Y ). Pak T ′ lze pomoćı předchoźıho bodu interpretovat jako
lineárńı operátor Fm → Fn. Jakou matićı je reprezentován operátor T ′, je-li T
reprezentován matićı A?

Př́ıklad 22. Necht’ X = (Fn, ‖·‖2) a Y = (Fm, ‖·‖2). Necht’ T ∈ L(X, Y ) je reprezentován
matićı A. Jakou matićı je reprezentován hilbertovsky adjungovaný operátor T ∗?

Př́ıklad 23. Necht’ K,L jsou dva (metrické) kompaktńı prostory a ϕ : K → L spojité
zobrazeńı. Definujme operátor T : C(L) → C(K) předpisem T (f) = f ◦ ϕ. Interpretujte
duálńı operátor T ′ jako operátor M(K) → M(L) (pomoćı Věty II.27). Ukažte, že při
této interpretaci pro µ ∈M(K) je T ′(µ) = ϕ(µ) (obraz mı́ry µ při zobrazeńı ϕ).

Návod: Dokažte, že ϕ(µ) je regulárńı borelovská mı́ra a použijte větu o integraci podle obrazu

mı́ry.



Př́ıklad 24. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor a P ∈ L(X) je projekce.

(1) Ukažte, že P ′ je projekce na X ′.
(2) Ukažte, že (PX)∗ je izomorfńı P ′X∗.
(3) Pokud ‖P‖ = 1, ukažte, že (PX)∗ je izometrické P ′X∗.

Př́ıklad 25. Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a P ∈ L(H) je projekce.

(1) Ukažte, že P ∗ je také projekce.
(2) Ukažte, že P je ortogonálńı projekce (tj. kerP = (P (H))⊥), právě když P ∗ = P .

Př́ıklad 26. Necht’ p1, p2 ∈ [1,∞), p1 < p2.

(1) Ukažte, že `p1 ⊂ `p2 .
(2) Necht’ T : `p1 → `p2 je

”
identita“. Ukažte, že T ∈ L(`p1 , `p2) a ‖T‖ = 1.

(3) Vyjádřete T ′ jako prvek L(`q2 , `q1) pro odpov́ıdaj́ıćı q1, q2 ∈ (1,∞] s použit́ım
reprezentace duál̊u podle odd́ılu II.4 z přednášky.

Návod: (1),(2) Ukažte B`p1 ⊂ B`p2 .

Př́ıklad 27. Necht’ p ∈ [1,∞).

(1) Ukažte, že `p ⊂ c0.
(2) Necht’ T : `p → c0 je

”
identita“. Ukažte, že T ∈ L(`p, c0) a ‖T‖ = 1.

(3) Vyjádřete T ′ jako prvek L(`1, `q) pro odpov́ıdaj́ıćı q ∈ (1,∞] s použit́ım reprezen-
tace duál̊u podle odd́ılu II.4 z přednášky.

Př́ıklad 28. Necht’ p1, p2 ∈ [1,∞), p1 < p2 a r > 0.

(1) Ukažte, že Lp2([0, r]) ⊂ Lp1([0, r]).
(2) Necht’ T : Lp2([0, r])→ Lp1([0, r]) je

”
identita“. Ukažte, že T ∈ L(Lp2([0, r]), Lp1([0, r]))

a spočtěte ‖T‖.
(3) Vyjádřete T ′ jako prvek L(Lq1([0, r]), Lq2([0, r])) pro odpov́ıdaj́ıćı q1, q2 ∈ (1,∞] s

použit́ım reprezentace duál̊u podle odd́ılu II.4 z přednášky.

Návod: (1),(2) Použijte Hölderovu nerovnost.

Př́ıklad 29. Necht’ H1, H2 jsou Hilbetovy prostory a T je izometrie H1 na H2. Ukažte,
že T ∗ = T−1.

Návod: Použijte polarizačńı identitu.

Př́ıklad 30. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory a S ∈ L(Y ∗, X∗). Ukažte, že existuje
T ∈ L(X, Y ) splňuj́ıćı S = T ′, právě když S ′(κX(X)) ⊂ κY (Y ).

Návod: Pro implikaci ⇒ využijte Větičku III.16(d) z přednášky, pro opačnou implikaci položte

T = κ−1Y S′κX a ověřte, že T ′ = S.

Př́ıklad 31. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory. Ukažte, že zobrazeńı T 7→ T ′ zobrazuje
L(X, Y ) na L(Y ∗, X∗), právě když Y je reflexivńı nebo X = {o}.

Návod: Pro implikaci ⇐ použijte předchoźı př́ıklad. Pro opačnou implikaci předpokládejte,

že ϕ ∈ Y ∗∗ \ κ(Y ) a x∗ ∈ X∗ \ {o} a uvažte operátor S ∈ L(Y ∗, X∗) definovaný vzorcem

S(y∗) = ϕ(y∗)x∗.



K odd́ılu III.4 – kompaktnost v Banachových prostorech, kompaktńı
operátory

Př́ıklad 32. Necht’ A ⊂ c0. Ukažte, že A je relativně kompaktńı, právě když(
sup
x∈A
|xn|

)∞
n=1

∈ c0.

Návod: Necht’ (an) je uvedená posloupnost. Pro d̊ukaz implikace ⇐ dokažte, že A je totálně

omezená s využit́ım toho, že an → 0 a totálńı omezenosti omezených množin v konečněrozměrném

prostoru. Pro d̊ukaz opačné implikace předpokládejme, že an 6→ 0. Pak existuje ε > 0, že pro

nekonečně mnono n je an > ε. Ukažte, že pak v množině A existuje ε
2 -diskrétńı posloupnost.

Př́ıklad 33. Necht’ p ∈ [1,∞) a A ⊂ `p. Ukažte, že A je relativně kompaktńı, právě když
je omezená a nav́ıc řada

∑∞
n=1 |xn|

p konverguje stejnoměrně pro x ∈ A.

Návod: Pro implikaci ⇒ použijte totálńı omezenost a konvergenci uvedené řady pro každé

x ∈ A. Pro implikaci ⇐ použijte totálńı omezenost omezenených množin v konečněrozměrných

prostorech k d̊ukazu totálńı omezenosti A.

Př́ıklad 34. Necht’ p ∈ [1,∞). Ukažte, že existuje A ⊂ `p relativně kompaktńı, pro kterou(
sup
x∈A
|xn|

)∞
n=1

/∈ `p.

Návod: Použijte následuj́ıćı postřeh: Pokud (xn) je posloupnost v X a xn → x, pak množina

{x} ∪ {xn;n ∈ N} je kompaktńı.

Př́ıklad 35. Necht’ c je prostor konvergentńıch posloupnost́ı a A ⊂ c. Ukažte, že A je rela-
tivně kompaktńı, právě když je omezená a nav́ıc posloupnost (xn) konverguje stejnoměrně
pro x ∈ A.

Př́ıklad 36. Ukažte, že množina

A = {f ∈ C([0, 1]); ‖f‖∞ ≤ C & f je D-lipschitzovská}
je kompaktńı v C([0, 1]) pro každou volbu C > 0 a D > 0.

Návod: Použijte větu Arzelà-Ascoliovu.

Př́ıklad 37. Ukažte, že
”
identita“ C1([0, 1])→ C([0, 1]) je kompaktńı operátor.

Návod: Ukažte, že funkce v obrazu jednotkové koule jsou 1-lipschitzovské a použijte předchoźı

př́ıklad.

Př́ıklad 38. Necht’ k ∈ C([0, 1]2). Pro f ∈ C([0, 1]) definujme

Tf(t) =

∫ 1

0

f(s)k(s, t) ds, t ∈ [0, 1].

(1) Ukažte, že T ∈ L(C([0, 1])).
(2) Ukažte, že operátor T je kompaktńı.

Návod: (1) K d̊ukazu spojitosti funkce Tf lze použ́ıt např́ıklad větu o spojité závislosti in-

tegrálu na parametru. Nebo lze rovnou dokazovat silněǰśı tvrzeńı v (2). (2) Použijte větu Arzelà-

Ascoliovu. Stejnou spojitost př́ıslušných funkćı odvod’te ze stejnoměrné spojitosti k.



Př́ıklad 39. Necht’ k ∈ L2([0, 1]2). Pro f ∈ L2([0, 1]) definujme

Tf(t) =

∫ 1

0

f(s)k(s, t) ds, t ∈ [0, 1].

(1) Ukažte, že T ∈ L(L2([0, 1])).
(2) Ukažte, že operátor T je kompaktńı.

Návod: (1) Nejprve s použit́ım Fubiniovy věty a Cauchy-Schwarzovy nerovnosti ukažte, že

funkce (s, t) 7→ f(s)k(s, t) je integrovatelná na [0, 1]2. Následně použijte podobný výpočet k

d̊ukazu toho, že Tf ∈ L2([0, 1]) a k odhadu normy T . (2) Ukažte, že funkce tvaru (s, t) 7→∑m
i=1

∑n
j=1 αijχAj (s)χBj (t) jsou husté v L2([0, 1]2). Necht’ (kn) je posloupnost funkćı tohoto

tvaru konverguj́ıćı v L2([0, 1]2) ke k. Definujte operátory Tn stejným vzorcem jako T s kn na

mı́stě k. Ukažte, že Tn jsou konečnědimenzionálńı a Tn → T v L(L2([0, 1])).

K odd́ıl̊um III.5 a III.6 – spektrum omezeného lineárńıho operátoru,
spektrum kompaktńıch operátor̊u

Poznámka. V tomto odd́ılu jsou všechny prostory komplexńı.

Př́ıklad 40. Necht’ X je Banach̊uv prostor a S1, S2, T ∈ L(X) splňuj́ı S1T = TS2 = Id.
Ukažte, že S1 = S2 = T−1, a tedy T je invertibilńı.

Př́ıklad 41. Necht’ X je Banach̊uv prostor a P ∈ L(X) je projekce. Popǐste σ(P ), σp(P )
a napǐste vzorec pro rezolventńı funkci.

Př́ıklad 42. Necht’ X je Banach̊uv prostor a T ∈ L(X).

(1) Necht’ T je invertibilńı (tj. T je izomorfismus X na X). Ukažte, že

σ(T−1) =

{
1

λ
;λ ∈ σ(T )

}
.

(2) Necht’ T je izometrie X na X. Ukažte, že σ(T ) ⊂ {λ ∈ C; |λ| = 1}.

Př́ıklad 43. Necht’ X je Banach̊uv prostor a T ∈ L(X). Ukažte, že plat́ı

σ(T 2) = {λ2;λ ∈ σ(T )}.

Návod: Ukažte, že λ2 Id−T 2 = (λ Id−T )(λ Id +T ) = (λ Id +T )(λ Id−T ). Z toho odvod’te, že

λ2 Id−T 2 je invertibilńı, právě když λ Id +T i λ Id−T jsou invertibilńı.

Př́ıklad 44. Necht’H je Hilbert̊uv prostor a T ∈ L(H). Ukažte, že σ(T ∗) = {λ;λ ∈ σ(T )}.

Př́ıklad 45. Necht’ X = c0 nebo X = `p pro nějaké p ∈ [1,∞). Necht’ (an) je omezená
posloupnost komplexńıch č́ısel. Definujme operátor T ∈ L(X) předpisem

T ((xn)) = (anxn), (xn) ∈ X.
(1) Ukažte, že T je opravdu spojitý lineárńı operátor na X splňuj́ıćı ‖T‖ = ‖(an)‖∞.
(2) Ukažte, že T je kompaktńı, právě když an → 0.
(3) Najděte σp(T ).
(4) Najděte σ(T ).

Návod: (2) Pokud an 6→ 0, použijte Větičku III.22, pokud an → 0, ukažte, že T je limitou

konečnědimenzionálńıch operátor̊u (v normě L(X)). (3,4) Vyzkoumejte, za jakých podmı́nek je

T prostý respektive invertibilńı; a pak využijte faktu, že operátor λ Id−T je podobného tvaru.



Př́ıklad 46. Necht’ X = Lp([0, 1]) pro nějaké p ∈ [1,∞) a g ∈ L∞([0, 1]). Definujme
operátor T ∈ L(X) předpisem

T (f) = fg, f ∈ X.
(1) Ukažte, že T je opravdu spojitý lineárńı operátor na X splňuj́ıćı ‖T‖ = ‖g‖∞.
(2) Ukažte, že σp(T ) = {λ ∈ C; g−1(λ) je kladné mı́ry}.
(3) Ukažte, že σ(T ) je esenciálńı obor hodnot g.
(4) Ukažte, že T je kompaktńı pouze v př́ıpadě g = 0.

Návod: (3) Nejprve zjistěte, kdy T je invertibilńı. Přitom odvod’te, jaký muśı být tvar T−1

a použijte na inverzńı operátor odhady z (1). Dále použijte fakt, že operátor λ Id−T je téhož

typu jako T . (4) Ukažte, že pokud má T nenulové vlastńı č́ıslo, pak jeho zúžeńı na vhodný

nekonečněrozměrný podprostor X je izomorfismus (využijte (2)), a tedy T neńı kompaktńı. Z

Věty III.32 z přednášky a (3) pak odvod’te, že, je-li T kompaktńı, esenciálńı obor hodnot g muśı

být {0}.


