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PŘÍKLADY PRO POROZUMĚNÍ LÁTCE – ZS 2015/2016

PŘÍKLADY KE KAPITOLE IV

K odd́ılu IV.1 – testovaćı funkce a slabé derivace

Př́ıklad 1. Označme

W((a, b)) = {f ∈ L1
loc((a, b)); f má slabou derivaci v L1

loc((a, b))}.
Pro f ∈ W((a, b)) necht’ f ′ znač́ı slabou derivaci funkce f . Necht’ p ∈ [1,∞]. Necht’

W 1,p((a, b)) = {f ∈ W((a, b)); f ∈ Lp((a, b)) a f ′ ∈ Lp((a, b))}.
Pro f ∈ W 1,p položme

‖f‖1,p = ‖f‖p + ‖f ′‖p .
Ukažte, že (W 1,p((a, b)), ‖·‖1,p) je Banach̊uv prostor a že v př́ıpadě p = 2 je to Hilbert̊uv
prostor.

Návod: Ukažte, že f 7→ (f, f ′) je izometrie W 1,p((a, b)) na uzavřený podprostor (Lp((a, b))×
Lp((a, b)), ‖·‖p).

Př́ıklad 2. Ukažte, že prostor W 1,1((0, 1)) je izomorfńı prostoru AC([0, 1]) z Př́ıkladu
I.15.

Návod: Použijte Větu IV.8(b) z přednášky.

Př́ıklad 3. Ukažte, že funkce tř́ıdy C∞ na [a, b] tvoř́ı hustý podprostor W 1,p((a, b)) pro
každé p ∈ [1,∞).

Návod: Necht’ f ∈W 1,p((a, b)). S využit́ım D̊usledku IV.3 z přednášky aproximujte f ′ pomoćı

testovaćı funkce a vezměte vhodnou primitivńı funkci k této testovaćı funkci.

Př́ıklad 4. Ukažte, že D((0, 1)) neńı hustý podprostor W 1,1((0, 1)).

Návod: Uvažte funkci konstantě rovnou jedné.

Př́ıklad 5. Ukažte, že funkce f(t) = log |t| patř́ı do L1
loc(R), ale nemá slabou derivaci v

L1
loc(R).

Návod: Pokud by funkce g ∈ L1
loc(R) byla slabou derivaćı f na R, pak g|(0,∞) by byla slabou

derivaćı f |(0,∞) na (0,∞).

Př́ıklad 6. (1) Ukažte, že každá f ∈ L1
loc((a, b)) je slabou derivaćı nějaké spojité

funkce na (a, b).
(2) Ukažte, že každá znaménková či komplexńı regulárńı borelovská mı́ra na (a, b) je

slabou derivaćı nějaké zprava spojité funkce na (a, b).
(3) Ukažte, že znaménková či komplexńı regulárńı borelovská mı́ra µ na (a, b) je slabou

derivaćı nějaké spojité funkce na (a, b), právě když µ({x}) = 0 pro každé x ∈ (a, b).

Př́ıklad 7. Najděte takovou spojitou funkci na [0, 1], že žádná mı́ra na (0, 1) neńı jej́ı
slabou derivaćı.
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Př́ıklad 8. Pro každé n ∈ N najděte funkci ϕn ∈ D(R) takovou, že ϕn(0) = ϕ′n(0) =

· · · = ϕ
(n−1)
n (0) = 0 a ϕ

(n)
n (0) 6= 0.

Návod: Zvolte ϕn(x) = xnψ(x) pro vhodné ψ.

Př́ıklad 9. Pro každý multiindex α ∈ Nd
0 najděte ϕα ∈ D(Rd), pro kterou plat́ıDβϕα(0) =

0 pro každé β < α a Dαϕα(0) 6= 0.

Návod: Zvolte ϕα(x) = xαψ(x) pro vhodné ψ.

K odd́ılu IV.2 – distribuce a operace s nimi

Př́ıklad 10. Najděte posloupnost (ϕn) ⊂ D(R) takovou, že pro každé k ∈ N0 je ϕ
(k)
n ⇒ 0

na R, ale ϕn nekonverguje k nule v D(R).

Př́ıklad 11. Najděte posloupnost (ϕn) ⊂ D((0, 1)) takovou, že pro každé k ∈ N0 je

ϕ
(k)
n ⇒ 0 na (0, 1), ale ϕn nekonverguje k nule v D((0, 1)).

Př́ıklad 12. Pro ϕ ∈ D(R) definujme

Λ1/x(ϕ) = lim
ε→0+

(∫ −ε
−∞

ϕ(x)

x
dx+

∫ ∞
ε

ϕ(x)

x
dx

)
(1) Ukažte, že Λ1/x je distribuce na R.
(2) Ukažte, že Λ1/x|D((0,∞)) je tvaru Λf , kde f ∈ L1

loc((0,∞)) (tj. Λ1/x|D((0,∞)) je
regulárńı distribuce), ale Λ1/x neńı regulárńı distribuce (tj., neńı tvaru Λf , kde
f ∈ L1

loc(R)).
(3) Ukažte, že Λ1/x je derivaćı regulárńı distribuce Λg, kde g(x) = log |x|.
(4) Spočtěte derivaci distribuce Λ1/x.

Př́ıklad 13. Necht’ Λ1/x je distribuce z předchoźıho př́ıkladu, δ0 je Diracova mı́ra nesená
v nule a f(x) = x, x ∈ R.

(1) Ukažte, že f · Λ1/x = Λ1.
(2) Ukažte, že f · Λδ0 = 0.
(3) Ukažte, že na D ′(R) nelze zavést asociativńı násobeńı, aby splňovalo Λf ·U = f ·U

pro f ∈ C∞(R) a U ∈ D ′(R).

Př́ıklad 14. Které z následuj́ıćıch vzorc̊u definuj́ı distribuci na R?

(1) Λ(ϕ) =
∑∞

n=1 ϕ(n).
(2) Λ(ϕ) =

∑∞
n=1 nϕ(n).

(3) Λ(ϕ) =
∑∞

n=1 n! · ϕ(n).
(4) Λ(ϕ) =

∑∞
n=1 ϕ( 1

n
).

(5) Λ(ϕ) =
∑∞

n=1
1
n
ϕ( 1

n
).

(6) Λ(ϕ) =
∑∞

n=1
1
n2ϕ( 1

n
).

Př́ıklad 15. Které z vzorc̊u z předchoźıho př́ıkladu definuj́ı distribuci na (0,∞)?

Př́ıklad 16. Necht’ f = 1
2
χ{(t,x)∈R2;t>|x|}.

(1) Ukažte, že f ∈ L1
loc(R2).

(2) Ukažte, že D(2,0)Λf − D(0,2)Λf = Λδ(0,0) , tj.
”
f řeš́ı rovnici ∂2y

∂t2
− ∂2y

∂x2
= δ(0,0) v

distribućıch“.

Návod: Použijte definice, Fubiniovu větu a integraci per partes.

Př́ıklad 17. Najděte funkci f , která je nulová na (−∞, 0) a tř́ıdy C∞ na [0,∞), která

”
řeš́ı rovnici y′′ + y = δ0 v distribućıch,“ tj. pro kterou plat́ı (Λf )

′′ + Λf = Λδ0 .



Návod: Nejprve do rovnice dosad’te libovolné ϕ ∈ D((0,∞)). S použit́ım definic, integrace

per partes a Lemmatu IV.6 z přednášky ukažte, že f muśı na (0,∞) řešit diferenciálńı rovnici

y′′ + y = 0. Pro určeńı, které z jej́ıch řešeńı dává hledanou funkci f dosad’te do rovnice funkci

ϕ1 z Př́ıkladu 8.

K odd́ılu IV.3 – dalš́ı vlastnosti distribućı

Př́ıklad 18. Pro ϕ ∈ D(R2) položme

T (ϕ) =

∫
U(0,1)

ϕ(x)− ϕ(0)

‖x‖2
dx +

∫
R2\U(0,1)

ϕ(x)

‖x‖2
dx.

(1) Ukažte, že T ∈ D ′(R2).
(2) Ukažte, že f · T = Λ1, kde f(x) = ‖x‖2.

Návod: (1) Druhý sč́ıtanec je regulárńı distribuce. V prvńım sč́ıtanci rozd́ıl ϕ(x) − ϕ(0)

vyjádřete jako integrál z derivace pomoćı Newton-Leibnizovy formule, použijte Cauchy-Schwarzovu

nerovnost a skutečnost, že funkce x 7→ 1
‖x‖ je integrovatelná na U(0, 1) (to lze spoč́ıst pomoćı

polárńıch souřadnic) k d̊ukazu, že jde o distribuci prvńıho řádu.

Př́ıklad 19. Necht’ ϕ ∈ D(Rd). Pro r > 0 definujme funkci ϕr předpisem ϕr(x) = ϕ(rx),
x ∈ Rd.

(1) Ukažte, že ϕr ∈ D(Rd).
(2) Je-li r > 1, ukažte, že pro každé N ∈ N0 plat́ı ‖ϕ‖N ≤ ‖ϕr‖N ≤ rN ‖ϕ‖N .
(3) Je-li r ∈ (0, 1), ukažte, že pro každé N ∈ N0 plat́ı rN ‖ϕ‖N ≤ ‖ϕr‖N ≤ ‖ϕ‖N .

Návod: Použijte př́ıslušné definice a větu o derivaci složené funkce.

Př́ıklad 20. Které z následuj́ıćıch vzorc̊u definuj́ı distribuci na R?

(1) Λ(ϕ) =
∑∞

n=1 ϕ
(n)(n).

(2) Λ(ϕ) =
∑∞

n=1 nϕ
(n)(n).

(3) Λ(ϕ) =
∑∞

n=1 n! · ϕ(n)(n).
(4) Λ(ϕ) =

∑∞
n=1 ϕ

(n)( 1
n
).

(5) Λ(ϕ) =
∑∞

n=1
1
n2ϕ

(n)( 1
n
).

(6) Λ(ϕ) =
∑∞

n=1
1
n!
ϕ(n)( 1

n
).

Návod: (4)–(6) Použijte charakterizaci distribućı podle Věty IV.13 z přednášky Př́ıklady 8

a 20.

Př́ıklad 21. Které z vzorc̊u z předchoźıho př́ıkladu definuj́ı distribuci na (0,∞)? Jsou
konečného řádu?

Návod: Použijte př́ıslušné definice a Př́ıklady 8 a 20.


