UVOD DO FUNKCIONALNI ANALYZY

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE — ZS 2015/2016

PRIKLADY KE KAPITOLE IV

K opDiLU IV.1 — TESTOVACI FUNKCE A SLABE DERIVACE

Priklad 1. Oznacme
W((a,b)) = {f € Li,.((a,b)); f ma slabou derivaci v L;,.((a,b))}.

Pro f € W((a,b)) necht f’ znaci slabou derivaci funkce f. Necht p € [1, o0]. Necht

Wh((a,0)) = {f € W((a,b)); f € L"((a,b)) a f" € L*((a,)))}.
Pro f € W' polozme

11l = A1, + 11, -

Ukazte, ze (W"P((a,0)), ||[l;,) je Banachuv prostor a ze v piipadé p = 2 je to Hilbertuv
prostor.

Navod: Ukazte, ze f + (f, f') je izometrie WP ((a,b)) na uzavieny podprostor (LP((a,b)) x

LP((a, ) |-ll,)-

Priklad 2. Ukazte, ze prostor W11((0,1)) je izomorfn{ prostoru AC([0,1]) z Pifkladu
[.15.

Navod: Pouzijte Vétu IV.8(b) z prednasky.

Priklad 3. Ukazte, ze funkce ttidy C* na [a,b] tvoii husty podprostor W'?((a,b)) pro
kazdé p € [1, 00).

Navod: Necht f € WP ((a,b)). S vyuzitim Disledku IV.3 z predndsky aprozimugte f pomoci
testovact funkce a vezméte vhodnou primitivnd funkci k této testovaci funkci.

Priklad 4. Ukazte, ze 2((0,1)) nenf husty podprostor W1((0,1)).
Navod: Uwazte funkci konstanté rovnou jedné.

Priklad 5. Ukazte, ze funkce f(t) = log|t| pati{ do L (R), ale neméa slabou derivaci v
L (R).

loc

Navod: Pokud by funkce g € L}OC(R) byla slabou derivaci f na R, pak g|(,) by byla slabou
derivaci f(o,00) na (0,00).

Piiklad 6. (1) Ukazte, ze kazda f € Li.((a,b)) je slabou derivaci néjaké spojité
funkce na (a,b).
(2) Ukazte, ze kazda znaménkové ¢i komplexni reguldrni borelovskd mira na (a,b) je
slabou derivaci néjaké zprava spojité funkce na (a, b).
(3) Ukazte, ze znaménkova ¢i komplexni regularni borelovska mira p na (a, b) je slabou
derivaci néjaké spojité funkce na (a, b), prave kdyz u({z}) = 0 pro kazdé x € (a,b).

Piiklad 7. Najdéte takovou spojitou funkei na [0,1], ze zddnd mira na (0,1) neni jeji
slabou derivaci.
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Piiklad 8. Pro kazdé n € N najdéte funkci ¢, € Z(R) takovou, ze ¢,(0) = ¢/, (0) =
= (0) =02l (0) £ 0.
Navod: Zvolte vy (x) = z™p(x) pro vhodné ).

Piiklad 9. Pro kazdy multiindex o € N¢ najdéte ¢, € 2(R?), pro kterou platf D%, (0) =
0 pro kazdé f < a a D%p,(0) # 0.

Navod: Zvolte po(x) = x*(x) pro vhodné 1.

K opDiLU IV.2 — DISTRIBUCE A OPERACE S NIMI

Priklad 10. Najdéte posloupnost (p,) C Z(R) takovou, ze pro kazdé k € Ny je gogg) =0
na R, ale ¢, nekonverguje k nule v Z(R).

Piiklad 11. Najdéte posloupnost (y,) C 2((0,1)) takovou, ze pro kazdé k € Ny je

gpff) = 0 na (0, 1), ale ¢, nekonverguje k nule v Z((0,1)).

Piiklad 12. Pro ¢ € Z(R) definujme
i ([ @ * pla)
Aija(p) = Jim (/ p; dx+/5 da

(1) Ukazte, ze Ay, je distribuce na R.

(2) Ukazte, ze Ai/z|o(0,00)) j€ tvaru Af, kde f € Li.((0,00)) (tj- A1/zla0.00)) J€
regularni distribuce), ale A/, neni regularni distribuce (tj., neni tvaru Ay, kde
f S LIOC(R))

(3) Ukazte, ze Ay, je derivaci reguldrni distribuce Ay, kde g(z) = log |z|.

(4) Spoctéte derivaci distribuce A4/, .

Piiklad 13. Necht Ay, je distribuce z predchoziho piikladu, &y je Diracova mira nesend
vaule a f(z) =z, x € R.

(1) Ukazte, ze f - Ayjp = Ay.

(2) Ukazte, ze f - As, = 0.

(3) Ukazte, ze na 2'(R) nelze zavést asociativni nasobeni, aby splitovalo A;-U = f-U

pro f € C®(R) a U € Z2'(R).

Priklad 14. Které z nésledujicich vzorcu definuji distribuci na R?

(1) Alp) = 2,1 (n).

(2) Alp) = 2,1 nep(n)
(3) A(w) =22, =y n! - (n)
(4) Ale) =22, 2(3)
(5) Alp) = 3oty wel3)

(6) Alp) =202, m20(5)-
Piiklad 15. Které z vzorcu z predchoziho piikladu definuji distribuci na (0, 00)?
Priklad 16. Necht f QX{ (t,z)€R2;t>|x|} -

(1) Ukazte, ze f € L (R?).

(2) Ukaite, ze DDA, — DODA, = Mg ti- »f Tesf rovnici Py Py S0,0) V
distribucich“ o
istribucich®.

Navod: PouZijte definice, Fubiniovu vétu a integraci per partes.

Piiklad 17. Najdéte funkei f, kterd je nulovd na (—o0,0) a tiidy C* na [0,00), ktera
»Lest rovnici ¥’ + y = dp v distribucich,“ tj. pro kterou plati (As)” + Ay = As,.



Navod: Nejprve do rovnice dosadte libovolné ¢ € 2((0,00)). S pouzitim definic, integrace
per partes a Lemmatu IV.6 z prednasky ukazte, Ze f musi na (0,00) 7esit diferencidlni rovnici
y" +vy = 0. Pro uréend, které z jejich veseni ddvd hledanou funkci f dosad’te do rovnice funkci
p1 2z Prikladu 8.

K opDpiLu IV.3 — DALSI VLASTNOSTI DISTRIBUCT
Priklad 18. Pro ¢ € 2(R?) polozme

T(@):/ w(w)—f(O) dm+/ w(wg da
vy |l R2\U(0,1) |||

(1) Ukazte, ze T € 2'(R?).
(2) Ukazte, ze f-T = Ay, kde f(x) = ||z|*.

Navod: (1) Druhy séitanec je regquldrni distribuce. V pronim séitanci rozdil ¢(x) — ¢(0)
vyjddrete jako integrdl z derivace pomoci Newton-Leibnizovy formule, pouZijte Cauchy-Schwarzovu
nerovnost a skutecnost, Ze funkce x +— ﬁ je integrovatelnd na U(0,1) (to lze spocist pomoci

poldrnich souradnic) k dikazu, Ze jde o distribuci proniho Tddu.
Piiklad 19. Nechf ¢ € 2(R?). Pro r > 0 definujme funkci ¢, predpisem ¢, (x) = ¢(rz),
x € R

(1) Ukazte, ze ¢, € 2(RY).

(2) Je-li r > 1, ukazte, ze pro kazdé N € Ny plati |||l x < llerlly <7V o]l y-

(3) Je-li r € (0,1), ukazte, ze pro kazdé N € Ny plati ¥ |||y < lerllx < el -

Navod: PouZijte prislusné definice a vétu o derivaci sloZené funkce.

Piiklad 20. Které z néasledujicich vzorcu definuji distribuci na R?

(1) Alp) = X0, 9™ (n).

(2) M) = >0 npt™ (n).
(3) Alp) =Yooz nl- o™(n).
(4) Alp) =20 oM(2).
(5) Alp) = 2o, HeM(L).
(6) Alp) =302, (L),

Navod: (4)-(6) Pouzijte charakterizaci distribuci podle Véty IV.13 z predndsky Priklady 8
a 20.

Piiklad 21. Které z vzorcu z piedchoziho piikladu definuji distribuci na (0, 00)? Jsou
konecného radu?

Navod: Pouzijte prislusné definice a Priklady 8 a 20.



