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1. VYBRANE ASYMPTOTICKE VYSLEDKY

Méjme posloupnost k-rozmérnych nahodnych vektort X, X», X3, ..., kde vektor X; =
(Xi1,..., Xit)" je definovéan na (Q;, A;, P;).

1.1. KONVERGENCE NAHODNYCH VEKTORU

Necht ||a|| znaci eukleidovskou normu vektoru a, tj. ||al| = VaTa.

Definice 1.1 (konvergence skoro jist€) Rikdme, Ze posloupnost ndhodnych vektort
{ X}, konverguje skoro jisté k ndhodnému vektoru X pro n — oo prave kdyz

P(w: lim [|X,(@) - X (0)] =0) = 1.

Konvergenci skoro jisté znac¢ime X, 2 x
n—oo
Definice 1.2 (konvergence v pravdépodobnosti) Rikdme, Ze posloupnost ndhodnych
vektort { X .} | konverguje v pravdépodobnosti k ndhodnému vektoru X pro n — oo
pravé kdyz
Ve>0: lim P(w: | X,(w) - X(0)| > ¢€) =0.
n—oo

Konvergenci v pravdépodobnosti znac¢ime X, . x.
n—oo
Poznamka.
* Pro k = 1 odpovidaji definice 1.1 a 1.2 pfislusnym definicim z pfedmétu NMSA202
(Pravdépodobnost a matematickd statistika).
¢ S vyuzitim nerovnosti

max |a;| < [lall < Vk max |ajl
je{l,..k} je{l,...k}

lze alternativné definovat konvergenci skoro jisté a v pravdépodobnosti pro na-

hodné vektory po slozkéch, tj.

Xm0 X & Xaj =0 Xp Vi€l k),

n—oo

X, —> X & X;—— X, Vje{l,... k}.
n—oo

n—oo

10



1. Vybrané asymptotické vysledky

* Aby definice 1.1 ddvala smysl, musi byt vSechny ndhodné vektory definované na
stejném pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P). U definice 1.2 to neni nutné,
pokud limitni ndhodny vektor X je rovny konstanté skoro jisté.

V nésledujicim budeme znacit Fx, distribu¢ni funkci ndhodného vektoru X,, tj.
Fx,(x) =P(X, < x).
Podobné Fx bude distribu¢ni funkce ndhodného vektoru X.

Definice 1.3 (konvergence v distribuci) Rikdme, Ze posloupnost {X nly., konverguje
v distribuci k ndhodnému vektoru X pro n — oo pravé kdyz

lim FX,, (SL’) = Fx(:]})

<1z « s .y e » d
vkazdém bodé x, vnémz je Fx (x) spojitd. Konvergenci v distribuci zna¢ime X, ——
n—oo
X.

Priklad. Necht X, ..., X,, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s roz-
ptylem var X € (0, ). Potom z pfedmétu NMSA 202 (Pravdépodobnost a matema-

. 1 .. . . X, - d v qe el Moz
tickd statistika) vime, Ze ‘M()jgr ;Xl) Z, kde Z ~ N(0,1). Jelikoz distribuc¢ni
A% n—oo

funkce ® ndhodné veliciny s rozdélenim N(0, 1) je spojitd R, tak dle definice kon-
vergence Vv distribuci mame

ig&l@ P(% < x) =d(x), Vx € R.

Priklad. Necht nahodné veli¢ina U ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1)

. Ceis . . v d
a polozme X,, = U". S vyuzitim definice 1.3 dokazte, Ze X,, —— 0.
n—oo

Pozndmka.

* Pro konvergence v distribuci je podstatné pouze to, co se déje s rozdélenim né-
hodného vektoru. Oznacime-li tedy £(X,) rozdéleni ndhodného vektoru X, (z
angl. Law), pak konvergenci v distribuci mizeme zapisovat také jako £(X,) —
L(X) pro n — . Tento zdpis pak Cteme, Ze ,rozdéleni X, konverguje k roz-
deéleni X “. MiZeme také fikat, Ze X, md asymptotické (limitni) rozdéleni Fx a
psat X, = L£(X).

¢ Pro konvergenci v distribuci nepotfebujeme, aby ndhodné vektory byly defino-
vany na stejném pravdépodobnostnim prostoru.

* Na rozdil od konvergence skoro jisté a v pravdépodobnosti, tak konvergenci v
distribuci nelze ekvivalentné definovat po slozkach.

Tvrzeni 1.1
WX, 25X = X, — X
n—oo

n—oo
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1. Vybrané asymptotické vysledky

i) X, —— X = X, — X

n—oo n—oo

Poznamka. Opacné implikace neplati. Nicméné pokud ndhodné vektory konverguji

v distribuci ke konstanté, tj. X, i> c (kde ¢ € RY), pak plati X, R c.

Nésledujici véta fikd, Ze spojita transformace zachovava vSechny vyse uvedené druhy
konvergenci.

Tvrzeni 1.2 (Véta o spojité transformaci) Necht X, X, X5, ... jsou ndhodné vektory
a funkce g : R — R je spojitd na mnoziné C takové, ze P(X € C) = 1. Potom:

) X, X = g(X,) 2, g(X);
n—oo n—oo

(i) X, —>P X = g(Xy) LN g(X);
n—oo n—oo

(i) X, —— X = g(X,) — g(X).
n—oo n—oo

Dutikaz. Cast (i)

Plo: lim llg(Xa(@) - g(X ()]l = 0]
>Plw: lim lg(Xa(0)) - g(X ()| = 0,X (0) € C|
-p [a) - lim (| X () = X(0)]] = 0, X () € c] -1,
kde jsme vyuzili toho, Ze g je spojitd na mnoziné C aP(X € C) = 1.
Cast (ii) Necht ¢ > 0. Potom pro vSechna § > 0
Plo: llg(Xa(e) - g(X (@) > ¢]
< P|llg(X) - (Xl > &, 11X, - X[ < 6] +P[I X, - X|| > 6

< P[X eBﬁ] +P[||X,,—X|| > 5],

—0,V6>0
kde B® = {x e R*;3y e R : |z — y|| < 6, llg(x) — g(y)|| > ¢}. Déle

P[X eB°| <P[XeB’ X eC|+P[XeB’ X ¢C]
=P[X eB°ncC]+0.

" Dtikaz nebyl dél4dn na prednasce.
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1. Vybrané asymptotické vysledky

Dale ze spojitosti funkce g na mnoziné C plati, ze B> N C — 0 pro § \, 0. Tudiz
pravdépodobnost P[ X € B® n C| mlizeme udélat (pro viechna dostate¢né velka n)
libovolné malou tim, Ze volime dostatecné malé 6.

Cést (iii) Viz dtikaz véty 13.6 in Lachout (2004).
i

Ve statistice budeme ¢asto pouZivat nasledujici vétu, kterd je zobecnénim véty 4.14
z Dupac and Huskova (1999).

Tvrzeni 1.3 (Cramérova-Sluckého véta) Necht X, 4 x , A, P ,Aa B, LN b,

n—oo n—oo n—oo

kde X, a X jsou k-rozmérné ndhodné vektory, A, je ndhodnd matice o dimenzich
mxk, A je matice konstant o dimenzich mxk, B,, jsou m-rozmérné ndhodné vektory
a b je m-rozmérny vektor konstant, pak

A, X, +B, —— AX +b.

n—oo

Poznamka. Craméroveé-Sluckého vété se casto iikd pouze Sluckého véta.

Tvrzeni 1.4 Necht a,(X, — p) LN X, kde a, > 0 je posloupnost redlnych cisel
n—oo
spliujici a,, — co pro n —  a p je vektor konstant. Pak X, P, .
n—oo
Diikaz. Vzhledem k pozndmce za definici konvergence v pravdépodobnosti (defi-

. vz . - « . . P s e
nice 1.2) staci dokazat, ze pro vSechna j € {1,..., k} plati X,,; —— p;, kde p; je j-ta
n—oo

slozka vektoru p. Navic bez Gijmy na obecnosti miiZzeme predpokladat, ze u; = 0.

Necht ¢ > 0 je ddno. Potom pro libovolné malé n > 0 miiZeme najit kone¢nou kon-
stantu K takovou, Ze P(|X;| > K) < nazdroveil K a —K jsou body spojitosti distribu¢ni
funkce X;. Potom pro vSechna n takovd, Ze a, € > K, plati

P(IXnjl > &) = P(an |Xnjl > an &) < P(an |Xpjl > K) < 1 - Fx,;(K) + Fx,;(-K).  (1.1)
Déle z predpokladu a, (X, — p) 4, X, plyne specidlné Ze a,(X,; — u;j) 4, X;.
n—oo n—oo
Tudiz z definice konvergence v distribuci
%ig}o [1 - Fx,;(K) + Fx,; (-K)] = 1 - Fx,(K) + Fx;(-K) < P(1X;| > K) <. 1.2)
Tedy celkem z (1.1) a (1.2) plyne, Ze pro vSechna dostatecné velka n plati
P(1Xnjl > €) < 2n.

JelikoZ 7 1ze vzit libovolné malé, tak odsud plyne, Ze lim,, ., P(|X,;| > €) = 0, ¢imZ je
dtikaz dokoncen. |

* Diikaz nebyl délan na prednasce.
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1. Vybrané asymptotické vysledky

1.2. ZAKON VELKYCH CiSEL

Tvrzeni 1.5 Necht X, X5, ... je posloupnost nezévislych stejné rozdélenych ndhod-
nych vektort s kone¢nou stfedni hodnotou E X; = p. Pak plati

— s
X, — .

Diikaz. Dtikaz plyne pouZitim Kolmogorovova silného zdkona velkych ¢isel na jed-
notlivé slozky ndhodného vektoru. ]

1.3. CENTRALN{ LIMITN{ VETA

Tvrzeni 1.6 (centrdlni limitni véta pro nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory)
Necht X, X», ... jsou nezavislé a stejné rozdélené nahodné vektory se stfedni hod-
notou E X; = p a kone¢nou rozptylovou matici var X; = X. Pak plati

1 — d
N Z(Xi =) =Vn (X, - p) —— N(0,%).
i=1
Pozndamka. Neformdlni zapis tvrzeni centrdlni limitni véty: X, = Ne(p, n712).

Tvrzeni 1.7 (A-metoda) Necht {T},};, spliiuje
d
Vi (T, = p) —— Nk(0,2) 1.3)

pro né&jaky vektor konstant u € R* a matici X. Necht g : R¥ — RP? je funkce, kter4 je
spojité diferencovatelnd v néjakém okoli bodu p. Oznac¢me D(x) = %. Pak plati

Vi (9(T0) - 9(11) —— N, (0,D(1) TD(1)").

Diikaz.” Pro dané j € {1,...,p} uvazujme g; : R¥ — R (tj. j-tou slozku zobrazeni g).
Z predpokladii véty existuje okoli ¢ bodu p takové, Ze g; ma spojité parcialni derivace
na tomto okoli. Déle z pfedpokladu (1.3) a tvrzeni 1.4 plyne, Ze T}, konverguje k p
v pravdépodobnosti, tj. P(T}, € U) — 1 pro n — . Tedy bez Gjmy na obecnosti
muzeme predpoklddat, Ze T, € U. Nyni dle véty o stfedni hodnoté existuje !, které
lezi mezi T}, a p takové, Ze

Vi (g/(Ty) - gi(p)) = Vg () )WWn (T, - ).

* Diikaz nebyl délan na prednasce.
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1. Vybrané asymptotické vysledky

Necht D, je matice typu p x k, kterd ma v j-tém fddku Vg;( ,ufl*) a vSimnéme si, zZe
Vn (9(Ty) — g(p)) = Dp V(T — p). (1.4)
. P . . . ~ J* P Ve s . . c 1.2 . .
Nyni T;, —— p implikuje, Ze p;, —— p. S vyuZitim spojitosti parcidlnich derivaci
n—oo n—oo
zobrazeni g na U a tvrzeni 1.2(ii) dostdvame
P
Dy —— D(p).

Toto spolecné s (1.4) a tvrzenim 1.3 dokoncuje diikaz. |

Pozndmka.
e Tvrzeni 1.7 budeme nejcastéji pouzivat v jednorozmérném piipadé. Tj. necht

Vi (T - 1) —— N(0, 0?) (L.5)
n—oo
a funkce g : R — R mad spojitou derivaci na néjakém okoli bodu p. Pak plati

Vi(g (L) - g(1) —— N(0,[g' (W] 0?). 1.6)

Predchozi vysledek se da pamatovat ndsledovné. S vyuzitim Taylorova rozvoje
prvniho fadu funkce g(7,) v bodé y miiZeme prepsat

Vi (g(Th) - g(w) = &' (WVn (T, — p) + Ru, L7
kde R, je zbytkovy clen. Z predpokladu (1.3) ihned plyne, Ze

g/ (VA (T, - i) = N(0, [g'(1)]? 0?).

TudiZ pokud mtZeme zanedbat zbytkovy ¢len R, (pfesnéji R, LN 0), tak z (1.7)
n—oo

dostavame (1.6).
Podobné se da snadno zapamatovat i tvrzeni 1.7.

e Jako T,, budeme nejcastéji brat X, kde X; = (Xj1,..., Xi)T jsou vhodné zvo-
lené nezdvislé stejné rozdélené ndhodné vektory. K ovéreni predpokladu (1.3)
pak mlizeme vyuzit centrdlni limitni vétu (tvrzeni 1.6).

e V8imnéme si, Ze tvrzeni 1.7 spolecné s tvrzenim 1.4 implikuji, Ze

9(Ty) —— g(w). (1.8)

Pozorny ¢tendfr by v§ak mohl namitnout, Ze pokud by nés zajimal pouze vy-
sledek (1.8), pak pfedpoklady tvrzeni 1.7 jsou zbyte¢né silné. Dle véty o spojité
transformaci (tvrzeni 1.2) by ndm k dikazu konvergence (1.8) stacilo, Ze funkce
g je spojitd v bodé pu.

15
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1. Vybrané asymptotické vysledky

Pripravné priklady ke zkousce. = Necht Xj, X, ... jsou nezavislé a stejné rozdélené
nahodné veli¢iny. Ozna¢me p=EX; a X, = 1 3" X;.

. . =2
1. Urcete k cemu a v jakém smyslu konverguje X,,.

2. Necht navic plati, Ze u = 0 a var X; = 1. Urcete k emu a v jakém smyslu konver-
guji nasledujici ndhodné veli¢ny: (a) Vn(X,)?, (b) n(X,)? a (c) n3?(X,)?.

16



2. NAHODNY VYBER

2.1. DEFINICE NAHODNEHO VYBERU

Necht je ddan pravdépodobnostni prostor (Q, A, P).

Definice 2.1 Posloupnost X, Xy, ..., X, nezavislych stejné rozdélenych nahodnych
vektorti definovanych na (Q, A, P), z nichz kazdy m4 distribu¢ni funkci Fx, nazyvame
ndhodny vybér z rozdéleni Fx." Konstantu n nazyvame rozsah vybéru.'

Prvky ndhodného vybéru mohou byt bud redlné nahodné veli¢iny nebo ndhodné
vektory (matice apod.). MiZeme je nazyvat ,pozorovani“ nebo ,data“. Pro oznaceni
ndhodného vybéru jako celku budeme ob¢as pouzivat znaceni X.

Poznamka. Distribu¢ni funkci Fx, z niZ pozorovani X, X»,..., X, pochézeji, ne-
zname. Chceme pouzit pozorovani k tomu, abychom se o Fx néco potfebného dozvé-
déli. O distribu¢ni funkci Fx prfedpokldaddme, Ze patii do néjaké mnoZiny rozdéleni

2 M2

F, které fikame model.

Definice 2.2 Modelem pro ndhodny vybér X, X»,..., X,, rozumime pfedem stano-
venou mnoZzinu rozdéleni ¥, do niz patii nezndmé rozdéleni Fy.

Poznamka. Rozdéleni Fx je nezndmé. Radi bychom pouZili pozorovana data X, aby-
chom urc¢ili jeho jisté charakteristiky, které nazyvame parametry. Formélné jde o né-
jakou konstantu (nebo vektor konstant) 8x € R*, kterou bychom uméli zjistit, kdy-
bychom Fx znali. Hledany parametr tedy mtiZeme obecné zapsat ve tvaru x = t(Fx),
kde ¢ je néjaky funkcional.

Priklady (Typy modelt pro redlné ndhodné veliciny).

1. Za model ¥ mutzeme napf. vzit mnozinu vSech [diskrétnich, spojitych] rozdé-
leni na R s konec¢nou stfedni hodnotou [s kone¢nym rozptylem]. Hledané pa-
rametry mohou byt napf. EX;, varX;, P[X < x] = Fx(x) nebo kvantil F!(a).
Takovy model nazyvame neparamertricky’, nebot neni mozné popsat vsechna
rozdéleni v # pomoci kone¢né mnoha parametri. Symbolem © oznacujeme
mnozinu vSech piipustnych hodnot parametru 6 = ¢(F) pro viechna F € .

2. Za model ¥ mlizeme vzit mnozinu vSech rozdéleni s hustotami tvaru f(x; 0)
pro 8 € © ¢ R”, kde f(-;-) je zndm4 funkce a € je nezndma konstanta (napf.
vSechna exponencidlni, normdlni, geometricka rozdéleni). Tyto modely nazy-
vame parametrické®. V parametrickém modelu lze jakékoli jiné parametry vzdy
vyjadrit jako funkce 6.

* Angl. random sample from distribution Fx ~ T Angl. sample size * Angl. non-parametric model
S Angl. parametric model
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2. Nahodny vyber

Priklady (Parametrické modely).
o F={N(i,0), peR, of pevné dano}; 6 = p, © = R.
F = {N(u, 0%), LR, o€ R*}; 0=(uo*)T,6=RxR"
F = {Exp(1), L€ R*}; 6 =1, © =R".
7 ={Alt(p), p€ (0,1)}; 6 =p,©=(0,1).

Poznamka. Model ¥ a parametr 0, ktery néds zajim4, volime sami. Model vyjadfuje
nasi apriorni (na datech nezavislou) pfedstavu o rozdéleni pozorovanych veli¢in. Volba
parametru zavisi na otdzce, kterou se snazime zodpovédét pomoci statistické analyzy.
Volba modelu a parametru ovliviiuje vybér metody pro analyzu dat (a jeji vysledky).

2.2. STATISTIKY

Statistickd analyza postupuje tak, Ze se z ndhodného vybéru pocitaji veliciny, které
obsahuji informaci o poZadovanych parametrech, a s nimi se ddle pracuje. Témto
veli¢indm se 1ik4 statistiky. UvaZzujme ndhodny vybér X = (X3, X»,..., X,).

Definice 2.3 Pojmem statistika’ nazyvame libovolnou méfitelnou funkci S(X) po-
zorovani z ndhodného vybéru X. Statistika je ndhodna velic¢ina (ndhodny vektor, je-li
vicerozmérna).

Statistika nesmi zdviset na hodnotéch, které nezndme a nepozorujeme. Smi to byt
pouze funkce dat a zndmych konstant. Mezi nejcastéji pouzivané statistiky patii vy-
bérovy pramér a vybérovy rozptyl. Uvazujme nyni vybér redlnych ndhodnych velicin
X = (X1,Xz,...,X,)" azavedme dvé nejcastéji pouzivané statistiky.

Definice 2.4
(i) Velicina X, =1 3, X; se nazyva vybérovy priimér’ ndhodného vybéru X.
(i) Pron > 2veli¢ina S2 = -5 37| (X;—X,,)? se nazyva vybérovy rozptyl* nahodného
vybéru X.

Vybérovy rozptyl nemd smysl pocitat z jediného pozorovani (n = 1); uvazujeme-li
vybérovy rozptyl, automaticky predpoklddame, ze n > 2.

2.2.1. VLASTNOSTI VYBEROVEHO PRUMERU

Uvazujme obecny model ¥ = £2. Pracujeme tedy s ndhodnym vybérem X, jehoz
slozky X; jsou nezdvislé ndhodné veliciny s libovolnym rozdé€lenim, které ma kone¢né
druhé momenty. Oznacme p = EX; a 02 = var X;.

Lemma 2.1

n
X, = argmin Z(Xi -c)%
i1

ceR

* Angl. statistic T Angl. sample mean * Angl. sample variance
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2. Nahodny vyber

Diikaz. Oznacme si funkci f(c) = X7, (X; - c)?. Tvrzeni lemmatu plyne z toho, Ze
f'(X,)=0a f”(c) >0 pro viechna c € R. O

Vybérovy prameér tedy minimalizuje soucet ¢tvercti odchylek jednotlivych pozoro-
vani od libovolného redlného ¢isla.

Snadno spocitdme prvni dva momenty vybérového primeéru a prozkouméame jeho
limitni chovani pti n — co.

Véta 2.2 (Vlastnosti praumeéru)
(i) EX,=p,varX, = "72;
(i) Xy —— 1
n—oo
(iii) V7 (X - 1) —— N(0, 0%) neboli X,, % N(, Z).
Diikaz. (i) plyne z pfimého vypoctu. (ii) ze silného zdkona velkych cisel (tvrzeni 1.5

pro k = 1) a (iii) z centrdlni limitni véty (tvrzeni 1.6 pro k = 1). O

Pozndmka. Plati-li pfedpoklad normdlniho rozdéleni, tj. ¥ = {N(y, 0%), p € R, 0% €
R*}, 1ze body (i) a (iii) pfedchozi véty zesilit na

Vi (X, - 1) ~N(0,0%) neboli X, ~N(u, Z).

Diikaz. Z pfedpokladi plyne, Ze ndhodny vektor Z = (X;-p, ..., X,—u) T méd nezavislé
slozky s rozdélenim N(0, 0?) a z definice mnohorozmérného normalniho rozdéleni

(viz definice P6.1) plyne, Ze Z ~ N,(0, 0%l,). Ozna¢me si ¢ = (\/iﬁ,\/iﬁ)T e R
Z vlastnosti mnohorozmérného normalni rozdéleni plyne, Ze
c'Z =vn (X, - p) ~ N, d?).
O

2.2.2. RELATIVNI CETNOST

V aplikacich ¢asto nabyvéa ndhodna veli¢ina X; pouze hodnot 0 a 1. Jednicka pfi tom
znamend, zZe v i-tém pokusu nastal néjaky jev B a nula, Ze nenastal. Ozna¢me p =
P(X; = 1). Pak ndhodné veli¢iny Xj, .. ., X,, pfedstavuji ndhodny vybér z alternativniho
rozdeleni” Alt(p).

Vybérovy primér X, je podilem poctu pozorovani, pii nichZ jev B nastal, a cel-
kového poctu pozorovéni n. Nazyvame jej (empirickd) relativni cetnost' jevu B. Pro
relativni etnost X,, pochopitelné plati véta 2.2. Uvedme si ji znovu v podobé speci-
alizované na tento pfipad a pridejme jesté jedno nové tvrzeni.

Véta 2.3 (Vlastnos_ti relativni ¢etnosti)
(i) EX,=p,varX, = @;

* Angl. Bernoulli distribution. T Angl. empirical frequency
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2. Nahodny vyber

(i) Yn L p pro n — oo;
(iii) V7 (X = p) — N(0, p(1 = p)) pro n — oo;
(iv) nX, ~ Bi(n,p).

Diikaz. (i) az (iii) plyne pfimo z véty 2.2 s vyuZzitim toho, Ze pro alternativni ndhod-
nou veli¢inu plati EX; = p avarX; = p(1 - p). (iv) plyne z rovnosti nX, = 7", X;
a z reprezentace binomického rozdéleni jako souctu nezavislych stejné rozdélenych
alternativnich rozdéleni. ]

Podle bodu (ii) mtiZeme pravdépodobnost p zjistit s libovolnou pfesnosti pomoci
relativni ¢etnosti, staci jen mit dostatek pozorovani vyskytu tohoto jevu.
2.2.3. VLASTNOSTI VYBEROVEHO ROZPTYLU

Nejprve uvazujme obecny model ¥ = £2. Ozna¢me opét u = EX; a 02 = var X;. Vybeé-
rovy rozptyl lze prepsat do riznych podob, které se k urcitym tceliim hodi lépe nez
ptvodni definice.

Véta 2.4 Pron >2
()

n [1& —2
S2 = =N x2-Xx. 2.1
2 n_l(nzl n 2.1)

(ii) Necht 1, je sloupcovy vektor n jedni¢ek. Ozna¢me A = [, — %lnl;'; (matice nxn).
Pak

1 1
S2 = — XTAX = — YTAY, 2.2)
n-— n—

n
kdeY = X - c1, pro néjaké c € R.
Diikaz. Cast (i):
n

= 1\ % 1 - =2 1
n715121 = ;Z(Xt _Xn)z = EZ (Xl-z—ZXl'Xn+Xn) = E
i=1 i=1 :

i
x
|
S
2
>
N
+
I
SN

Iy =2 =2 1lxn, =2
:ZZXI. —2Xn+Xn:EZXi -X,.
i=1 i=1
Cast (ii):

1 1
XTAX = XT(I]n - Elnﬂ)x =XTX--XT1,1]X

n 1 n 2 n —
= > x?- E(ZX,-) =Y X?-nX,=(n-1S.
i=1 i=1 i=1
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2. Nahodny vyber

Posledni ¢ast tvrzeni pak plyne z toho, Ze
1'A=0=A1,.
i
Pozndamka. Vzorec (2.1) se pouZzivd mj. pro numericky vypocet S2. Vzorec (2.2) pie-
pisuje S2 v podobé kvadratické formy a ukazuje, ze S2 je invariantni vii¢i posunuti
pozorovani X; o libovolnou konstantu c.
Povsimnéte si, Ze matice A je idempotentni, tj. AA = A. To vyuZijeme pozdéji pri
urcovani rozdéleni S2 (viz véta 2.8 niZe).

U kvadratickych forem méame k dispozici Sikovny vzorec pro vypocet stfedni hod-
noty.

Lemma 2.5 Necht Z je ndhodny vektor délky n se stfedni hodnotou p a kone¢nou
rozptylovou matici £. Necht B je libovolnd matice n x n. Pak plati

EZ'BZ = u B +tr (BZ).
Drikaz.
EZ'BZ =Etr(2TBZ) =Etr (BZZT) =tr (BEZZT) = tr (B(up" +3))
— tr (BWT) +tr (BZ) = 1 B +tr (BZ),
kde jsme vyuzili toho, ze
S=E(Z-p)(Z-p) =EZZT - pu.

|
Zde konct
predn. 2

Véta 2.6 (Vlastnosti vybérového rozptylu) (4.10.)

@ 82— o2,
n—oo
(i) ES2 = o2,
(iii) Jestlize ¥ = £* (existuje kone¢ny ¢tvrty moment X;), pak

Vi (82— 0%) =5 N(0, o (4 - 1),

)4 . v  sw * v .
kde y4 = E(};’—J‘) je tzv. Spicatost rozdéleni X;.

" Angl. kurtosis
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2. Nahodny vyber

(iv)" Jestlize ¥ = £*, pak

X v d
][5 (2)] 555 0
0'2 0'3}’3

kde X =

PR— 3 . b4 DS 1
EXH je tzv. sikmost' rozdélen X;.

a =
0.3,}/3 0'4(74 _ 1)) V3

Diikaz. Cast (i): Dle véty 2.4(i) miizeme psat

Ze zakona velkych cisel (tvrzeni 1.5) plati

— 1xv T P AT
(X — > xF) —> (ExiEX?) .
n ) n—oo
Nyni funkce g(y1,y2) = y2 — yl2 je spojita na R?, tedy je spojitd i vdaném (nezndmém
bodé) (E Xi, EXl.z), ktery je nosicem limitniho rozdéleni. Tedy mtzeme pouZzit vétu
o0 spojité transformaci (tvrzeni 1.2(ii)) a dostavame

I~ =2 P 2 2 2
;;Xi - X, — EX? - (EX;)" =varX; = 0%,
coZ jsme méli oveérit.

Cast (ii): Polozme Y = X — pul, a v§imnéme si, Ze EY = 0. Dle véty 2.4(ii) a lem-
matu 2.5 mGZzeme pocitat

(n-1)ES2=EYTAY =EYTAEY +tr (Ac?l,) =0+ (n-1)0?,
nebot
tr (Aazﬂn) = Uz(tr (1) - %tr (1,11;)) =o%(n-1).
Cast (iii): Nejdiive si pfepiseme vybérovy rozptyl jako

1

S2 =
" n-1

n n

_ 1 _
E . _ 2__2 )2 — —u)?
iZI(X, X, —n_li:1(X, W= (Xn— ).

* Neprobrano na piednéasce. ' Angl. skewness
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2. Nahodny vyber

A tedy
- o? + 5 A a - - + B, +Cy,
Vn (82 - 1 (X w?-o® LoV (X - p)* °E Ay + By + C
kde A, B, a C,, postupné znaci jednotlivé s¢itance na pravé stran€ rovnosti. Zfejmé
B, = \Fl o> —— 0.

n—oo
Daéle o
:%\/E(Xn_,u)z:%‘/ﬁ(xn_ﬂ)(xn_,u) ’H—OO)O;

. s . - d - P
kde jsme vyuzili toho, ze ;"5 — 1, vn (X, - p) — N(0,0%), X, —u —— 0Oa
n—oo n—oo n—oo
Cramérovy-Sluckého véty (tvrzeni 1.3).
Staci se tedy zabyvat ¢lenem A,. Pro i € {1, ..., n} si oznaéme Y; = (X; — p)?. Potom
s vyuzitim centrélni limitni véty na ndhodné veli¢iny Y; (tvrzeni 1.6) a Cramérovy-
Sluckého véty (tvrzeni 1.3)

_\/ﬁn ._2_2_”Ln N2 2
Ay = ;[(Xz K U]_n—l\/ﬁz[(Xl ) U]

Z [V - EYi] ————> N(0, var (¥;)).

n
n-1 \/_
Zbyva uz jen dopocitat
var (¥;) = var ((X; - 1)?) =E(X; - w)* - (63)* = o* [E(ZE) - 1] = 0* [1a - 1].

Poznamka.

* Véta 2.6(iii) rikd, Ze variabilita vybérového rozptylu asymptoticky zdvisi na Spi-
Catosti pozorovani.

e Véta 2.6(iv) fik4, Ze vybérovy prumér a vybérovy rozptyl maji asymptoticky sdru-
Zené normadlni rozdéleni. Jejich kovariance asymptoticky z4visi na Sikmosti po-
zorovani. Je-li Sikmost nulovd, vybérovy pramér a vybérovy rozptyl jsou asympto-
ticky nezavislé.

Poznamka. Alternativné se véta 2.6(ii) (tj. nestrannost vybérového rozptylu) d4 uka-
zat pfimocarym vypoctem.

1 [ < - 1 — _
— 1(Z:EXZ.Z—nEXi) = 1(nEXlz—nvar (Xn) —n(EXn)Z)
i1

ES2 =

2,2y 0% 2_1(2_2)_2
1(n(0+u) n? n,u)_n_1 no“ —-o“) =0°,

kde jsme vyuzili toho, Ze E X2 = var (X)) + (EX1)* a podobné také E (X ,)° = var (X,) +
(EX,)%
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2. Nahodny vyber

Cvi€eni. Dokazte, ze pokud X; nabyvaji pouze hodnot 0 nebo 1, pak S% = -2+ X,(1-
Xn). Ndvod: Vyuzijte toho, Ze v tomto pripadé X? = X;.

Nyni pfiddme predpoklad normalniho rozdéleni, tj. budeme pracovat v mensim
modelu ¥ = {N(g, 0?), p € R, 6° € R*}. Pracujeme tedy s nadhodnym vybérem X =
(X1,X2,...,X,) T, kde X; jsou nezavislé s rozdélenim N(u, o?). Diky jejich nezavislosti
plati X ~ N, (ul,, o2l,).

Nejprve uvedeme dva vysledky, které plati pro libovolné normélné rozdélené na-
hodné vektory.

Lemma 2.7 Necht X ~ N,(u,X) a A je positivné semidefinitni matice typu n x n.

(i) Necht B je libovolnd matice typu m x n splnujici rovnost BZA = 0,,x,. Pak na-
hodné veli¢ina X TA X a ndhodny vektor BX jsou nezavislé.

(ii) Necht B je libovolna positivné semidefinitni matice typu n x n splilujici rovnost
BZA = 0,x,. Pak jsou ndhodné veliciny X TAX a X "TBX nezavislé.

Diikaz. Cast (i). Jelikoz matice A je positivné semidefinitni, tudiz dle spektralniho
rozkladu existuje ortonormdlni matice U takov4, Ze

A=UDUT

kde D = diag (A4,...,1,) je diagondlni s vlastnimi ¢isly matice A (kterd jsou neza-
pornd).
Déle z predpokladu véty médme

Omxn = BEA = BEUDUT.
Jako D~'/2 ozna¢me matici nyni diagondlni matici, kterd ma na i-tém prvku diagonély

\/% v pripadé, Ze A; je nenulové a nulu jinak. Pak vyndsobenim vySe uvedené rovnosti
2

zprava matici UD~'/? dostavame
Omxn = BEUDY2,
Tedy ndhodné vektory BX a D'/?UT X jsou nekorelované, nebot
cov (BX,DY2UTX) = BEUDY? = 0yxn.

Z definice mnohorozmérného normalni rozdéleni plyne, Ze tyto ndhodné vektory
maji sdruzené normadlni rozdéleni, nebot miizeme psat

BX \_( B |\,
IDI/Z[UTX - Dl/Z[uT .
SdruZend normalita a nekorelovanost pak implikuje nezdvislost ndhodnych vektori

BX a D'2UTX (véta P6.2(ii)). Tudiz také BX a X'UDY?DY2UTX = XTAX jsou
nezavislé.
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2. Nahodny vyber

Cast (ii). Podobné jako vyse ze spektralniho rozkladu
A=UsDaU] a B=UzDsU],

kde Uy, Up jsou ortonormdélni matice a D4, Dp jsou diagondlni matice s nezdpornymi
prvky na diagonalach.
Ddle z pfedpokladu

Opxn = BEA = UgDpUJ = UyD4UY

Necht [D;‘” “a ID;I/ 2 jsou jako matice D~!/2 vy$e. Pak vyndsobenim vyse uvedené rov-
-1/2

. . . -1/2 o
nosti zprava matici Uy D ] / a zleva matici D B

U}, dostavame
Onxn = Dy °Ug ULDY?.

Tedy podobné jako v ¢ésti (i) dostdvame, ze ndhodné vektory IDE/ “UlX a Di/ urx
jsou nezavislé a tudiz také jejich skalarni souciny

T 12 01/20 Ty _ »T
X UpDy ™ Dy Ug X =X BX

XTu,D’ DUl X = XTAX.

jsou nezavislé.
i

Véta 2.8 (Vlastnosti vybérového rozptylu za normality) Necht X; ~ N(y, 02),i=1,...,n
jsou nezavislé. Pak plati
(1) )
(I’l - I)Sn - XZ *

n-1°

= (2.3)

(ii) X, a S? jsou nezdvislé nahodné veliciny.
Diikaz. Cast (i). Dle véty 2.4 miizeme psat

(n-1)s?

—1 =YTAY,

o

kde

y = (B2 2T N, (0,0,)

o )
aA=1,- %1,11; JelikoZ matice A je idempotentni s hodnosti n — 1, tak tvrzeni plyne
z lemmatu A.4 (kde X =1,,).

* Viz definice A.1.
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2. Nahodny vyber

Cast (ii) V§imnéme si, Ze mtizeme psat

Xy =

1 1
= -BX, $2=—XTAX,
n

" n-1
kdeB = 1] aA =1, - 11,17. Ddle X ~ N,(ul,, 0%l,) a tedy tvrzeni plyne z lem-
matu 2.7(i), nebot

BZA =150%1, (1, - 11,1}) = 0*(1} - L n1]) = 0].

O

Pozndmka. Z definice y* rozdéleni vime, Ze nahodnd veli¢ina s rozdélenim x> |, ma
rozdéleni dané pomoci Z;’z‘ll Yl.z, kde Yi,...,Y,_1 jsou nezavislé stejné rozdélené na-
hodné veli¢iny s rozdélenim N(0, 1). Z centrdlni limitni véty a z (2.3) pak plyne, Ze

(n-1)82
L—(n-1
o2 ( ) d N(0, 2)

n_l n—oo

a tudiz
VELVR (S2 - 02) % N(0,20).

Uvédomime-li si, Ze Spi¢atost normdlniho rozdéleni je 3, vidime, Ze tvrzeni (i) z véty 2.8
je v souladu s asymptotickym vysledkem véty 2.6(iii). V€ta 2.8(i) udava presné rozdé-
leni S2 pro normaélni data, zatimco véta 2.6(iii) udava asymptotické rozdéleni S2 pro
libovolnd data s kone¢nym ¢tvrtym momentem.

Poznamka. Tvrzeni véty 2.8(i) se d4 pamatovat nasledovné. VSimnéme si, Ze
(n—1)S2 :Z”: Xi — Xn\?
o2 - o ’

Kdybychom ve vyraze na pravé stran€ predchozi rovnosti pouzili skutecnou stredni
hodnotu p misto X, tak bychom méli 3,7, (%)2 ~ x2. Odhadnutim stfedni hod-
noty u pomoci X, pak jakoby ztrdcime jeden stupeni volnosti (protoZe jsme odhado-
vali jeden parametr).

Poznamka. Véta 2.8(ii) fik4, Ze jsou-li data normalni, X , a S2 jsou nezavislé pro kazdé

konec¢né n > 1.

Véta 2.9 (limitni véta o T,) Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z libovolného rozdéleni
se stfedni hodnotou p a s kone¢nym nenulovym rozptylem o?. Pak

_‘/ﬁ()_(n_ﬂ) d

=
Sn n—oo

N(0, 1).
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2. Nahodny vyber

Diikaz. Nahodnou veli¢inu 7;, si mliZeme prepsat do tvaru

Vi (Xu-p) o
Ty=— 21—
o Sn

Z centrdlni limitni véty (tvrzeni 1.6, pro k = 1) mame, Ze

‘/ﬁ(yn_ﬂ) d

o n—oo0

N(0, 1).

P . « cel 2 . . ..
Dile z S2 —— o2 (véta 2.6(i)) a z véty o spojité transformaci (tvrzeni 1.2(ii)) pro

n—oo

g(y) = a/~/y plyne, Ze
g P
Z 7,1
Sl’l n—oo

Tvrzeni pak plyne z Cramérovy-Sluckého véty (tvrzeni 1.3). |
Nyni opét priddme pfedpoklad normélniho rozdéleni.
Véta 2.10 Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, 0?). Pak
Vi (X, - ) .

n:—"’tn_l.

Sn
Diikaz. Nahodnou veli¢inu 7,, si mizeme prepsat do tvaru
vn (Yn_ll)

T, = 2" : (2.4)
L% (n - 1)

o2

v 2
Z poznadmky za vétou 2.2 vime, Ze v X2 ~ N(0, 1). Dale )% ~ 42 (véta 2.8(1)),

pricemz Citatel a jmenovatel ve zlomku (2.4) jsou nezavislé (véta 2.8(ii)). Tvrzeni pak
plyne z reprezentace ¢-rozdéleni (Definice A.2). ]

Poznamka. Véta 2.10 udavé presné rozdéleni nahodné veliciny 7,, pro normalni data,
zatimco véta 2.9 udava asymptotické rozdéleni téZe veliciny pro libovolna data s ko-
nec¢nym rozptylem. Uvédomte si, Ze pro n — oo rozdéleni t,,_; konverguje v distribuci
k rozdéleni N(0, 1).

Nyni budeme uvaZovat dva nezavislé vybéry ze dvou rtiznych normadlnich rozdé-
leni.

Definice 2.5 (0 F-rozdéleni) Necht X ~ 2 aY ~ x2, jsou nezavislé. Pak rozdéleni
ndhodné veliciny

_X/n

Y/m
se nazyva [Fisherovo-Snedecorovo] F-rozdéleni s n a m stupni volnosti, zna¢ime F,, ;,.

* Viz definice A.2.
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2. Nahodny vyber

Véta 2.11 (véta o F statistice) Necht Xj, ..., X, je ndhodny vybér z normélniho rozdeé-
leni N(px, 02) ayi, ..., Y, je ndhodny vybér z normalniho rozdéleni N(uy, o2). Necht
jsou nahodné vektory (Xi,...,X,)" a (¥,...,Y;,) T nezavislé. Ozna¢me vybérové pri-

méry obou vybérti X, a Y, a vybérové rozptyly

1 < - 1 < -
2 _ o 2 2 _ L _ 2
Sy = —— i:EI(Xl Xn)© a S = m_lj:EI(YJ Yn)”.
Pak plati
Sy/ox 1,m-1
@22 fn-lm-l-
Sy /oy

Diikaz. Statistiku si miZeme prepsat jako

(n-1)8% B
8)2(/0')2( _ 0')2( /(n 1)

2752 7 (m-1)82 :
Sy /oy %/(m—l)

Dal (n-1)82 2 (m-1)S2 2 (yéta 2.8(ii), pficem? tyto ndhodné velidiny i
dle == ~ 1,4 —— ~ X1 (vV€ta 2.8(ii)), pficemZ tyto ndhodné veliCiny jsou
nezdvislé. Tvrzeni pak plyne z definice F-rozdéleni (definice 2.5). ]

2.3. USPORADANY NAHODNY VYBER

Méjme ndhodny vybér Xj, ..., X, z jednorozmeérného spojitého rozdéleni s distribu¢ni
funkci F a hustotou f vzhledem k Lebesgueové mife. Necht n > 2. Jelikoz Xi, ..., X,
jsou nezdavislé a maji spojité rozdélenti, tak

P(X; = X; pro n&jakd i,j € {1,...,n}) = 0.
Definice 2.6 (Uspofddany ndhodny vybér a poradi)

(i) Sefadime-li vs§echny ndhodné veli¢iny” X, ..., X,, od nejmensi do nejvétsi, zis-
kame usporddany ndhodny vyber'

X(l) < X(g) < e < X(n—l) < X(n).

Symbolem X ;) rozumime k-tou nejmensi hodnotu mezi pozorovanimi Xj, ..., Xy;
nazyvame ji k-ta porddkovd statistika'.

(ii) Poradim® nadhodné veliciny X; ve vybéru Xj,..., X, rozumime pfirozené c¢islo
R; € {1,...,n} takové, Ze X; = X(p,.

" Sefazujeme vlastné realizace nahodny veli¢in, vice poznamka pod definici. T Angl. ordered random
sample * Angl. order statistic S Angl. rank
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2. Nahodny vyber

Cely usporadany vybér budeme znacit X .), tj.
T
X0y = Xay - Xim)
Pozndmka.
1. JelikoZ ndhodné veliciny Xj, ..., X, jsou zobrazeni z Q do R, tak pro kazdé w €
Q vlastné sefazujeme jejich realizace X;(w), ..., X,(w). Tedy napf. X(;) je opét
zobrazeni z O do R definované pro o € Q jako X(1)(w) = min{Xj(w), ..., Xu(w)}.
2. Hodnoty Xj, ..., X, 1ze jednoznacné urcit z n-tice porddkovych statistik a n-tice
poradi.
3. Prvni poradkova statistika je minimum, n-td porddkova statistika je maximum
vSech velicin ndhodného vybéru.
4. PlatiR; = Z}l:l HX; = Xj} =1+ Z;lzl HX; > Xj}.
5. Porddkové statistiky a poradi jsou ndhodné veli¢iny a téZ statistiky ve smyslu
definice 2.3.

Oznac¢me symbolem £, mnoZinu v§ech permutaci posloupnosti (1, ..., n). Tato
mnoZzina ma n! prvka.

Véta 2.12 Sdruzend hustota ndhodného vektoru X, = (Xq),... ,X(n))T vzhledem
k Lebesgueové mife jest

n'f(y)f(e) - f(yn) pokudy <--- <y,

POL - ¥n) = {0 jinak.

Diikaz. Vime, Ze ndhodny vektor X ., md hustotu p, pravé kdyZ pro kazdou borelov-
skou mnozinu B € B plati

P(X eB)=/~-/ﬂB(y)p(y)dy-

Predndskovd verze zbytku diikazu.
Vezmeéme si tedy B € B; a pro jednoduchost uvazujme n = 2. Potom

P(X(.) € B) = P((X(l),X(g))T € B)
=P((X(1), X(2))" € B, X1 < X2) +P((X(1), X(2)) " € B, X2 < Xj)
=P((X1,X2)" € B, X1 < Xz) +P((X2, X1)" € B, Xz < X).

Nyni si vS§imnéme, Ze nezavislost a stejna rozdélenost ndhodnych vektort implikuje,
ze rozdéleni nahodného vektoru (X7, X2) T je stejné jako rozdéleni ndhodného vektoru
(Xg,Xl)T. Tudiz

P((X1,X2)" € B, X1 < X2) =P((X2,X1)" € B, X2 < Xj)
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a tedy dostdvame
P(X(.) € B) =2 P((Xl,Xz)T € B X; < Xg)

2 // 15, 12) F O 02) W < v2} dyidys.

Pro obecné n pak plyne dtikaz z toho, Ze obdobné jako vyse se dokaze, ze

P(X(y€eB)=nlP(X € B, X1 <Xz <...<Xp).

Skriptovd verze zbytku diikazu.

Vezméme si tedy B € B} a ozna¢me si vektor pofadi R = (R),...,R,)" a jednu
z permutaci mnoziny P, jako r = (ry,...,r,)". Je dobré si uvédomit, Ze R zéavisi na
X. Proto tam, kde to bude vhodné, tak budeme psat R(X).

Nyni miiZeme pocitat

P(X(,eB)= ) P(X()€B R(X)=r)

reP,

=> /---/ﬂB(m(.))ﬂ{R(w)=r}f(x1)---f(xn)dx1---dxn
reP,

=Y [ [ 1nl) RO ca30) =} £ £ ) -
TPy

= [ [ @t < <) Y f0n) S ) dn - dy

TPy

= [ [ ) <<t o) S - dy

kde jsme prfeznaciliy = x(,) (§j. x; =y, i =1,...,n), zCehoZ plyne, Ze y; < ... < y,.
Tudiz také hodnoty yy, ..., y,, maji pofadi r a tedy indikdtor 1{R(ys,,...,y,) = v} je
splnén a mohli jsme ho nahradit indikdtorem 1{y; <... < y,}. O

Poznamka. Nahodné veliCiny X(y),..., X(,) nejsou nezavislé. Podobné ani ndhodné
veli¢iny uddavajici poradi Ry, ..., R, nejsou nezavislé.

Véta 2.13 Distribuc¢ni funkce k-té porddkové statistiky jest

Fiay () = P(Xay < %) = ) (’;)Fj(x)(l — F(x))"”
=k
F(x)
511 - )" *dr,

1
a B(k,n—k+1),/0
kde B(-,-) znaci Beta funkci (viz Appendix A.5).
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Diikaz. Prvni rovnost: Oznaé¢me si Z; = H{X,- < x}. Potom Y, = X\ | Z; udéava pocet
veli¢in, které jsou mensi nez x. Navic ¥, ~ Bi(n, F(x)). Tudiz

n n

P(Xgey <x) =P(Yy 2 k) = Y P(Y=j) = (;l)Fj(x)(l — F(x))".

Jj=k j=k

Druhé rovnost:” Budeme postupovat zpétnou indukci.

Necht k = n, potom

1 F(x) nel ge 1 1 _, _(n\
ey 1)/0 t dt_B(n, I)ZF (X)—(n)F (x),

kde jsme vyuzili toho, Ze

1 _ I'(n+1) 1 n
nB(n,1) nl(n)L(1) —  \n)
Nyni provedeme indukcni krok (k — k — 1). Pfedpoklddejme, Ze pro dané k plati

n

n\ . n-j _ 1 FO n—k
Z(])F](x)(l—F(X)) —m‘/o‘ t (l—t) dt

j=*

a chceme ukazat, ze

n

D ") () (1= Fx)" = ! /F(X) 21— ar. (2.5
L\ T Be-Ln-k+2) Jo - @

Pocitejme nyni pomoci metody per partes integrdl na pravé strané predchdazejici rov-
nosti, tj.

F(x

F(x) ) F(x)
/ tk_z(l _ t)n_k+ldt — [ﬁfk_l(l _ t)n—k+l]0 + nI;l_c-l}—l / tk—l(l _ t)n_kdt
0 0

F(x)
= 2P @ (1= F) "+ ”k_—'fl”/o t51(1 - 1)k dr.

Prava strana (2.5) se tedy rovna

1
Blk-1Ln-k+2)(k-1)

F(x)
(Fk_l(x)(l —Fx)" " e (n-k+1) / tF1(1 - r)"—kdt).
0
Nyni si vS§imnéme, Ze

1 3 I'(n+1) 3 n! [ n
Bk-1,n—-k+2)(k-1) T(k-DI(n-k+2)(k-1) (k-DW(n-k+1)! _(k—l)

* Neprednaseno.
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a dale
n—k+1 B I'(n+1) 3 1

B(k-1,n-k+2)(k-1) T(k)(n-k+1) B(k,n—-k+1)
Odtud jiz s vyuZzitim induk¢éniho prfedpokladu dostdvame pro pravou stranu (2.5), Ze

1 /F(X) tk_z(l _ f)n_k+ldt
Blk—L,n-k+2) Jo

F(x)
:( n )Fk—l(x)( F( ))n k+1 tk_l(l —t)n_kdt.

1
k-1 <Mkn—k+1LA

(kaF“%m( zq)"k“+§:(yﬂu)1—Fun

M:

(’?)Ff<x><1 _F)™
1 J

=

Disledky.

1. Maji-li X; rovhomérné rozdéleni na intervalu (0, 1), pak ndhodn4 veli¢ina X,
ma rozdéleni s hustotou f(x) = m xF=1(1 - x)"*1{x € (0,1)}, tj. m4 tzv.
beta rozdéleni” B(k,n — k + 1). Z toho (mimo jiné) plyne

k(n-k+1)
(n+2)(n+1)2
2. Necht maji X; jakékoli spojité rozdéleni s rostouci distribu¢ni funkci F. Potom
F(X(k)) ~ B(k, n-k+ 1).
Na druhou stranu necht Z ~ B(k,n — k + 1). Pak

P[X) < x] =P[F(X(x) < F(x)] =P[Z < F(x)] =P[F'(Z) < x],

k
EX(k) = m, var (X(k))

tj. X(x) ma stejné rozdéleni jako F~1(Z).

Véta 2.14 Hustota k-té poradkové statistiky vzhledem k Lebesgueové mire jest
n-1 _ n—
Jiky (x) :n(k_l)f(x)Fk Y[l - F(x)]"*
Diikaz. S vyuZitim véty 2.13
_ _ 1 k-1 _ n-k
f(lc)(x) = F(k)(x) = Bk, n—k+ 1)f(x)F (x)(l F(x))

a tvrzeni véty plyne z toho, Ze

1 AD I'(n+1) B n! n(n-1)! (n— 1)

Blon—k+1)  TTn—k+1) (k-Dln-k! (k-Din-k! "k-1)
O
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Véta 2.15 Ndhodny vektor R = (Ry,...,R,)" nabyvé viech hodnot na mnoziné #,,
pricemz kazdé z nich méa pravdépodobnost 1/n!.

Diikaz. Predndskovd verze diitkazu.
Uvazujme nejdfive pro jednoduchost n = 2. Potom

P(Rl = 1,R2 = 2) = P(Xl < Xz) = P(Xz < Xl) = P(R1 = 2,R2 = 1),

kde jsme podobné jako v dlikazu véty 2.12 vyuzili toho, Ze ndhodny vektor (Xj, X»)T
ma stejné rozdéleni jako nahodny vektor (Xo, X;)T. Pro n = 2 tedy dostdvame

1
P(R] =1,R = 2) = P(Rl =2,Ry = ]_) = 5
Vy$e uvedena tivaha se dd zobecnit pro n > 2 nésledovné. Necht (iy,..., i) je libo-

volnd permutace cisel (1, ..., n). Potom
PXi<Xe<...<Xp)=P(Xj; <Xj, <...<Xj,)

a tudiz
P(R(X)=7)=P(R(X)=(1,2,...,m)7)

pro vSechny r € P,. Tvrzeni véty pak plyne z toho, Ze mnoZzina £, ma pravé n! prvka.

Skriptovd verze ditkazu.

PR =7) = [ [ R@ =r} ) fe) - dx,
= [ [ HBOn ) = b F ) fO) - dy
= [ [t << mb o fn e dyy
=// Wy <o <ynbf ) - f(yn) dyr -+ - dyn
- P(R(X) - (1,2,...,n)T),
kde jsme podobné jako v ditkazu véty 2.12 pfeznaCiliy =z, (tj. x; =y, i =1,...,n),
z ¢ehoZ plyne, Ze y; < ... < yy.
Z vySe uvedeného vyplyva, Ze
P(R=r)=const., provr e p,.

Tvrzeni véty pak plyne z toho, Ze mnoZina #,, méa pravé n! prvka. ]

* Viz napt. kapitola 8.2.7 v Kulich (2018).
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Véta 2.16 Plati
(i) P(R; =k) =1 provSechna i, k € {1,...,n}.
(i) P(Ri=k,Rj=m)= ﬁprovﬁechnai;&j k+me{l,..., n}

(iii) ER; = %, varR; = “5! pro vSechnai e {1,..., n}.
n+1

(iv) cov (Rl,R ) = -5 provsechna i # j € {1,. ..,n}.
Diikaz. Cast (i). Bez tjmy na obecnosti miizeme uvazovat i = n. Dale necht P* |
obsahuje ty prvky #,, které maji na poslednim misté ¢islo k. Nyni
P(R,=k)= > P(R=r) —m-= =L
nl n
rePr’f_l
kde jsme vyuzili vétu 2.15 a toho, Ze mnoZina ¥ | mé (n - 1)! prvki.

Cast (ii). Bez ijmy na obecnosti miizeme uvazovat i = n — 1 a j = n. Dale necht
Pk "> obsahuje ty prvky #,, které maji na pfedposlednim misté ¢islo k a na poslednim

N

mlste ¢islo m. Potom

1

= = = = '———

P(Rn-1 =k, Ry, = m) TE;M (R=7)=(n-2) o =D
n-2

kde jsme vyuzili vétu 2.15 a toho, Ze mnoZzina Pl’j’_’;’ ma (n - 2)! prvka.

Cast (iii). Dle ¢asti (i):

1 1 1 1
ERi:ZkP(Ri:k): k—:_n(n2+ ):n;
k=1 =
Podobné
L, o1 (n+1\? n(n+D@n+1)  (n+1)?
varR; =ER; - Zk ( ) - 6n 4
_n+l (n+1)(n-1)
=7 (4n+2-3n-3) = 2 .
Cast (iv).
n n 2
cov (R, Rj) =ER;R; —ER,ER; = kem ; 1 _(ngl)
k=1 m:l,m;&k n(n-1)
[Z Z n+1)2
n(n—l) e~ o =t 2
) n+ D\ nn+1)@2n+1] (n+1)?
_n(n—l) 6 2
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_nm+1)? (n+1)@2n+1)  (n+1)?

T 4(n-1) 6(n-1) 2

:% 3n(n+1)-2(2n+1)=3(n+1)(n-1)
_ (n+1) __(n+1)
—m(l—n)— 5

O

Poznamka. Pokud data nepochdzeji ze spojitého rozdéleni nebo se v nich naché-
zeji shodnd pozorovéni vznikla vlivem zaokrouhlovéni, tak dav4 stéle smysl definovat
uspofddany ndhodny vybér jako

Xa) £ X2) £ £ Xn-1) < X))

pricemz poradkova statistika Xy je stdle dobre definovana a plati pro ni véta 2.13.
Poradi vSak jiz nelze stanovit jednoznacné. V takovém pripadé se casto pouZzivaji
tzv. priumérnd poradi’, ktera lze spocist jako

Ri:1+ZH{Xi>Xj}+% Z H{XLZX]} (2.6)

j=1 Jj=Llj#i

Pro takto upravena poradi viak z vyse uvedenych tvrzeni plati pouze ER; = ”T” (viz
véta 2.16(iii)).

Alternativné je moZzné poradi shodnych pozorovani pfifadit ndhodné. Pro nadhodné
urcend poradi pak plati véta 2.15 a tudiz i véta 2.16. JelikoZ se vSak poradi vétSinou
pouzivaji pro testovani, tak vysledek testu by pfi pouZiti tohoto pfistupu mohl zavi-
set na poc¢atecnim ndhodném pfrirazeni potadi ke shodnym pozorovanim. To se v§ak
v praxi povazuje za nezadouci, protoze do nasich zavért bychom vnéseli dodate¢nou
nahodu.

2.4. TRANSFORMACE VE STATISTICE

2.4.1. TRANSFORMACE POZOROVANT A JEJf VLIV NA PARAMETRY

Méjme ndhodny vybér Xj,..., X, z rozdéleni s distribu¢ni funkci Fx, hustotou fx a
nosi¢em Sx. Uvazujme ryze monotonni' diferencovatelnou funkci g : Sx — R a defi-
nujme Y; = g(X;). Potom V3, ..., Y, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou fy. Kdyby
rozdéleni Fx bylo spojité a kdybychom znali fx, spocitali bychom hustotu fy z tvrzeni
P5.3.

Transformace pozorovani se ve statistice pouzivaji dosti ¢asto. Bézny dtivod pro
provedeni transformace byv4, Ze ptivodni ndhodny vybér X, ..., X,, pfili§ porusuje

* Angl. average ranks ' Nemonotonnim transformacim se obvykle vyhybame, protoZe by mohly zto-
toZnit pozorovani, kterd byla ptivodné vyrazné odlisna.
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predpoklady metod, které bychom chtéli pouZit (napfiklad normalitu, symetrii hus-
toty, existenci momentti apod.). Najdeme tedy vhodnou funkci g takovou, Ze V; =
g(X;) spliuje predpoklady 1épe nez ptivodni pozorovani a pracujeme s ndhodnym
vybérem V1, ..., Y, namisto ptivodniho ndhodného vybéru X, ..., X,,. Mezi nejcastéji
pouZzivané transformace kladnych ndhodnych veli¢in patii napt. g(x) = logx nebo

g(x) = Vx.

Priklad. Necht X; ma tzv. logaritmicko-normdlni rozdéleni LN(u, 0?). Potom log(X;)
ma normalni rozdéleni N(pu, 0?)

Pokud pouZivame transformace, musime si uvédomovat, Ze fada parametru roz-
déleni Fx ptivodniho ndhodného vybéru se po transformaci zméni takovym zptso-
bem, Ze je uZ nedokdZeme identifikovat.

Napriklad stfedni hodnota uy = E X; se zméni na uy = E g(X;). Pokud nezndme
rozdéleni X;, nemlizeme pak z uy spocitat pavodni stfedni hodnotu puy, ledaze by
funkce g byla linearni. Necht je g rostouci a ryze konkdvni funkce, pak plati z Jense-
novy nerovnosti (véta P2.5) uy < g(ux) a zpétna transformace g~!(uy) ddva hodnotu
ostfe mensi neZ ux. U ryze konvexni funkce je tomu naopak.

Spocitdme-li tedy vybérovy priimér Y, z transformovaného ndhodného vybéru,
bude konvergovat (v pravdépodobnosti) podle véty 2.2(ii) k py. Zpétnd transformace
g (Y ,) bude konvergovat (v pravdépodobnosti) k g~ (uy) # ux. Obecné nelze nalézt
funkci h takovou, aby k(Y ,,) konvergovalo k . Zajiméa-li nds konkrétni hodnota py,
nemuZeme tedy data transformovat. Podobné je to s rozptylem a vy$§imi momenty:
po transformaci uz obvykle nezjistime, jaky byl rozptyl ptivodnich pozorovani.

Priklad. Necht X; ~ LN(yu, 02). Potom pro g(x) = logx plati, ze Y; = g(X;) ~ N(u, 02).
Tedy
g (Yy) n_%: eFYi et < et 2 ZE X,

Neékteré jiné parametry vSak tento problém nemaji. Napfiklad medidn nebo ktery-
koli jiny kvantil 1ze snadno ziskat zpétnou transformaci: Necht my je medidn X; a my
je median Y;, necht g je rostouci funkce. Pak plati my = g(my), tj. mx lze identifikovat
zpétnou transformaci g~! (my).

Poradi jsou invariantni vii¢i rostoucim transformacim, takZe statistiky zavisejici
pouze na poradich nabyvaji stejné hodnoty, at uz jsou pocitany z ptivodniho nebo
transformovaného ndhodného vybéru.

2.4.2. TRANSFORMACE STABILIZUJICI (ASYMPTOTICKY) ROZPTYL

Jinou motivaci pro pouziti transformace muze byt snaha stabilizovat (asymptoticky)
rozptyl. Méjme posloupnost ndhodnych veli¢in T, které spliuji, Ze

VA (T = 1) = N(0, % ().
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Rozptyl 2 (u) asymptotického normélniho rozdéleni se nékdy nazyva také asympto-
ticky rozptyl” posloupnosti vn(T, — ).

Jak uvidime pozdéji, pro inferenci (testovéni, intervaly spolehlivosti) o parametru u
je zpravidla dobré, pokud asymptoticky rozptyl jiZ nezdvisi na parametru p.

Necht tedy g je néjaka redlna funkce, ktera je definovana a diferencovatelna na
okoli bodu p. Potom pomoci A-metody (Tvzeni 1.7) dostavame, Ze

Vi (8(T) - (1) 7= N(O, [8/ ()] 0% ().
Pokud tedy budeme volit
1
g(x)=c / ) dx, 2.7)

potom g’(u) = ﬁ a tudiz

d
Vn (8(Ty) = 8(1) —— N(0,¢?)
a vliv 4 na asymptoticky rozptyl bude eliminovan.

Priklad. Necht Xj,..., X, je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni Po(1). Potom sta-
tistika 7,, = X, dle centrdlni limitni véty (tvrzeni 1.6) spliuje

Vi (X = A) ,H%’ N(0, 1).

Tedy o(x) = Vx a tudiz g(x) = [ =1~ dx = [ x71/? dx = 2+/x a dostdvame, Ze

o(x)

Vi (2\/)?,1— 2\/1) 73: N(0, 1).

Poznamka. Podobné myslenka se nékdy vyuZziva i pro samostatnd pozorovani. Necht
plati EX; = A a varX; = 02(A). Potom doufdme, Ze po prechodu k transformaci Y; =
g(X;), kde g se spocte pomoci (2.7), budou mit pozorovani ¥; rozd€leni bliZz8§i normal-
nimu. Tedy napf. pro X; ~ Po(1) se ¢asto pracuje s Y; = VX;.
Cviceni. UvaZujte posloupnost ndhodnych veli¢in {Y,} takovou Ze, Y;, ~ Po(nA). Do-
d

kazte, ze VY, — VnA —— N(0, 7).

n—oo
Ndpovéda: Uvédomte si, Ze Y, se dd reprezentovat jako }.! | X;, kde X, ..., X, je nd-
hodny vybér z Po(A).

2.4.3. STANDARDIZACE

Specidlnim druhem transformace je tzv. standardizace. Méme nahodny vybér Xj, ..., X,
a spo¢itdme X, a S2. Potom definujeme ndhodné veli¢iny 73, ..., Z, vztahem
_Xi—Xa
i= Sn .

* Angl. asymptotic variance

37



2. Nahodny vyber

Tyto veli¢iny maji vybérovy pramér 0 a vybérovy rozptyl 1, ale nepiedstavuji ndhodny
vybér, nebot nejsou nezavislé. JelikoZ vsak

- P , P
X, — EX;, a také S, —— yvarX;,
n—oo n—oo
tak pti dostatecné velkém poctu pozorovéni se 7y, ..., Z, chovaji témér jako nezavislé

veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem. V mnoha piipade lze
ukdzat, Ze zavislost vzniklou tim, Ze jsme nezndmé E X; a vvar X; nahradili jejich vy-
bérovymi protéjsky (tj. X, a S,) lze zanedbat.

Standardizace se pouZziva tehdy, pokud se chceme zbavit prvnich dvou momentt
a soustfedit se na jiné aspekty rozdéleni Fx (viz napt. vybérovy korela¢ni koeficient
v Kapitole 10.1).
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2. Nahodny vyber

Pripravné priklady ke zkouSce.

1. Necht X; a X, jsou nezavislé nahodné veliiny s rovnhomérnym rozdélenim na
X2 X3
: <t X a
intervalu (0, 1). Spoctéte E T a E X
2. Necht Xj, X», X3 jsou nezavislé nahodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na

intervalu (0, 1). Spoctéte E 5 a E Xo

3. Necht Xj, ..., X4 jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s hustotou f
vzhledem k Lebesgueové mife. Spoctéte pravdépodobnost P(R; + Ry = 6).

4. Necht X, ..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliiny s hustotou f

vzhledem k Lebesgueové mire. Spoctéte E g—; a nasledné lim,_, E %.
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3. ODHADOVANI PARAMETRU

Méme ndhodny vybér X = (X, X»,..., X,;), model ¥ a parametr 6 = ¢(F) € R” pro
F € F, ktery chceme v daném modelu odhadnout. Necht Fx € ¥ je skutecné rozdé-
leni ndhodného vektoru X; a Ox = ¢(Fx) je skutecnd hodnota hledaného parametru.

3.1. BopDOVY ODHAD

Definice 3.1 Odhadem parametru 6x = t(Fx) € RP rozumime p-rozmérny ndhodny
vektor 6,,, ktery spocteme jako 6, = T,,(X) = T,,(X1, ..., X,), kde T, je néjaka bore-
lovsky méfitelnd funkce dat.”

Poznamka. Odhad je statistika ve smyslu definice 2.3. Odhad nesmi zaviset na ne-
znamych parametrech.

Definice 3.2 (Nestrannost a konsistence) Méjme nahodny vybér X = (X1, X», ..., X,)
z rozdéleni Fx € ¥ a odhad 0,, = T,,(X) parametru 0x = ¢(Fy).

(1) Rekne@e, ze odhad 5,2 je nestranny odhad' parametru 0x v modelu 7, pravé
kdyz E 6,, = 6x pro kazdé n (pro néz je odhad definovan) a pro kazdé rozdéleni
Fx e 7.

(i) Rekneme, e odhad 6, je konsistentni odhad’ parametru 8x v modelu , pravé
kdyz §n R Ox pfi n — co pro kazdé rozdéleni Fx € F.

Poznamka.

¢ Vlastnosti odhadt musime zkoumat v kontextu daného modelu. Snadno se miize
stét, e odhad 8, je nestranny a konsistentni v n&jakém modelu ¥, ale v jiném
modelu F’ tyto vlastnosti nema.

* Nestrannost mad platit pro kazdy pocet pozorovani n, pro néjz je odhad defino-
van (napf. u vybérového rozptylu pro n > 2). Nestrannost ale nezarucuje, Ze
se odhad pfi zvétSujicim se rozsahu vybéru pfibliZuje k hledanému parametru.
Pro nékteré modely neexistuji rozumné (nebo viibec Zadné) nestranné odhady.

* Konsistence je asymptoticka vlastnost, kterd nic nefikd o chovani odhadu pfi
kone¢ném n. (Pfiklad: 6, = 21,5 pro n < 10'°, 6, = X,, pro n > 10'° je konsis-
tentni odhad 0y = EX;.)

» Nami definovana konzistence se nékdy také nazyva slabd konzistence®. Odhad

. ¥ . , L, -~ S.J.
se pak nazyva silné konzistentni’, pokud plati 6, 1 oy,
n—oo

* Angl. estimator; estimate T Angl. unbiased estimator * Angl. consistent estimator S Angl. weak
consistency 1 Angl. strong consistency
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3. Odhadovéni parametrii

¢ Odhady, které nejsou nestranné, ale jsou konsistentni, se ve statistice béZné po-
uzivaji. Odhady, které nejsou konsistentni, nepouzivame, nebot odhaduji ,néco
jiného“ nebo se s rostoucim rozsahem vybéru ,nezpresiuji“.

Priklady.
1. Odhad parametru 0x = EX; vmodelu ¥ = £:

. Prﬁmér’g_(n je nestranny a konsistentni odhad 6x [plyne z véty 2.2, (i) a (ii)].
¢ Odhad 6, = X; je nestranny odhad 0y, ale neni konsistentni.

2. Odhad parametru 0x = varX; v modelu ¥ = £?:

* Vybérovy rozptyl S je nestranny a konsistentni odhad 6y [plyne z véty 2.6,
(i) a (ii)].
* Odhad 32 = 1 37 | (X;-X,)’ je konsistentni odhad 6, ale neni nestranny.
3. Odhad parametru 6x = P[X; = 0] vmodelu ¥ = {Po(/l), A > 0}:

e Odhad 6, = 137, {X; = 0} je nestranny a konsistentni odhad 6x (a to
dokonce v modelu vSech diskrétnich rozdéleni).

e Odhad 0, = (”T‘I)Z?:1 X je také nestranny a konsistentni odhad 0x (v mo-
delu # nikoliv vSak v modelu vSech diskrétnich rozdéleni).

4. Odhad parametru 6x = e"*** v modelu ¥ = {Po(1),A > 0} pron = 1:

Jediny nestranny odhad jest 6 = (~1)*1, jeho mozné hodnoty jsou -1 a 1. Hle-
dany parametr e?*x vSak nabyvé pouze hodnot z intervalu (0, 1).

Definice 3.3 (Vychyleni) Necht odhad 6, = T(X) parametru 6x ma kone¢nou stfedni
hodnotu. Rozdil E (6, — 6x) nazyvame vychylenim” odhadu 0,,.

Definice 3.4 Necht odhad 6, = T,,(X) parametru 6x € R ma kone¢ny rozptyl.
(i) Vyraz
MSE(8,) = E (6, - 6x)°
nazyvame stredni ¢tvercovou chybou odhadu 6,,.
(ii) Vyraz
SE(6,) = +/var (0,)
nazyvame smeérodatnou chybou' odhadu ,,.

Poznamka.

" Angl. bias T Angl. mean square error, MSE * Angl. standard error; SE
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3. Odhadovéni parametrii

e Pozor na jemné rozdily v terminologii. Pojem smérodatnd odchylka (standard
deviation, SD) obvykle znamend odmocninu z rozptylu jednoho pozorovani na-
hodného vybéru, tj. Vvar X;. Pojem smérodatnd chyba (standard error, SE) ob-
vykle znamend odmocninu z rozptylu néjakého odhadu spocitaného z celého
nahodného vybéru. Nékteti autofi vS§ak pojmem smeérodatnd chyba rozumi

SE(6,,) = \/Var (,),

kde var (6,) je odhad var (6,,)

e Stfedni ¢tvercova chyba i smérodatna chyba jsou miry presnosti odhadu. Smé-
rodatnd chyba do pfesnosti nezahrnuje vychyleni, zatimco stfedni ¢tvercova
chyba ano.

e Plati, Ze stfedni ¢tvercova chyba lze rozlozit na rozptyl a kvadrat vychyleni, tj. :

MSE(8,,) = var (0,) + [E (6, — 0x)1%.
Diikaz vySe uvedeného rozkladu plyne z toho, Ze
MSE(6,) = E (8, — E 6, +E 6, — 6x)°

E (6, — EB,)* +2E (6, — E 0,)E (6, — 6x) + [E (6, — 6x)]?
var (6,) + 0+ [E (6, — 6x)]°.

e Stfedni Ctvercové chyba je jedno z nejvhodnéjsich kritérii pro porovnéavani od-
had@. Mdme-li nékolik rtiznych odhadt téhoz parametru v tomtéZ modelu, sna-
Zime se mezi nimi najit ten, ktery ma nejmensi MSE. Tj. v piipadé nestrannych
odhadi vybirdme odhad s nejmensim rozptylem.

* MSE casto nelze spocitat. V mnoha pifipadech se vSak 1ze rozhodovat na zdkladé
asymptotického rozptylu odhadu. Tj. predpokladejme, Ze mame dva odhady 6,
a 5,1, které spliuji

-~ d ~ d
Vn (6n - 0x) —— N(0, 0?),  Vn(0,- 6x) —— N(0, o?).

Potom (pro velké rozsahy vybéra) preferujeme odhad 0, pokud o? < oZ nebo

naopak odhad 6, pokud o? > o2.

Priklad. Odhad parametru o2 = varX; v modelu ¥ = {N(y,0?),p € R,0? > 0}.
Ukazte, Ze plati: MSE(S2) > MSE(52).

Véta 3.1 Necht 6, je odhad parametru 0y € R, pro néjz plati

E6, — 6x (vychyleni konverguje k nule) a také var (5,,) —0
n—oo

n—oo

pro vSechna Fx € ¥. Pak je 5,, konsistentni odhad 0x.
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Diikaz. Necht ¢ > 0. Potom s vyuzitim pfedpokladt véty a Markovovy nerovnosti
(véty P2.6):
MSE(8,) var(8,) (EB, - 6x)°
= + .
€2 €2 €2

P(|§n - Hx| > 8) <

Nyni prvni i druhy ¢len na pravé strané k nule, protoze dle predpokladu var (5,,) -0
aEol, —» O0x pron — oo. O

Poznamka.

* Opacnd implikace neplati. Existuji béZné pouZzivané konsistentni odhady, pro

6,| = oo pro kazdé konecné n.

e Véta 3.1 je 31kovna v situacich, kdy mame k dlSpOZlCl (Ci Ize snadno spoc1tat)
vychyleni a rozptyl odhadu 6,,. Pokud viak mtizeme psit 6, = g(% T, Xi) (4.
jako transformaci vybérového priiméru), pak lze konzistence Vysetfovat jedno-
duseji kombinaci zdkona velkych ¢isel (tvrzeni 1.5) a véty o spojité transformaci
(tvrzeni 1.2).

Priklad. Necht’ Xi,..., X, je ndhodny vybér z alternatlvnlho rozdéleni Alt(px). Uva-
Zujte 6, = ]ako odhad parametru 6x = Ukazte, Ze prestoze E Bn = oo, tak
~ P

0, — GX.
n—oo

3.2. VOLBA PARAMETRU

Parametr 6 = ¢(F), ktery se snazime odhadovat, mtiZe byt v principu cokoli. Ne v§echny
parametry vSak dévaji smysl v kontextu daného praktického problému, ktery feSime.
Musime tedy rozliSovat, které parametry pro dany problém maé smysl odhadovat a
které ne. To zdlezi na vyznamu hodnot méfenych veli¢in, na tom, jak byly ziskany,
zpracovany atd. Statistické metody, kterymi se budeme zabyvat, budeme rozliSovat
podle toho, pro jaky typ méfeni jsou urCeny. Pfitom budeme uvaZovat nasledujici
typy dat, neboli Skdly méreni.

3.2.1. KVANTITATIVNI DATA

Nahodnou veli¢inu X nazveme kvantitativni', pokud jeji hodnoty maji konkrétni nu-
mericky vyznam (napf. pocet, procento, délka, objem, hmotnost, irokova mira, kon-
centrace latky, energie, teplota, doba trvani, velikost thlu, zemépisnd §irka, kalen-
darni rok). U kvantitativnich veli¢in existuje smysluplné uspofadani jejich hodnot
(teplota 10 °C je vy$si nez —11,4 °C) a rozdily jejich hodnot maji redlnou interpretaci.
Kvantitativni veli¢iny mohou byt jak diskrétni tak spojité.

Kvantitativni veli¢iny mtzeme déle délit na dvé podskupiny: intervalové a pomeé-
rové. Pomérové veliciny jsou typicky nezdporné s jasné definovanou nulovou hod-
notou a interpretovatelnymi podily. Napriklad hmotnost 0kg je jednoznacné dana

* Angl. measurement scales 1 Angl. quantitative
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3. Odhadovéni parametrii

a hmotnost 20 kg je ctytikrat vice nez 5 kg. Priklady pomérovych velicin jsou pocet,
délka, objem, hmotnost, irokovd mira, koncentrace latky, energie, doba trvani, tep-
lota méfend v Kelvinech. Intervalové veli¢iny jsou kvantitativni veliciny, které nejsou
pomérové, to jest nemaji pevné definovanou nulu nebo nemaji interpretovatelné po-
dily. Napfiiklad smér dany azimutem je intervalova veli¢ina, nebot azimut 360° neni
Sestkrat vétsi nez 60°. Podobné teplota métend v °C je intervalova veli¢ina nebot 16 °C
neni Ctyfikrat vyssi teplota nez 4 °C. Kalendéini rok je také intervalova veliCina, pro-
toZe nema smysl pocitat podil letosniho roku a roku vaseho narozeni.

3.2.2. KATEGORIALNT DATA

Nédhodnou veli¢inu X nazveme kategoridlni , pokud jeji hodnoty koduji pfislusnost
(neboli klasifikaci) subjektu do urcité kategorie, neboli jedné z nékolika disjunktnich
mnozin. Kategoridlni veli¢iny jsou vzdy diskrétni a maji kone¢ny pocet K moznych
hodnot, obvykle 1, ..., K nebo 0, ..., K — 1. Hodnoty kategoridlnich veli¢in nemaji pri-
mou numerickou interpretaci, slouzi pouze k rozliSeni kone¢ného poc¢tu moznych
stavil. Jednotlivym staviim fikdme sirovné’ nebo kategorie.

Kategorialni veli¢iny déle délime na nomindlni* a ordindlni®. U nomindlnich veli-
¢in neexistuje ani Zadné uspofaddni jejich kategorii — nelze fici, Ze kategorie j pfed-
chézi kategorii j + 1. Pfikladem nominalni veli¢iny je tfeba bydlisté kategorizované
jako kraj (1 = Praha, 2 = Stfedocesky kraj, ..., 14 = Zlinsky kraj) nebo socidlni posta-
veni (1 = nezletily; 2 = student; 3 = zameéstnanec; 4 = Zivnostnik; 5 = nezaméstnany; 6
= dtichodce). Ordindlni veli¢iny maji v né€jakém smyslu usporddané kategorie, takze
1ze tvrdit, Ze kategorie j predchdzi kategorii j+1, nebo Ze je mensi, horsi apod. Piikla-
dem ordindlni veli¢iny je tfeba odpovéd na otdzku s moznostmi 1 = ostie nesouhla-
sim, 2 = spiSe nesouhlasim, 3 = nevim, 4 = spiSe souhlasim, 5 = naprosto souhlasim.
Jiny priklad je velic¢ina nejvyssi dosazené vzdélani kédovand jako 1 = nizsi nez za-
kladni; 2 = zdkladni; 3 = ucebni obor; 4 = stfedoskolské s maturitou; 5 = bakalarské; 6
= magisterské; 7 = doktorské.

3.2.3. BINARNT DATA

Bindrni" veli¢iny jsou specialnim pripadem kategorialnich velicin, kde K = 2. Klasi-
fikuji tedy pozorovani do jednoho ze dvou moznych stavii. Jejich hodnoty se obvykle
voli jako 0 vs. 1, pfipadné 1 vs. 2. Pfikladem bindarni veli¢iny je pravdivostni hodnota
vyroku (0 = pravda, 1 = leZ), realizace ndhodného jevu (0 = nenastal/netspéch, 1 =
nastal/tspéch) nebo pohlavi (1 = samec, 2 = samice).

3.2.4. VOLBA PARAMETRU V ZAVISLOSTI NA TYPU DAT

Pro nomindlni veli¢iny obecné nemd smysl uvazovat parametry jako E X, var X, dis-
tribuc¢ni funkci, kvantily, kovariance a korelace, zkratka Zzadné charakteristiky, které

* Angl. categorical 1 Angl. levels * Angl. nominal S Angl. ordinal Y Angl. binary

44



3. Odhadovéni parametrii

zéaviseji na kédovéni a usporddani jednotlivych kategorii. Tyto parametry jsou sice
rfadné definovany, ale nemaji Zddnou praktickou interpretaci. Jediné parametry, které
u nomindlnich veli¢in interpretaci maji, jsou pravdépodobnosti jednotlivych katego-
rii, ¢ili p; = P[X = j] pro vSechny mozné hodnoty j.

Vyjimkou jsou binédrni veli¢iny. Znamena-li napt. hodnota 0 netdspéch a hodnota 1
uspéch, pak EX = P[X = 1], tedy stfedni hodnota je zaroven pravdépodobnost Gspé-
chu.

U ordindlnich veli¢in m4 diky usporadani jejich hodnot smysl distribu¢ni funkce.
Casto je mozné prikladat jim intervalovou interpretaci (doktorské vzdélani je o dva
stupné vyssi nez bakaléarské), ale obvykle jim nelze davat pomérovou interpretaci (nelze
fici, Ze magisterské vzdélani je dvakrat vyssi nez u¢ebni obor). Ordindlnim veli¢indm
se nékdy pfifazuji necelociselné hodnoty, tzv. skéry. Napt. ordindlni veli¢inu miizeme
vytvorit tak, Ze vezmeme kvantitativni veli¢inu Z a seskupime ji podle zvolenych dé-
licich bodti, napt. X = 1 pokud Z € (0, 5), X = 2 pokud Z € (5, 20), X = 3 po-
kud Z € (20, 100) a X = 4 pokud Z > 100. Takové velic¢iny bézné vznikaji v dotaz-
nicich, kde respondent dostane na vybér jednu ze Ctyf moZnosti namisto toho, aby
musel zapsat presné cCislo. Vyslednd veli¢ina X je zjevné€ ordindlni. Namisto hodnot
1,...,4 bychom ale mohli za hodnoty X vzit prostfedky intervalti, z kterych hodnoty
X vznikly, tedy 2,5; 12,5 a 60 pro prvni tfi intervaly. S poslednim je zjevné potiz, nebot
nemad pravy okraj — jeho skéru bychom museli néjak doplnit, napfiklad vzit 150. Takto
zak6édovana velic¢ina X je nejen ordinélni, ale m4 nékteré vlastnosti veli¢iny kvantita-
tivni.

Ordindlni veli¢iny mtiZzeme vzdy analyzovat jako by byly nomindlni, ale ¢asto je
mozZné na né pouzivat metody urcené pro kvantitativni veli¢iny, odhadovat jejich
stfedni hodnotu nebo pocitat jejich rozdily. Existuji také specidlni metody urcené
pravé pro ordindlni veliciny, s témi se ale zatim nesetkdme.

N4&S vyklad statistickych metod pocinaje kapitolou 4 bude rozliSovat metody pro
kvantitativni data, kde budeme pracovat s charakteristikami jako je stfedni hodnota,
rozptyl, medidn, distribu¢ni funkce, kovariance apod., a metody pro nomindlni data,
kde budeme pracovat s pravdépodobnostmi jednotlivych kategorii.

3.3. MOMENTOVA METODA

Momentovd metoda” patfi spolu s metodou maximalni vérohodnosti k zédkladnim
metoddm odhadu parametrt.

Uvazujme nyni parametricky model: mdme ndhodny vybér X;, ..., X,, z rozdéleni
s hustotou f(x; 0x) vici néjaké o-konecné mire u, kde tvar funkce f(-;-) je zndmy
a Ox je nezndmy (vektorovy) parametr, jenz lezi v parametrickém prostoru ® C R?,
p > 1. Pracujeme tedy s modelem

¥ = {rozdéleni s hustotou f(x;6), 8 € © c R}

* Angl. method of moments
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3. Odhadovéni parametrii

Cilem je odhadnout parametr 0x. VyuZijeme toho, Ze médme k dispozici konsis-
tentni odhady moment® a Ze momenty rozdéleni X; obvykle umime vyjadrit jako
funkce neznamych parametri. Budeme predpoklddat, Ze E |X;|P < .

Uvazujme nejprve p = 1. Pfedpoklddejme, Ze EX; = 7(0x), kde 7 : ® — R. JelikoZ X,
je konsistentni odhad, tak se nabizi hledat momentovy odhad 6, jako feSeni odha-

dovaci rovnice': B R
Xpn =1(6n). (3.1
Pokud je funkce 7 ryze monotonni, mtizeme odhad vyjadiit jako 6, = 77(X,) a od-
hadovany parametr jako 0x = 171 (E X;).
Vlastnosti odhadu 6,,:
e Je-li 7! spojita funkce v bodé E X;, pak 6, r, Ox (viz tvrzeni 1.2).
n—oo

» M4-li 7! spojitou derivaci na okoli bodu E X;, pak pomoci A-metody (tvrzeni1.7)

Vi (B, - 6x) —— N(0,V (6x)),

kde

var X; _ovarX;
27 2°
[T'(T_I(EXi))] [T’(GX)]
PovSimnéme si, Ze ve vyjadieni asymptotického rozptylu pomoci posledni rov-
nosti nepotfebujeme zndt explicitni pfedpis pro 7~1. Toto vyjadreni se tedy hodi,
pokud 77! je ddna pouze implicitné a odhad 6,, hleddme pomoci numerickych

metod jako feSeni odhadovaci rovnice (3.1).
V aplikacich asymptoticky rozptyl V(6x) odhadujeme pomoci

2
v(0x) = {[T EX)]'} var X; = 3.2)

~ — S;
o=l X} sh e —2

[7(60)]

pficemz druhé vyjddreni se opét hodi zejména v pripadé, kdy nemame expli-

citni vyjadieni pro 771

Priklady.

1. Xj,..., X, je ndhodny ijbér_Z rozdéleni Po(1x), EX; = 1x. Momentovym odha-
dem parametru Ax je 6, = X,,.

2. Xi,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni Geo(px), EX; = 1;}’;" avarX; = 1;’;”‘. Tedy
X
1 1 1

7(x) = 5 a7 (%) = 3. Momentovym odhadem parametru px je pn = -
Dale "

VA (B = px) = N(0, p2 (1 - py),

n—

* Angl. moment estimator T Angl. estimating equation
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3. Odhadovéni parametrii

kde asymptoticky rozptyl pZ(1 - px) plyne bud z prvni rovnosti v (3.2)

2
-1 1 - px
|4 = arX; = ps
nebo alternativné také z tfeti rovnosti v (3.2)
1-px
varX; P2

V(px) =

1.2 L
_ g} p
3. Xi,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni R(0, 0x), E X; = 0x/2. Momentovym od-
hadem parametru 0y je 6, = 2X .. Plati vn (6, — 0x) 4, N(0, 62/3).
n—oo

p =1, ale jiny moment nez E X;

Nékdy se muze stat, Ze E X; = 0 pro vSechny 0x € ©. To plati napriklad pro rozdé-
leni s kone¢nou stiedni hodnotou, kterd jsou symetricka kolem nuly. Potom miizeme
uvazovat druhy moment, tj. EX? = 7(6x) a odhad 6, dostaneme jako fe$eni rovnice

1 v —
=3 XF=1(0,).
n i=1

Obecné mtizeme vzit néjakou Sikovnou (méfitelnou) funkci ¢ takovou, Ze E [1(X;)| <
o a Et(X;) = 7(0x). Odhad 6, dostaneme jako feSeni rovnice

1 ¢ ~
> 1(X0) = 1(6,).
i=1
Nyni rozsirime metodu nap > 1.
Nejpiimocarejsi je v tomto pfipadé uvaZovat prvnich p-momentd, tj. spocteme
EXi = 11(0x), EX? = 12(0x),...,EXV = 1,(0x),

a ziskdme tak zobrazeni 71, ..., 7, : ® — R. Odhad parametru 6, pak dostaneme jako
feSeni soustavy p rovnic o p nezndmych

1 v ~ 1< ~ 1 v ~
— D Xi=n@),~ > X =1, — > X[ = 1,(8).
i=1 i=1 i=1

Zavedeme-li zobrazeni 7 = (11,...,7,)7 : ® — RP, pak za pfedpokladu existence
inverze zobrazeni = mtGZeme psat

—

n
e (L a) e
i=1

47



3. Odhadovéni parametrii

Z tohoto vyjadieni pak podobné jako v pfipadé p = 1 miizeme odvodit konzistenci a
asymptotickou normalitu odhadu 8,,.
Specidlni pripad p = 2

Predpoklddejme, Ze (E X;,varX;)T = 7(0x), kde 7 : ® — RZ?. Pak se nabizi hledat
odhad parametru €y jako feSeni soustavy odhadovacich rovnic (pfesnéji dvou rovnic
o dvou nezndamych)

(X0 2) =7 (@),
Pokud je funkce 7 prosta, tak mtizeme odhad vyjadfit jako 8x = 71(X,, $2) a odha-
dovany parametr jako 8x = 71 (E X;, var X;).
Vlastnosti odhadu 8,,:

* Vime, Ze X, a S? jsou konsistentni odhady E X; a var X;. Je-li tedy funkce 7!

spojitd v bodé (E X;, var X;), pak §n _F, Ox.
n—oo

* Zvéty 2.6, Cast (iv) vime, Ze pokud E X! < o0, pak X, a §2 jsou sdruzené asympto-
ticky normalni. Ma-li 7! spojitou derivaci, pak podle A-metody ma i 6,, asympto-
ticky sdruZzené normdlni rozdéleni s rozptylovou matici, kterou lze spocitat po-
moci véty 2.6 a A-metody.

Priklady.

4. Xj,...,X, je ndhodny vybér z gama rozdéleni s parametry s hustotou f(x; a, p) =
@’ yP-le~ax{{y > 0}. Pak EX; = Davarx; = % (viz napf. kapitola 8.2.6 v Kulich,

5891)8). Momentovou metodou dostaneme konsistentni a asymptoticky normalni
odhady ,
Gy=2 o py=ln
Sh N

5. Xi,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni R(6,, 6,). Vime, Ze

6, +0 0, — ;)2
122 a varXi=—(2121).

Odhadovaci soustava rovnic v tomto piipadé je

EX; =

— 01, +0 Oon — O1p)?
5. = Oin+ Oon varX,-=(2" 1n).

" 2 12

VyreSenim této soustavy dostavame

51,7 = )_(n - \/35,21 a 52,1 = )_(n + \/35%.

JelikoZ z Véty 2.6 vime,

—4 5 N2(0, %),
n—oo
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3. Odhadovéni parametrii

kde X = ot *ys ay = EXi—p? ok pomoci A-metody lze ukézat, Ze
o’y ot (ya-1) o ’

\/ﬁ[(g;) _ (g;ﬂ -4, N2 (0, DEDT),

kde D je Jakobiho matice zobrazeni 77! (x1, x2) = (%1 = V3x2, 21 + V3x2) v bodé
(EX;,varX;). Tudiz odhad 6,, = (61, 62,) je asymptoticky normalni (a tedy dle
tvrzeni 1.4 také konsistentni).

6. Xi,...,X, je ndhodny vybér z bea rozdéleni B(«, ) (viz napt. kapitola 8.2.7 Ku-
lich, 2018), tj. EX; = a;:ﬁ avarX; = W Momentovou metodou dosta-
neme konsistentni a asymptoticky normélni odhady

. = (X,1-X
a_Xn( n( n)

)_fn(l_)_(n) 1)
n = L S A,
Sa

1) a ﬁn=(1_Xn)( S%
(odhady jsou smysluplné pouze pokud S2 < X ,,(1 — X,)).

Poznamka.

* Odhady ziskané momentovou metodou mivaji vétsi asymptoticky rozptyl nez
odhady metodou maximdélni vérohodnosti, kterd bude probirdna v Matema-
tické statistice 2.

* Pomoci véty o implicitni funkci se d4 dokézat, Ze staci, aby = méla spojitou de-
rivaci na néjakém okoli bodu (E X;, var X;).

3.4. INTERVALOVY ODHAD

Mame ndhodny vybér X = (X, X»,..., X,), model ¥ a parametr 0 = t(F) € R pro
F € ¥, ktery chceme v daném modelu odhadnout. Necht Fx € ¥ je skute¢né rozdé-
leni ndhodného vektoru X; a 0x = t(Fx) je skutecnd hodnota hledaného parametru.

3.4.1. DEFINICE

Definice 3.5 Interval B, = B,,(X) C R se nazyva intervalovy odhad parametru x € R
o0 spolehlivosti 1 — a v modelu ¥, pravé kdyz

Plw e Q:By(X(w)) 20x] =1-a, prokazdérozdéleni Fx € F.

Interval B,, se nazyva asymptoticky intervalovy odhad parametru 0x € R o (priblizné)
spolehlivosti 1 — a v modelu ¥, pravé kdyz

Plwe Q:By,(X(w)) 3 0x] —— 1—a prokazdé rozdéleni Fx € F.
n—oo
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3. Odhadovéni parametrii

Poznamka.

e Interval B, je ndhodny (spocitany z dat), zatimco parametr 6x je pevny. Vyraz
B, > 6x Cteme ,interval B, pokryva (skutecnou hodnotu) 6x “.

¢ Intervalovému odhadu se béZné tikd i jinak, napft. interval spolehlivosti s prav-
dépodobnosti pokryti (s koeficientem spolehlivosti) 1-a nebo (1-a)100-procentni
konfidencni interval pro parametr 6y.” Cislo a € (0, 1) je pfedem zvolené; ob-
vykle se bere @ = 0,05 a pocitaji se 95procentni intervaly. MiZeme se vSak setkat
i s intervaly, jeZ maji pokryti 90 % ¢i 99 %.

 Ne vzdy je moZzné ¢i vhodné pocitat piesné intervaly spolehlivosti. Casto se spo-
kojujeme s intervaly asymptotickymi, jejichZ pokryti se pro velké rozsahy vy-
béru blizi k pozadované hodnoté.

¢ Intervalové odhady zde definujeme pouze pro redlné parametry. Podobny kon-
cept vSak Ize zavést i pro vektorové parametry; hledime ndhodnou mnozinu B,
ktera pokryva skutecnou hodnotu se zadanou pravdépodobnosti. Této mnozZiné
pak fikdme oblast spolehlivosti'. Tvar mnoziny B,, lze ale potom volit mnoha
riznymi zpusoby.

Pozndamka. Rozezndvame intervalové odhady oboustranné a jednostranné (levo- a
pravostranné).

* Interval tvaru (n.(X), ny (X)), kde n.(X) a ny(X) jsou dvé ndhodné veliciny
splitujici P[n,(X) < ny(X)] = 1, n(X) > —0 any(X) < © s.j., nazyvame obou-
stranny interval spolehlivosti. Obvykle jej sestrojujeme tak, aby platilo (alespon
asymptoticky)

a a

Plox <nu(X)] =3, Plox 2 nu(X)] = 3.

e Interval tvaru (nL(X ),oo) nazyvame levostranny (dolni) interval spolehlivosti.
Mame P|[n,(X) < 0x] =1 - a.

* Interval tvaru ( — oo, ny (X)) nazyvame pravostranny (horni) interval spolehli-
vosti. Mdme P[0x < ny(X)] =1 - a.

Priklad (stfedni hodnota normélniho rozdéleni se zndmym rozptylem). Vezméme
si problém intervalového odhadu stfedni hodnoty pro normadlné rozdélena data se
znamym rozptylem.
Data: Xi,..., X, ~ Fx
Model: Fx € F = {N(y, 02), u € R, 0% zndmo}
Odhadovany parametr: 6x = EX; = ux
Postup:

1. Mame bodovy odhad X, ktery je nestranny a konsistentni pro ux. Vime, Ze

Xn ~ N(px, 02 /n). Tudiz
Vn ()_(n - /JX)

Ox

~N(0, 1).

* Angl. confidence interval with coverage probability/confidence level 1 - * Angl. confidence set
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2. Vyjdeme z rovnosti

‘/ﬁ(yn - /JX)

Uag < — < ul_a/g] =1-a,

kde u, = ®(a) je a-kvantil normovaného normélniho rozdéleni, a postup-
nymi Gpravami (s vyuZzitim symetrie hustoty N(0, 1) kolem 0) dojdeme k

P

¥ Ox ¥ Ox
Xn—ul_a/g— < Ux <Xn+u1_a/2 —] =1-a.

vn vn

3. Ziskali jsme oboustranny interval spolehlivosti (1., ny). Jeho krajni body jsou

(X)) =X, — U1_a)2 %, nu(X) =Xy +U1-qap %-
Kvantily normovaného normadlniho rozdéleni které potfebujeme pro konstrukci
intervalli spolehlivosti, jsou uvedeny v Tabulce 3.1.

Pro a = 0,05 vezmeme kvantil ug 975 = 1,96 a dostaneme 95% oboustranny in-
terval spolehlivosti. To znamend, Ze tento interval pokryva skute¢nou stfedni
hodnotu ux s pravdépodobnosti 0,95.

4. Jednostranny interval bychom ziskali drobnou modifikaci kroku 2. Levostranny

interval vyjde

(nL(X)’ Oo)’ kde nL(X) = )_(n —Ul-qa

SE

Pravostranny interval vyjde

(= oo, nu(X)), kde ny(X)=Xp+u_q—-=.

Vn
Jednostranné intervaly se od oboustranného lisi hodnotou kvantilu normdlniho
rozdéleni (pouzivaji u;_, namisto uj_q/2). Pro 95% jednostranny interval spo-
lehlivosti bychom vzali kvantil ug 95 = 1,645.

Pozndamka. Délka intervalu spolehlivosti:
e se zkracuje s rostoucim poctem pozorovani n,
* roste s rostoucim rozptylem dat oz,
e roste s rostouci pravdépodobnosti pokryti 1 — a.

Tabulka 3.1.: Vybrané hodnoty kvantilt normovaného normélniho rozdéleni.

K 0,9 0,95 0975 099 0995
u, =d®(x) 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576
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Priklad. Necht X,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(ux, 02), rozptyl o2 zname.
Kolik pozorovéni potifebujeme, aby délka oboustranného intervalu spolehlivosti pro
sttedni hodnotu px neprekrocila stanovenou mez d > 0?

Mame 2u;_q/2 0x/vYn < d. Tudiz potfebujeme alespor 4ul w2 a§ /d? pozorovéni.
Za povSimnuti stoji, Ze pokud chceme zkratit interval spolehlivosti na polovinu, tak
musime zvétSit rozsah vybéru Ctytikrat.

Lemma 3.2 (interval spolehlivosti po transformaci parametru) Je-li (1., ny) (asympto-
ticky) interval spolehlivosti pro parametr 6x s pravdépodobnosti pokryti 1-« a je-li ¢
rostouci spojita realnd funkce na parametrickém prostoru © = {t(F), F € ¥} C R, pak
(w(nL), w(nu)) je (asymptoticky) interval spolehlivosti pro parametr y(60x) s pravdé-
podobnosti pokryti 1 — &

Diikaz. Z predpokladu lemmatu vyplyva, Ze pro pfesny interval spolehlivosti plati

1-a=P[n(X) < 0x <nu(X)] =P[y(n.(X)) < w(0x) < y(nu(X))].
Analogicky pro asymptotické intervaly spolehlivosti. ]

Priklad. Necht Xj,..., X,, je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni Po(1). Potom dle
prikladu na strané 37 vime, Ze

Vi (2\/27 - 2@) Zii.? N(O, 1).

Z tohoto vysledku snadno odvodime, Ze asymptoticky interval spolehlivosti pro vAx

e (\/7 Ui-a/2 \/7 u- a/Z)

A tedy interval spolehlivosti pro Ay je
[mes 5o~ o] [V 552 ),

3.4.2. KONSTRUKCE INTERVALOVYCH ODHADU

Necht X = (X3,..., X,), kde X1, X»,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Fx € F.
Odhadujeme parametr 0x = t(Fx) € R. PopiSme si stru¢né obecny postup pfi kon-
strukci oboustrannych intervalovych odhadt pro 6y.

1. Nalezneme funkci ¢(z, 0x) takovou, Ze ¢ je prostd a spojitd funkce v argumentu
0x pro kazdé x a rozdéleni ndhodné veli¢iny Z, = ¢ (X, Ox) je zndmé alesponl
asymptoticky (nezdvisi ani na 0x ani na jinych nezndmych parametrech) a je
nedegenerované. Ndhodnd veli¢ina Z, se nazyva pivotdlni. Pti konstrukci funkce
¢ muZeme vyjit napf. z bodového odhadu parametru 0y, jehoZ rozdéleni vét-
$inou zndme alespon asymptoticky. Ozna¢ime F, (pfesnou ¢i asymptotickou)
distribu¢ni funkci Z,, a ¢, = Fz‘l(a) budiz a-kvantil rozdéleni F,.
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2. Vyjdeme z rovnosti
P(caj2 < ¢(X,0x) <C1_q2) =1—-a (nebo — 1-a)

a ,osamostatnime“ Oy. Za timto ucelem potfebujeme zinvertovat ¢(z, 0) ja-
kozto funkci argumentu 6 pfi pevném z. Tj. necht existuje ¢(x, t) takova, Ze

oz, @z, 1) =t a ¢z ¢x0)=0

pro vSechna z, t a 6. JelikoZ funkce ¢(z, t) je zpravidla klesajici funkci druhého
argumentu ¢, tak dostavame

P((/_)(X, Cl_a/g) < QX < ([_)(X,Ca/g)) =1-a.

3. Ziskali jsme (asymptotickou) interval spolehlivosti (7, (X), ny (X)) s pravdépo-
dobnosti pokryti 1 — a, kde 1. (X) = ¢(X, c1-q/2) a nu(X) = ¢(X, cq/2).

Priklad (rozptyl a smérodatnd odchylka normdlniho rozdéleni). Vezméme si pro-
blém intervalového odhadu smérodatné odchylky v normalnim rozdéleni.

Data: Xi,..., X, ~ Fx
Model: Fx € F = {N(u, 02),u €eR,o0? > 0}
Odhadovany parametr: oy = VvarX;
Postup:
Zabyvejme se nejprve rozptylem oZ. Jeho nestranny a konsistentni odhad je S2.
Z véty 2.8, cast (i), vime, Ze

(n-1S;
2 -1
oz "

Vezmeme tedy Z, = (n—1)S2/0%, F; = x> | aca = ¥>_, (), tj. a-kvantil rozdéleni y? ,
(viz Tabulka 3.2).

Tabulka 3.2.: Vybrané hodnoty kvantilt X?(K) rozdéleni y? s f stupni volnosti.

0,01 0,025 0,05 0,1 0,9 0,95 0,975 0,99

5 0,554 0,831 1,145 1,610 9236 11,070 12,833 15,086
10 2,558 3,247 3,940 4,865 15,987 18,307 20,483 23,209
15 5,229 6,262 7,261 8,547 22,307 24,996 27,488 30,578
25 11,524 13,120 14,611 16,473 34,382 37,652 40,646 44,314

100 70,065 74,222 77,929 82,358 118,498 124,342 129,561 135,807
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Vyjdeme z rovnosti

(n-1S;
2

P|xn-1(a/2) <

<xi,(1- a/Z)] =l-a
X

a postupnymi tpravami dojdeme k

(n-1)82 »  (n-1S3
2ad-a2) X" xi_l(a/Z)‘

Ziskali jsme interval spolehlivosti

(3.3)

( (n-182  (n- 1)8,%)
2 (1-a/2) x% (a/2)

pro rozptyl o2 s pravdépodobnosti pokryti 1 — a.
Interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku oy ziskame aplikovdnim odmoc-
niny na krajni body intervalu pro rozptyl

vn-18, vn-18§,
L -a/2) 2 (a/2)

viz také Lemma 3.2 (odmocnina je rostouci a spojita funkce na (0, )).

Priklad (stfedni hodnota normadlniho rozdéleni s nezndmym rozptylem). Vezméme
si problém intervalového odhadu stfedni hodnoty pro normdlné rozdélend data s ne-
zndmym rozptylem.
Data: X1,...,X,, ~ Fx
Model: Fx € ¥ = {N(u, 6%), u € R, 0 > 0}
Odhadovany parametr: 6x = EX; = ux
Postup:

Odhad X, je nestranny a konsistentni pro ux, odhad S? je nestranny a konsistentni
pro o2 = varX;. Z véty 2.10 vime, Ze

Vn (X n~ HX )
n=— < - tl’l—l'
Sn
Vezmeme tedy T, jako pivotdlni ndhodnou veli¢inu, F; je distribu¢ni funkce rozdé-
leni t,-; a ¢4 = ty-1(a) (a-kvantil rozdéleni ¢,_;). Vybrané kvantily z-rozdéleni jsou
uvedeny v Tabulce 3.3. Jak je vidét, uz pro n — 1 = 25 jsou jen o mélo vétsi nez kvan-
tily normovaného normalniho rozdéleni, k nimz konverguji pti poc¢tu stupn volnosti
rostoucim nade vSechny meze. VEt§i hodnoty z-kvantili proti kvantilim normova-
ného normdlniho rozdéleni pouZivanym v tivodnim piikladé odraZzeji zvySenou vari-
abilitu pivotalni statistiky zptisobenou neznalosti skute¢ného rozptylu.
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3. Odhadovéni parametrii

Tabulka 3.3.: Vybrané hodnoty kvantili #;(x) rozdéleni t s f stupni volnosti.

K
f 09 0,95 0975 099 0995

5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787

100 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626
o 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576

Vyjdeme z rovnosti

n(X, -
Plen1($) < M <tia(1-9)]=1-a
n
a stejnym postupem jako u normélniho rozdéleni se zndmym rozptylem dojdeme
k intervalu
Y a S Y a S
(Xn_tn—l(l_ E) \/_%r Xn+tn—1(1_ j) \/_%)» (3.4)

ktery méa pravdépodobnost pokryti presné 1 — a.

Priklad (stfedni hodnota libovolného rozdéleni s kone¢nym rozptylem). Vezméme
si problém intervalového odhadu stfedni hodnoty bez predpokladu normality dat.
Data: Xi,..., X, ~ Fx
Model: Fy € ¥ = £2 (vSechna rozdéleni s kone¢nym a nenulovym rozptylem)
Odhadovany parametr: 6x = EX; = ux
Postup:

Odhad X, je nestranny a konsistentni pro ux, odhad S? je nestranny a konsistentni
pro o2 = var X;. Z véty 2.9 vime, Ze

Vi (Xn - px)

Sn n—oo

T, =

N(0, 1).

Vezmeme tedy 7, jako pivotdlni statistiku.
Vyjdeme z limitniho vztahu (zdivodnéného konvergenci v distribuci pivotalni ve-

liciny) _
Vn (X n — Hx )

n

P[u% < < ul_a/z] — 1 -a.

Tedy asymptoticky interval spolehlivosti by byl
Xn—Ul—q2 —=, Xn+ Ul—gq/2 —|. 3.5
( Ul—q/2 NG Ul—q/2 \/ﬁ) (3.9)

95
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JelikoZ pro n — oo kvantil ¢, (a) konverguje k u, (pro libovolné 0 < a < 1), tak
mame, Ze také interval (3.4), ktery byl pfesnym intervalem spolehlivosti pro uyx u vy-
béru z normalniho rozdéleni, je zdroven asymptotickym intervalem spolehlivosti pro
ux pro data pochézejici z jakéhokoli rozdéleni s konecnym nenulovym rozptylem.
VSimnéme si, Ze |t,-1(a)| > |uy| pro vSechna n > 2, tudiZ interval (3.4) je delSi nez
interval (3.5). Z divodu opatrnosti se tedy doporucuje pouZzivat spiSe interval (3.4).

Priklad (alternativni rozdéleni). Ukazme si nynijeden mozny zpusob odvozeni asympto-
tického intervalového odhadu pro pravdépodobnost tispéchu v alternativnim rozdé-
leni. (Nékolik dalSich intervalovych odhadt pro tento problém si ukdZeme pozdéji.)

Data: X1,...,X,, ~ Fx
Model: Fx € ¥ = {Alt(p),p € (0,1)}
Odhadovany parametr: px = EX; = P[X; = 1]
Postup:
JelikoZ odhadujeme pravdépodobnost, vyjdeme z empirické relativni ¢etnosti p,, =
X ,,, kterd je nestrannym a konsistentnim odhadem p (véta 2.3). Z centralni limitni

véty (tvrzeni 1.6) vime, Ze Vn (p, — px) 4, N(0, px (1 - px)). Tudiz
n—oo

\/ﬁ(ﬁn_pX) d
Vpx (1 =px) "=

Leva strana je nelinedrni funkci px, ale mtzeme si ji zjednodusit. Z konsistence p,, a
véty o spojité transformaci (tvrzeni 1.2) vime, Ze

— — P
\/Pn(l ~ Pn) — px (1 - px).

Ze Sluckého véty (tvrzeni 1.3) dostaneme

VI (Bn = px) _ V7 (Bn = px) VPx(L=px) o
\/ﬁn(l—ﬁn) \/px(l—px) \/ﬁn(l—ﬁn) n—oo

N(0, 1).

N(0, 1). (3.6)

Vezmeme tedy 7, = ~ === (PnF X), F; = ® ac, = u, (a-kvantil normovaného normal-
n ,—An(l ,\n) a a (
niho rozdéleni).

Vyjdeme z limitniho vztahu
vV (pn - px)
VPn(1 = pn)

a postupnymi ipravami dojdeme k

Vﬁn(l_ﬁn) Vﬁn(l_ﬁn)

Dp— Ul_gq/p ———= < <Dp+u_
Pn 1-a/2 yn pPx < Pn 1-a/2 Vi

P —Ul-q/2 <

< ul_a/gl —1l1-a

n—oo

P

n—oo
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3. Odhadovéni parametrii

Ziskali jsme tedy interval

ﬁ —u Vﬁn(l_ﬁn) ﬁ +u En(l_ﬁn)
n 1-a/2 —\/ﬁ » Pn 1-a/2 —\/ﬁ ’

jehoZ pravdépodobnost pokryti konverguje k 1 — a pro n — co.

3.5. EMPIRICKE ODHADY

Méjme dan ndhodny vybér X, X», ..., X, z rozdéleni Fx. Ukazme si, jak 1ze odhad-
nout nékteré charakteristiky rozdéleni Fy.

3.5.1. EMPIRICKA DISTRIBUCNI FUNKCE

Zabyvejme se nejprve situaci, kdy mame jednorozmérnd pozorovéni Xj, ..., X,, a od-
hadujeme celou distribu¢ni funkci Fx(x) pro x € R. Pracujeme s modelem, ktery za-
hrnuje veskerd rozdéleni na R, tj. na distribu¢ni funkci Fx neklademe viibec Zddné
podminky.

Definice 3.6 Funkci F,(x) & % " | {X; < x} nazyvame empirickd distribucni funkce’
ndhodného vybéru Xi, Xy, ..., Xj,.

Pozndmka. Hodnota F, v bodé x je rovna poctu pozorovani, kterd nepiekrodi x, dé-
lenému celkovym poétem pozorovani. Funkce F, je neklesajici, zprava spojitd, po
¢astech konstantni, skace v pozorovanych hodnotéch veli¢in X;, velikosti skokti jsou
dény poctem pozorovéni rovnych x délenym celkovym poctem pozorovani. Empi-
rickd distribu¢ni funkce mé vSechny vlastnosti distribu¢ni funkce diskrétniho rozdé-
leni.

Pro pevné x je hodnota I?n(x) vlastné relativni Cetnost jevu [X; < x] spocitand z n
pozorovani, pficemZ pravdépodobnost tohoto jevu je Fx (x). Z véty 2.3 rovnou dosta-

vvvvvv

Véta 3.3 (vlastnosti empirické distribucni funkce) Pro libovolné x € R plati:

(i) EF,(x) = Fx(x) (nestrannost), var (ﬁn(x)) = w;

(i) F,(x) % Fx(x) (bodova konsistence);
(iii) Vn [ﬁn (x) = Fx(x)] % N(0, Fx(x)[1 — Fx(x)]) (asymptotickd normalita);
(i) nF,(x) ~ Bi(n, Fx(x));

= P . 2 .
Fn(x) — FX(x)| —— 0 (stejnomérna konsistence).
n—oo

(V) Sup,p

Poznamka.

* Angl. empirical distribution function
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3. Odhadovéni parametrii

* Z bodu (iii) pfedchozi véty lze odvodit asymptoticky interval spolehlivosti pro
Fx(x) stejné jako v pfipadé parametru alternativniho rozdéleni (viz str. 56).

* Bod (v) se nékdy nazyva Glivenkova-Cantelliho véta. Nelze jej odvodit z véty 2.3
ani jinych vysledkd, které mame k dispozici. Bude dokdzdn na jedné z pokroci-
lejSich predndsek z teorie pravdépodobnosti.

3.5.2. IDEA EMPIRICKYCH ODHADU

Z empirické distribu¢ni funkce lze odvodit odhady mnoha zdkladnich charakteristik
rozdéleni Fy. Necht 0y = #(Fx) je hledany parametr. Umime-li jej spocitat ze sku-
tecné distribu¢ni funkce Fx, mtZeme jej stejnym zptisobem spocitat i z empirické
distribu¢ni funkce F,. Dostaneme tak odhad 6, d t(l?n). Témto odhadiim fikame
empirické odhady. Uvidime, Ze v fad€ pripadii maji empirické odhady rozumné vlast-
nosti.

UkaZme si tento postup nejprve na piikladé empirického odhadu stfedni hodnoty.
Mame

EX,-:/ x dFx(x).

(o)

Empiricky odhad stfedni hodnoty ziskime dosazenim F, na misto neznamé funkce
Fx. Dostaneme

oo R 00 1 n 1 n 00 1 n
xan(x):/ xd(— ﬂ{Xin}):— / xd{X;<x}=-— ) X
kde jsme vyuZili toho, Ze G(x) = 1{X; < x} je pro pevné X; vlastné distribucni funkci
konstanty nabyvajici hodnoty X; s pravdépodobnosti 1. Dosli jsme tedy k tomu, Ze
empirickym odhadem stfedni hodnoty je aritmeticky priimeér, o némz jiz vime, Ze je
nestranny a konsistentni.

Poznamka. Zafixujme si v € Q a oznacme si realizace ndhodnych velicin jako x; =
X1(w),..., Xy = Xp(w). Pak F, splituje vlastnosti distribu¢ni funkce. Pokud nyni Y je
néjaka ndhodna veli¢ina s distribuéni funkci F,, pak integral f_ 0; x dF,(x) je vlastné
stfedni hodnota Y. JelikoZ rozdéleni dané distribuéni funkci F, je diskrétni a spliiuje
P(Y =x;) =1 proviechnai=1,...,n, tak

n 1 & 1<
EY=;)CZ'P(Y=X,') = E;xi = E;Xl(w)

3.5.3. EMPIRICKE ODHADY MOMENTU

Necht X;, X5, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Fx a h je méfitelnd redlna funkce
takovd, Ze E |h(X;)| < co. D& se snadno ovéfit, Ze empirickym odhadem parame-
tru E h(X;) je primér naméfenych hodnot h(X;), tj. % 1 h(X;). Tento odhad je ne-
stranny a konsistentni.
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3. Odhadovéni parametrii

Odvodme si empiricky odhad rozptylu o2 = EX? — (EX;)?. Vime, Ze empirickym
odhadem E X; je X, a empirickym odhadem E X? je 2 3" | X. Empiricky odhad roz-

ptylu tedy je
G2 = ;Z;‘Xi -X, = ;Z:‘(Xi—xn) :
1= =

Poznamka. Plati

1 < - n
2 a 2 _ —~
So = — lél (Xi — X 1) —

Pro velkd n je rozdil mezi o2 a S2 maly, nebot s pomoci véty 2.6(i)

n n—ooo

Jak plyne z véty 2.6, vybérovy rozptyl S2 je nestranny a konsistentni odhad o%. Empi-
ricky odhad rozptylu &2 je konsistentni, ale neni nestranny. Na druhou stranu z pfi-
kladu na strané 42 vime, ze v modelu # = {N(y, 0?), u € R, 6* > 0} plati MSE(5?3) <
MSE(S2).

Podobné miizeme odvodit empirické odhady pro momenty vy$sich rada. Empi-
rické odhady necentrdlnich momentii i = E X} jsou

1 n
~ _ k
pk_n ElXi.
1=

Empirické odhady centrdlnich momentii uy = E (X; — E X;)* jsou
Hk = n < : i n) -
i=

Empirické necentrdlni momenty jsou evidentné nestranné a konsistentni. Empi-
rické centrdlni momenty jsou konsistentni, nikoli v§ak obecné nestranné.
Empiricky odhad sikmosti je
= __ M3
ACEE
empiricky odhad Spicatosti je
=~ _ H4
4= ="
Y- 5
Oba jsou konsistentni (z véty o spojité transformaci, tvrzeni 1.2).

P
Cvi¢eni. DokaZte, Ze pokud E |X;|* < oo, pak iy — px.
n—oo

Ndvod: k n
[t =R = )5 2 )

j=0
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3.5.4. EMPIRICKE ODHADY KVANTILU

Necht a je pfedem dané cislo z intervalu (0, 1). Kvantilovd funkce rozd€leni Fy je de-
finovana jako

Fy'(a) =inf {x : Fx(x) > a}.
Pak a-kvantilem rozdéleni Fy rozumime Cislo uy(a) = F);l(a). Pro a-kvantil plati

Fx(ux(a)) >a a Fx(ux(a)-h)<aproVh>D0.

Jako empiricky odhad pouZijeme hodnotu a-kvantilu empirické distribu¢ni funkce,
tedy R R
E,'(a) =inf {x: Fy(x) > a}.

Definice 3.7 (Vybérovy kvantil) Pro a € (0,1) definujeme empiricky (vybérovy) a-
kvantil jako U, (a) = F,;(a).

Poznamka.
e Pfipomenme si, Ze empirickd distribu¢ni funkce je po castech konstantni se
skoky vbodech X(1), X(2), ..., X(»). TudiZ empiricky kvantil dle nasi definice bude
vhodné vybrand poradkova statistika. JelikoZ ddle plati,

Fu(X) = % a Fn(Xg —h) < % pro Vh > 0,
tak empiricky kvantil bude splnovat

na pro (na) € N,

An =X , kd ka =
up(@) (ka) € {Ln“J +1 pro (na) ¢ N.

Jelikoz nepfedpokladdme spojitost rozdéleni, tak porddkové statistice X, je
tfeba rozumét ve smyslu pozndmky na strané 35.

* Pro a = 0,5 dostaneme vybérovy medidn': m, = X (1) pro n liché a m, = X(z)
pro n sudé.

e Vybérovy a-kvantil spliiuje nerovnosti

Fp(un(a)) >a a }l{%Fn(un(a) - h) <a,

tj. alesponl na pozorovani je mensi nebo rovno u,(«) a zaroven pro vSechna
h > 0 je alespon n(1 — a) pozorovani vétsi nebo rovno u,(a) — h.

¢ Existuje mnoho riznych definic vybérového a-kvantilu (zpravidla jako né€jaké
linearni interpolace mezi body X, -1y, X(k,) @ X(k,+1))- Napr. pro suda n se vy-
bérovy medidn casto definuje jako

Xp + Xz
my = f

* Angl. empirical quantile, sample quantile t Angl. sample median
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Nésledujici lemma charakterizuje vybérovy kvantil jako feSeni minimaliza¢niho pro-
blému. Ve srovnani s lemmatem 2.1 v§ak tato charakterizace neni nutn€ jednoznacna
(viz diskuse niZe).

Lemma 3.4 Necht a € (0, 1). Pro vybérovy a-kvantil i, (a) plati

n
Uy(a) =argmin ) p(X; —c),
1

ceR im

kde po (1) = aul{u >0} + (1 — a)(—u) {u < 0}.

Vsimnéme si, Ze pro a = 3 dostavame p;/»(u) = j|ul. JelikoZ konstanta 3 je pro
optimaliza¢ni tlohu nepodstatnd, tak pro vybérovy medidn plati

n
My = argminz X — ¢,
ceR i=1

tj. m, minimalizuje soucet absolutnich odchylek. Nicméné lze snadno nahlédnout,
Ze vySe uvedend charakterizace medidnu nemusi byt jednozna¢nd. Napf. pro n = 2 je
soucet Y7, |X; — c| minimalizovan pro jakékoliv ¢ € (X(1), X(2))-

Obecné pak lze dokézat, Ze pokud k, = (na) € N, pak jakékoliv ¢ z uzavieného
intervalu (X(x,), X(x,+1)) minimalizuje 1", pa(X; — ¢).

Poznamka. Minimalizac¢ni problém z ¢ésti (ii) 1ze psat jako tlohu linedrniho progra-
movani ve tvaru

arg min
ceR

—(1-a) Y (Xi-c)+a ), (Xi—c)].

i:X;j<c i:Xi>c

Zavedeme-li znaceni U; = (X; —¢)1(X; > ¢), Vi=—(X;—c)1(X; <¢), U = (Uy,...,U,)7,
V=W,...,Vp)T, X =(Xi,...,X,)", mizeme problém prepsat jako tlohu linearniho
programovdéni ve (2n + 1)-dimensiondlnim prostoru

min al'U + (1 -a)1'V
U,V,ca n (1-a)l,

pii omezenich
cl,+U-V =X, U=>=0, V=>0.

Tento minimaliza¢ni problém samoziejmé nemusi mit pravé jedno reSeni. Minima
muZe byt dosaZeno na celém intervalu hodnot.

Vlastnosti vybérového kvantilu budeme dokazovat pouze pro spojitd rozdéleni s ros-
touci distribu¢ni funkci Fx a hustotou fy.

Véta 3.5 Necht a € (0,1). Necht Xj,..., X,, je ndhodny vybér z rozd€leni, kterd ma
distribu¢ni funkci Fx spojitou a rostouci na n€jakém okoli bodu ux («).
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(i) Potom i, (a) —— uy ().
n—oo

(ii) Pokud navic existuje hustota fx, kterd je spojitd a nenulovd v bodé ux (a), pak

~ d a(l-a)
V|t (a) - ux(a)] — N(0,V(a)), kde V(a)= m.
Diikaz. M Necht ¢ > 0. Potfebujeme ukazat, ze
P(|tn(a) — ux(a)| > €) — 0.
K tomu nam staci ukazat, ze
P(tin(a) < ux(a) — ¢) — 0 azdroven P(un(a)> ux(a)+e¢) — 0.
Pocitejme tedy
P(tin(a) < ux(a) — &) = P(X(x,) < ux(a)-e¢)
- P( n X < ux(a) - €} > ka)
< P(Fy(ux(a) - &) - Fy(ux(@) - ¢) > & - Fx(ux(@) - ¢)). 37
Z véty 3.3 nyni plyne, Ze
Fp(ux(a) - €) — Fx (ux(a) — €) ;%: 0, (3.8)
a zéroven z predpokladti dokazované véty

k—,;’ — Fx(ux(a) —¢) —oa- Fx(ux(a)—¢) > 0. 3.9)

Kombinaci (3.8) a (3.9) pak dostdvame, Ze prava strana rovnosti (3.7) konverguje k nule,
tudiz jsme dokdzali, ze P(u,(a) < ux(a) — ) —— 0.
n—oo
Podobné

P(n(a) > ux(a) +¢) = P( PLUHX <ux(a)+e} < ka)
< P(fn(ux(a) +e) - Fy(ux() + &) < & — Fy (ux(a) + g)). (3.10)
Z véty 3.3 nyni plyne, Ze
By (ux (@) + £) - Fx (ux(@) + £) —— 0, (3.11)
a zéroven z predpokladti dokazované véty

L By (ux(a) +e) —— a - Fx(ux(a) +¢) <0. (3.12)
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Kombinaci (3.11) a (3.12) pak dostdvdme, Ze prava strana rovnosti (3.10) konverguje
k nule, tudiz jsme dokazali, ze P (i, (a) > ux(a) + £) —— 0.
n—oo

Cést (ii): * Podobné jako v ¢asti (i) pocitejme
P(\/ﬁ[ﬁn(a) —ux(a)] < x) - P(a,,(a) < ux(a) + Tﬁ)

= P(fn(ux(a) + %) — Fx (ux(a) + \/iﬁ) = % — Fx (ux(a) + \/iﬁ))

= P(Zn > xn);
kde -
L, \/E[Fn(ux(a) + %) — Fx (ux(a) + %)]
" Vva(l-a)
a

Vi[5 — Fx (ux(a) - 35)]

va(l —a)

Z centrélni limitni véty pro trojuhelnikova schéma (napft. Véta 16.4 Lachout, 2004) pak

xn:

plyne, Ze Z, 4, Z,kde Z ~ N(0,1). Ddle z predpokladti véty dostdvame x,, ——
n—oo

n—oo
—x fi (ux (a)) )
Y Tedy celkem méme
SN ~xfx (ux (@) ( x fx (ux (@)
P(\/ﬁ[un(a) uX(a)] < .X') n—oo P(Z = Va(l-a) ) =Pz < Va(l-a) ),
coZ spolecné s definici konvergence v distribuci implikuje tvrzeni véty. ]
Priklad. Uvazujte ndhodny vybér X, ..., X, z rozdéleni s hustotou

fx(x) =31{x e (0,1)U(2,3)}.

Ukazte, Ze v tomto piipadé neni vybérovy medidn konzistentnim odhadem medidnu
m = ux(3) = 1. Ktery z pfedpokladii véty 3.5(i) neni splnén?
Ukazte, Ze P(i, > 2) — 3 pron — oo.

Intervalovy odhad pro uy ()

Asymptoticky rozptyl V(a) vybérového kvantilu (viz véta 3.5(ii)) se Spatné odha-
duje, protoZze nemdame k disposici univerzalné pouzitelny a spolehlivy odhad hustoty.
Za predpokladu, Ze Fx je spojitd v ux () 1ze ke konstrukci intervalu spolehlivosti vy-
uzit porddkové statistiky.

" Tato ¢ast dfikazu nebyla déldna na prednésce.
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3. Odhadovéni parametrii

Napt. oboustranny interval spolehlivosti pro ux (a) s pravdépodobnosti pokryti 1-4

hleddme ve tvaru (X(x,), X(k,))- Pro ur€eni ¢isel k; a ky si vSimnéme, Ze

n

P(X(;q) > uX(a)) - P(Z X < ux(a)} < kp - 1) - P(Bi(n, @) < ki — 1),

i=1
n

P(Xk) < ux(@)) = P(Z X < ux(a)} > kU) = P(Bi(n, a) 2 ku).

i=1
Tedy ¢isla k; a ky mtiZeme urcit pomoci binomického rozdéleni jako nejvyssi a nejmensi
mozné prirozené ¢islo takové, aby

P(Bin @ <k -1) <5, P(Bi(na)2ky) <4

V pripadé, Ze nemame moznost pracovat piimo s binomickym rozdélenim, tak mu-
Zeme vyuzit normdlni aproximaci binomického rozdéleni. V tomto piipadé je dobré
si povSimnout, Ze

P(Bi(n,@) < ki -1) =P(Bi(n,a) < ki) a P(Bi(n,a) = ky) = P(Bi(n, @) > ky - 1).
Proto jako ,kompromis“ pfed normdlni aproximaci vychdzime z rovnosti
P(Xup = ux(@) =P(Bim@) <k -3),  P(X) < ux(@)) =P(Bi(n a) > ky - 3).
Nyni pomoci normdlni aproximace

. i - -1 kp-i-na
P(B ) k _l) :P(BI(I’Z,(I) na kL 2 na) = ®( L—3 ),
I(n a) <KL 2 \/na(l—a) < \/na(l—a) Vna(l-a)

i 1) _ p(Bitna)na ku—%—na); ~ (ku—%—na)
P(Bl(n,a)>kU 2)—P(\/na(1_a) >\/m(1_a) =1-@ Vi)

Odtud pak jiz vyjadiime pftiblizné hodnoty k; a ky

kr = H + na - ul_gxlna(l - a)J, ky = [% + na+u1_g\/na(1 - a)-|.

»,Kompromis“ popsany vySse se zpravidla nazyva oprava na spojitost . Tato ,oprava“
vSak nespociva v tom, Ze bychom néco délali spojitym, ale je to jistd opatrnost v pfi-
padé, Ze diskrétni rozdéleni (v tomto pfipadé binomické) aproximuje spojitym roz-
délenim (v tomto pripadé normalnim).

Pozndmka. MuzZe se stat, Ze pro malé rozsahy vybérti n a a blizké nule nebo jedné
je jedna z pravdépodobnosti P(Bi(n, a) = 0) > g resp. P(Bi(n, ) = n) > ’2—3 V takovém
piipadé volime za dolni (resp. horni) mez intervalu spolehlivosti —co (resp. +0).

Cviceni. UkaZte, Ze pokud bychom vynechali pfedpoklad spojitosti distribu¢ni funkce
v odhadovaném kvantilu ux («), tak uzavreny interval (X,), X(x,)) bude mit (pro do-

statec¢né velké n) pravdépodobnost pokryti alespon 1 - §.
Zde konci

* Angl. continuity correction predn. 8
(25.10.)
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3. Odhadovéni parametrii

3.5.5. EMPIRICKE ODHADY PRO NAHODNE VEKTORY

Empirické odhady prvnich dvou momenti miizeme snadno rozsirit na nahodné vek-
tory. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér nezavislych k-rozmérnych nahodnych vek-
tor s rozdélenim Fy. Jednotlivé slozky vektoru X; budeme znacit X;;, i = 1,...,n,
je{l,..., k}. Dale oznaCme

n=EX; > =var Xj;.

Empirickym odhadem p je zfejmé vektor empirickych odhadt jeho jednotlivych
slozek, ¢ili k-rozmérny vybérovy primeér

— 1 <&
X,==> Xi.
ni:l

Empiricky odhad rozptylové matice = bychom dostali z vyjadieni
S=E(X;-EX;)(X,-EX,) =EX;X; —(EX))(EX;)' =EX® - (EX,)*®?

a nahrazenim stfednich hodnot jejich empirickymi odhady (tj. primeéry) bychom do-
stali
s 19 ger =@ 1y - =\ T
Sn= ZZX?’ -X, :EZ(XZ-—X")(X,-—XH) :
i=1 i=1
VEtSinou se vSak pracuje s tzv. vybérovou rozptylovou matici , ktera se definuje jako
vicerozmérna obdoba vybérového rozptylu S2:

1
n-1

n
s? = DX =X (X - X )
i=1

Pozndmka.
* S2 ma na diagonéle vybérové rozptyly jednotlivych slozek, tj.

1 n
82 E X X 2
j ( ij j) ’
i=1

n-1
proje{l,....k}, kdeX; =1 3" X;;.
* Prvek (j, m) matice S2 je dan vyrazem

1
n-1

n
Sjm = Z(Xij = X)) (Xim = Xm)
i=1
proje{l,...,k}tame{l,...,k}, j # m. Tato ndhodn4 veli¢ina odhaduje kova-
rianci cov (X;j, Xi,) mezi j-tou a m-tou slozkou X;. Rikdme ji vybérovd kovari-
ance.

* Angl. sample covariation matrix
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3. Odhadovéni parametrii

* S2 je positivné semidefinitni a plati

n
2 n -~ n 1 2 ==®2
% = Z”:n—l(EEIXi@ -X, )
i=

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze jak X ,, tak S2 jsou nestranné a konsistentni odhady.

Tvrzeni 3.6

(i) Je-li E |X;j| < oo pro vSechnaj € {1,...,k}, pakEX, = pa X, £, "

n—oo

(if) Je-li var (X;;) < oo pro viechna j € {1,...,k}, pak ES2 =X a S2 —— .

n—oo
Diikaz. Cast (i): Plyne pfimo z véty 2.2 aplikované po slozkach.

Cast (ii): Konsistence S2 se ukaze analogicky jako u S2 (viz véta 2.6(i)).
Nestrannost 1ze dokdzat napt. nasledujicim zptisobem:

) n ’1 n o2 1 & ®2
ES,=—— EZ;EXI. —E ;-1Xi
L 1= 1

i=1 j=1
2 2 T
= |EXPP - Y EXT - > EXZX])
i=1 i=1 j=1,j#i
1 -1
= lExe1- ) -2 x)®? =2
n-1 ! n n

“Vzpomenme si na definici korela¢niho koeficientu mezi veli¢inami X; jaXim:
cov (Xij, Xim)
yvar X;jvar X,

Je logické zavést vybérovy korela¢ni koeficient jakoZto empiricky odhad tohoto para-
metru vznikly z empirickych odhadt jeho jednotlivych komponent.

o(Xij, Xim) =

Definice 3.8 Vybérovy korelacni koeficient' Ojm veli¢in X;; a Xjm, j € {1,...,k} am €
{1,...,k}, j # m, definujeme jako

Sim S (Xij = X)) (Xim — X m)

jm
S;Sm (X~ X )2 S (Xim — X)?
2in (Xij = Xj)* 2521 (Xim — Xom)
* Zbytek kapitoly nebyl v roce 2020/21 odpiednasen. T Angl. sample correlation coefficient

Ojm =
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3. Odhadovéni parametrii

Poznamka.
* -1 < pjm < 1 (viz Cauchyho-Schwarzova nerovnost).
* ojm = 1 (resp. —1) praveé kdyz existuji konstanty a € R a b > 0 (resp. b < 0)
takové, Ze X;; = a + bX;,, proviechnai=1,...,n.
* ojm je konsistentni odhad korelacniho koeficientu p(X;j, X;») (to plyne z kon-
zistence Sfl a tvrzeni 1.2), ale neni nestranny.

(D4 re b4 v v - P
Cvic¢eni. Podrobné dokazte, Ze g, —— 0(Xij, Xim).
n—oo
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3. Odhadovéni parametrii

Pripravné priklady ke zkouSce.

e—x/&

1. Méjme ndhodny vybér X, ..., X, z rozdeléni s hustotou f(x; 6) = &5—THx > 0},
kde & > 0 je neznamy paremetr. Uvazujte odhad 8, = X,. Ukazte, Ze tento od-
had je nestrany odhad parametru dx. Déle uvaZujte odhad 6, (a) = a X,, kde a

je konstanta. Najdéte a tak, aby minimalizovalo stfedni ¢tvercovou chybu od-
hadu 6, (a).

2. Méjme ndhodny vybér Xj,..., X, z alternativniho rozdéleni s parametrem px.
Odhadnéte parametr px momentovou metodou a transformaci tohoto odhadu
vytvorte odhad parametru 0x = px (1 — px). Prozkoumejte nestrannost a konsis-
tenci takto vytvoreného odhadu rozptylu. Jak se tento odhad lisi od obycejného
vybérového rozptylu?

3. Méjme ndhodny vybér Xj,..., X, z alternativniho rozdéleni s parametrem py.
Potom z prikladu na strané 56 vime, Ze asymptoticky intervalovy odhad o spo-
lehlivosti 1 — & pro parametr px je

- VAn I_An -~ VA” I—A,/,
(Pn —Ul-a/2 %, PntUl-q/2 % )

Odvodte odsud intervalovy odhad pro 0x = px(1 - px).

Necht intervalovy odhad o spolehlivosti 1 — a pro parametr px spocteny z da-
nych data vySel (0.35,0.55). Jak by v tomto pfipad€ vypadal intervalovy odhad
pro QX = px(]. - px)?

4. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(uy,9). Jaké musi byt n, aby
délka intervalu spolehlivosti pro ux s pravdépodobnosti pokryti 0,90 byla nej-
vySe 0,25?

5. Necht Xj, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(ux, 02), kde 0% je nezndmé.
Sestavte za této situace interval spolehlivosti pro uyx.
Vyjadiete vzorec pro pravdépodnost, Ze pro dané n a dané o bude siika tohoto
intervalu spolehlivosti s pravdépodobnosti pokryti 1 — a mensi nez 10.

6. Necht X, je primér ndhodného vybéru Xj,..., X, z ro_zdéleni Po(1yx). Urcete
asymptotické rozdéleni odhadu vybérového priiméru X, a na zdkladé tohoto
rozdéleni urcete asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr 0y = exp{-Ax}.

7. Necht Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni R(0, 1). Necht k,, =
[n/2 — v/n]. Dokazte, Ze X(x,) LN 1/2.
n—oo
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4. PRINCIPY TESTOVANI HYPOTEZ

4.1. ZAKLADNI POJMY A DEFINICE

Necht X3,..., X, je ndhodny vybér nezavislych k-rozmérnych nahodnych vektort
s rozdélenim Fx € ¥, kde ¥ je model. Necht 6 = t(F) € R je charakteristika rozdé-
leni, kterd nas zajimd (parametr), necht ® = {¢t(F),F € ¥} ¢ R oznacuje viechny
mozné hodnoty parametru v modelu ¥ (nazyva se parametricky prostor’). Ozna¢me
skute¢ny parametr jako x = t(Fx). Oznacme celd napozorovand data symbolem
X =(X1,..., Xp).

Priklady. Nové zavadéné pojmy a tvrzeni budeme v celé této kapitole objastiovat na
nésledujicich prikladech.

A. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(6x, o?), kde g5 > 0 je znamo.
Mame tedy model
74 = {N(, 03), 0 € R}.

B. Necht Xj, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(6x, 0%), kde 0% neni zndmo. Pra-
cujeme s modelem

75 ={N(0,0%), 0 €R, 0* >0} > F~

C. Necht Xi, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Fx s konecnym a nenulovym roz-
ptylem. Pracujeme s neparametrickym modelem

FC=Li>FP o T

Testovanym parametrem bude stfedni hodnota 6 = f x dF(x), jeho skute¢nad hodnota
je 0x = EX;, dimenze d parametru 6 je 1. Parametricky prostor je © = R.

Zvolme si nyni dvé neprdzdné disjunktni podmnoziny 0O, které oznac¢ime 0 a 0.
Reknéme, Ze nas nyni nezajim4 konkrétni hodnota parametru 0y, ale chceme pouze
odpovédét na otdzku, zdali x € ©9 nebo Ox € ©;.

Definice 4.1 (Hypotéza a alternativa)
» Mnozinu 0y nazyvame [nulové] hypotéza', mnozinu ©; nazyvame alternativa’
(nebo také alternativni hypotéza).

* Angl. parameter space T Angl. null hypothesis * Angl. alternative hypothesis
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4. Principy testovani hypotéz

¢ Oznacme o
Fo = {F € F : t(F) € Op},

tj. vSechna rozdéleni v modelu 7, jejichz parametry spliuji hypotézu. Jestlize
Fo = {Fo} (tj. v modelu existuje pravé jedno rozdéleni, které hypotézu spliuje),
hypotézu nazyvame jednoduchou’, jinak sloZenou'.
* Oznacme
ﬁd:f{FeT:t(F)eG)l},

tj. vSechna rozdéleni v modelu ¥, jejichz parametry splnuji alternativu. Jestlize
1 = {F1} (. vmodelu existuje pravé jedno rozdéleni, které alternativu spliuje),
alternativu nazyvame jednoduchou', jinak sloZenou®.

Pozndmka.
¢ Hypotézu oznacujeme obvykle symbolem Hj, alternativu symbolem H;. Mlu-
vime o testovdni hypotézy

Hy: 0x € ©9 proti alternativé H, : 0x € 0.

¢ Jednoduchou hypotézu tedy dostaneme, pokud @y = {6} je jednobodova mno-
Zina a zaroven existuje pravé jedno rozdéleni Fy € ¥ takové, Ze t(Fy) = 6y.

¢ Jednoduchou alternativu tedy dostaneme, pokud ©; = {6;} je jednobodova
mnozina a zdroven existuje pravé jedno rozdéleni F; € ¥ takové, Ze t(F;) = 6.

VEtsinou bereme ©; = 65 a F1 = F. Pokud tomu tak neni, tj. @ U ©; ¢ O, tak si
muzeme model zuzit na ¥ = {F € ¥ : t(F) € Oy U 0,}. Pfedpokladat, ze ©; = 0F a
%1 = ¥, tedy neni na Gjmu obecnosti.

Volba hypotéz pro jednorozmérny parametr 0

* Nejobvyklejsi volba hypotézy je ©p = {6y} pro né€jaké predem zvolené 6, € R, t;.
testujeme Hy : Ox = 6p. Za alternativu volime 0, = @, tj. Hy : 0x # 6p. Vyslednou
proceduru pak nazyvame oboustranny test’, respektive test proti oboustranné
alternative.

* Jind moZnost je volit Oy = (—oo, Oy), tj. testovat Hy : Ox < Oy proti Hy : Ox > 0y,
pripadné Oy = (6, ), tj. testovat Hy : Ox > 6y proti H; : 0x < 0y. Tyto testy nazy-
vame jednostranné testyl, respektive testy proti jednostranné alternativé. VSim-
néte si, Ze krajni hodnota 6, je pokazdé zahrnuta v nulové hypotéze.

Volba hypotézy je ddna podstatou praktického problému, ktery resime. V nékte-
rych piipadech volime hypotézu zna¢né odlidné od tfi zminénych moZnosti. V této
predndsce se vSak budeme zabyvat pouze vySe zminénymi oboustrannymi a jedno-
strannymi testy.

Priklady. Uvazujme oboustranny test parametru 6 = ¢(F) = f xdF(x) € R. Testu-
jeme hypotézu Hy : Ox = 0y proti alternativé H; : Ox # 6p.

* Angl. simple null hypothesis 1 Angl. composite null hypothesis + Angl. simple alternative S Angl.
composite alternative Y Angl. two-sided test | Angl. one-sided tests
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4. Principy testovani hypotéz

A. Model 74 = {N(6, 02), 6 € R}.V tomto modelu je %5 = {N(6o, 0?)}, jedna se tedy
o test jednoduché hypotézy. Alternativa je slozend, 71 = {N(6, 05), 6 € R\ {6o}}.

B. Model 72 = {N(6, 0?), 6 € R, o > 0}. V tomto modelu je hypotéza slozend, %, =
{N(60,0%), 0% > 0}, alternativa je také slozend, 1 = {N(6,0?), 6 € R\ {6y}, o >

0}.

C. Model 7€ = £2. V tomto modelu je hypotéza slozena, Fy = {F € L2 : t(F) = 6o},
alternativa je také slozend, #1 = {F € L2 : t(F) # 6o}.

Na zékladé ndhodného vybéru Xj,..., X, chceme rozhodnout, zda Hy plati nebo
nikoli. PouZijeme k tomu néjakou vhodné zvolenou funkci dat S, (X)), které rikdme
testovd statistika’, a mnozinu C, které fikame kriticky obor'. Testova statistika je ob-
vykle jednorozmérn4; kriticky obor je pak né€jakd podmnozina R. Rozhodujeme se
podle toho, jestli testova statistika padne do kritického oboru, ¢i nikoli.

e Pokud S,(X) € C, u¢inime zavér, ze zamitdme hypotézu Hy ve prospéch alter-
nativy Hj.

e Pokud S,(X) ¢ C, uCinime zavér, Ze hypotézu Hy nemiiZeme zamitnout ve pro-
spéch alternativy H;.

Poznamka. Nékteti autofi definuji kriticky obor jako podmnoZzinu vybérového pro-
storu, tj. v nasem znaceni jako S;!(C). Zamitaji pak hypotézu Hy, pokud X € S;'(C).

Definice 4.2 (Test) Statisticky test je definovan pomoci testové statistiky S, (X), kri-
tického oboru C a vyse uvedeného pravidla pro zamitdni hypotézy. Dva testy (S,(X),C)
a (S;(X),C*) nazveme ekvivalentni pravé kdyz S,(X) € C & S;,(X) € C* skoro jisté,
tj. oba testy vyddvaji s pravdépodobnosti 1 totéZ rozhodnuti.

4.2, HLADINA A SIiLA TESTU

Pfi testovdni hypotéz mohou nastat Ctyfi situace v zdvislosti na tom, zdali hypotéza
ve skuteCnosti plati a zdali ji test zamitne.
e Hypotéza plati, test ji nezamitne, tj. Ox € Op a S, (X) ¢ C. V tomto pripadé test
rozhodl spravné.
e Hypotéza plati, test ji zamitne, tj. Ox € 0y a S,(X) € C. V tomto piipadé test
rozhodl nespravné.
e Hypotéza neplati, test ji nezamitne, tj. Ox ¢ ©p a S,,(X) ¢ C. V tomto pripadé
test rozhodl nespravné.
* Hypotéza neplati, test ji zamitne, tj. Ox ¢ ©p a S,(X) € C. V tomto pripadé test
rozhodl spravné.

* Angl. test statistic 1 Angl. critical region
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Definice 4.3 (Chyba I. a II. druhu)
(i) JestliZe test zamitl platnou hypotézu, fikame, Ze nastala chyba I. druhu’.
(ii) JestliZe test nezamitl neplatnou hypotézu, iikdme, Ze nastala chyba II. druhu'.

MozZné situace jsou zachyceny v tabulce 4.1.

Tabulka 4.1.: Situace, které mohou nastat pfi testovani hypotéz.

Nezamitame Hy | Zamitame H,
Hy plati OK chyba I druhu
Hy neplati | chyba II. druhu OK

Chybam I. a II. druhu se obecné nelze vyhnout. Klasicky statisticky pristup k testo-
vani hypotéz spocivd vtom, Ze kontrolujeme pravdépodobnost chyby I. druhu.

Co se tyka chyby II. druhu, tak idedlni by bylo vybrat takovy test, ktery minimalizuje
pravdépodobnost chyby II. druhu. JelikoZ vSak pravdépodobnost chyby II. druhu za-
visi na zvolené alternativé, tak takovéto idedlni testy existuji pouze v piipadech, kdy

alternativa neni pfrili§ velka. Zde konci
predn. 9
4.2.1. HLADINA TESTU 1.

Pro F € F si oznaCme
Pr[Sn(X) € B] = / 1{Sn(z) € B} dF (1) - - dF (xy).

V piipadé, Ze v modelu ¥ je jednoznacny vztah mezi parametrem 6 € © a rozdélenim
F € ¥ pak muzeme psét

Po[Sn(X) € B] = / 1{Sn(x) € B} dF (1) - - dF (xy), (4.1)

kde F je rozdéleni splnujici t(F) = 6.
VSimnéme si, Ze (4.1) miiZeme také psat v piipadé, kdyz rozdéleni ndhodné veli¢iny
Sy (X) je stejné, at jiz zvolime jakékoliv F, které splnuje, ze t(F) = 6.

Definice 4.4 (Hladina testu) Necht a € (0, 1) je pfedem stanovené cislo.
(i) Jestlize kriticky obor C splniuje podminku

sup Pr[Sp(X) € C] = «,
Fe¥%y

fikdme, Ze test (S,(X), C) md hladinu vyznamnosti* pfesné a.

* Angl. typeIerror 1 Angl. type Il error * Angl. significance level
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4. Principy testovani hypotéz

(i) Jestlize kriticky obor C splnuje podminku

sup lim Pr[S,(X) € C] =a,

Fefy "7

pak fikame, Ze test (S,(X),C) ma hladinu a asymptoticky.

Pozndmka.

¢ Je-li mnoZina ¥, = {Fy} jednobodovd, pak miZzeme presnou hladinu testu psat

jednoduseji
a = PQO[Sn(X) € C] , kde 0y = t(F()).

e Zhruba feceno, hladina testu je pravdépodobnost chyby prvniho druhu, to jest
pravdépodobnost zamitnuti platné hypotézy. Pokud hypotéza zahrnuje vice nez
jednu hodnotu parametru, pak jde o nejvétsi moznou pravdépodobnost chyby
prvniho druhu.

e Test, ktery pozadované hladiny a dosahuje presné, budeme nazyvat presny test.
Test, ktery pozadované hladiny a dosahuje jen asymptoticky, budeme nazyvat
asymptoticky test.

* Néktefi autori od asymptotického testu pozaduji splnéni podminky

sup Pr[S,(X)eC] > a pron— o.
Fe%y

Tato podminka by vSak vyloucila, abychom napt. ¢-test (viz strana 100) nazyvali
asymptotickym testem pro ¥ = £2.

Klasicky pristup k testovani hypotéz mtizeme shrnout takto:
1. Pfedem stanovime pozadovanou hladinu testu «, kterou ma test dosahnout bud
pfesné nebo asymptoticky.
2. Najdeme vhodnou testovou statistiku S, (X).
3. Kriticky obor C = C(a) zvolime v zavislosti na « tak, aby hladina testu (presna
nebo asymptotickd) byla pravé a a pfitom pravdépodobnost chyby II. druhu
byla co nejmensi.

Poznamka.

e Hladina testu se voli mal4, v praxi se obvykle bere a = 0,05.

e Ma-li testova statistika S, (X)) diskrétni rozdeleni, pak neni mozné dosahnout
zcela libovolné hladiny «. V ptipadé€, Ze predepsand hladina « je nedosaziteln4,
tak se spokojujeme s hladinou a’ < a, kterd je nejbliZze k ptivodné pozadova-
nému a. To ndm zaruci, Ze pravdépodobnost zamitnuti platné hypotézy ne-
muze byt vétsi nez zvolena tolerance a.

Terminologie.
e Testu, jehoZ skute¢nd hladina je mensi nez poZzadované «a, se tikd test konserva-
tivni. Testu, jehoZz skutecnd hladina je vétsi nez pozadované a, se tiké antikon-
servativni.
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4.2.2. SiLA TESTU

Definice 4.5 (Silofunkce a sila testu) Funkce
Bn(F) = Pe[Sp(X) € C]

zobrazujici ¥ do (0, 1) se nazyva silofunkce” testu.
Pokud F € 77, pak ¢islo 8, (F) se nazyva sila' testu proti alternativé F.

Poznamka.

e Sila testu je pravdépodobnost zamitnuti neplatné hypotézy pri dané konkrétni
alternativé F. Sila zdvisi na alternativé, pro niz ji vyhodnocujeme. Sila je rovna
dopliku pravdépodobnosti chyby II. druhu do jednicky. Sila testu nemé netri-
vidlni dolni hranici; o pravdépodobnosti chyby II. druhu nemtizeme piedpokla-
dat, Ze je mala.

e Ma-li test presnou, resp. asymptotickou hladinu «, pak musi platit

sup B,(F) =a, resp. sup lim B,(F) = a.
FeFy Fefp "7
¢ Pokud existuje jednoznacny vztah mezi € € © a F € ¥ pak se zpravidla silo-
funkce definuje jako zobrazeni parametrického prostoru © do (0, 1) dané pred-
pisem
Pn(0) = Pg[Sn(X) € C].

Poznamka (Interpretace vysledku testu).

e Skonci-li test zamitnutim hypotézy Hy, znamena to, Ze rozdéleni dat neodpo-
vida rozdéleni, jaké by data méla za platnosti hypotézy. Pravdépodobnost chyb-
ného zamitnuti v pfipadé, Ze hypotéza plati, je omezena shora hladinou «, ktera
je mala. Hypotézu H, vyvracime, prokdzali jsme platnost alternativy Hj.

e Skonci-li test tim, Ze hypotézu Hy nemiiZeme zamitnout, znamena to, Ze roz-
déleni dat neni dostatecné odliSné od rozdéleni, jaké by data méla za platnosti
hypotézy. Proto nemtizeme usoudit, Ze hypotéza H plati a alternativa neplati.
Pravdépodobnost chybného rozhodnuti v pfipadé, Ze hypotéza neplati, mtize
byt znacné velkd. Tento vysledek tedy neznamend potvrzeni platnosti hypotézy.

e Hypotéza Hy a alternativa H; pfi testovani nevystupuji symetricky. Hypotézu
muZeme vyvratit ve prospéch alternativy, ale nemtiZzeme ji potvrdit nebo pro-
kazat.

Abychom mohli stanovit kriticky obor C(a), ktery dodrZuje poZzadovanou hladinu «,
musime byt schopni spocitat pfesné nebo asymptotické rozdéleni testové statistiky
za platnosti hypotézy, a to nesmi zdviset na nezndmych charakteristikdch rozdéleni Fy.

Testovou statistiku S, (X) tedy volime tak, aby
(i) jeji rozdéleni bylo citlivé na skute¢nou hodnotu testovaného parametru Oy;

* Angl. power function T Angl. power
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(ii) za platnosti nulové hypotézy" jeji rozdéleni (alespori asymptoticky) nezdviselo
na nezndmych parametrech a bylo zndmo (alespon asymptoticky).

Mame-li testovou statistiku, kriticky obor C(«) volime tak, aby
(i) byla dodrzena poZadovand hladina testu «;
(ii) v kritickém oboru byly zahrnuty ty hodnoty testové statistiky, které jsou za plat-
nosti hypotézy méné pravdépodobné nez za platnosti alternativy.

Priklad (Al). OBOUSTRANNY TEST STREDNI HODNOTY NORMALNTHO ROZDELENT SE ZNA-
MYM ROZPTYLEM.
Mame nahodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni Fx = N(0x,02) € F4 = {N(6,02), 0 €
R}. Testujeme
Hy: 0x =6 proti Hy : 6x # 6.

Testovou statistiku zaloZime na bodovém odhadu parametru 0y, tj. priméru. Vime,

ze —
‘/ﬁ (Xn - 90)
0o

n

ma za platnosti hypotézy Hy rozdéleni N(0, 1). Jestlize hypotéza neplati, tj. Ox — 6y =
6 # 0, pak
U, = Vn (X, - 0x + 0x — 6p) _ Vn (X, — 0x) + Vné

] 0o ]

ma rozdéleni N(v,, 1), kde v, = ‘%5. Je-1li poruSena hypotéza, pak se rozdéleni tes-

tové statistiky posouva pry¢ od nuly, a to tim déle, ¢im vétsi je n a |0x — 6y|. Hodnoty

testové statistiky, které jsou daleko od nuly, tedy povedou k zamitnuti hypotézy.
Kriticky obor C(a) bude mit tvar

(= oo, cL(a)> U (Cu(a)’ ).

Kritické hodnoty c; (a) a cy(a) ur¢ime tak, aby
a

PBO[Un € (oo, CL(“)>] = Peo[Un € <CU(a),oo)] =3

To zaruci, Ze hladina testu je presné€ rovna a. Odtud mame diky symetrii hustoty nor-
movaného normadlniho rozdéleni cy (a) = —ci (@) = u1_q/2. Test tedy funguje takto

n(X,-0
zamitni Hy: 0x = 6y < |U,|= M > Ul_q/2,
00
tj. zamitdme hypotézu, pokud se X , lisi od hypotetické hodnoty 6, o vice nez L”L\/ﬁm}

Za kvantil u;_,/, dosazujeme 1,96 pro @ = 0,05 a 1,645 pro @ = 0,1. Kriticky obor a
hustoty testové statistiky za hypotézy a za alternativy jsou zobrazeny na obréazku 4.1.

* V piipadé jednostrannych testi bychom maéli presnéji fikat, pokud skute¢na hodnota parametru je
na hranici nulové hypotézy a alternativy.
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Spocitejme nyni silofunkci tohoto testu. Vezméme néjaké 0 takové, ze 6 — 6y = § +
0. Pokud 6 je skute¢ny parametr, pak rozdéleni U, je N(v,, 1) a rozdéleni U,, — v, je
N(0, 1). Dostaneme tedy

Bn(60) = Po[U, € C(a)] =Py|Up < —tt1-aj2| + Po|Un > t1-as2]| =
= PH[Un —Vp < ~Ul-q/2 — Vn] + PB[Un —Vp 2 Ul—q/2 — Vn] =
= (D( —Ul_q/2 — Vn) +1- (D(ul_a/g - Vn).

ProtoZze ®(-x) = 1 — ®(x), tento vysledek mtiZeme prepsat do tvaru
Bn(0) = (- t1-q/2 — |Val) + 1 = D(U1-a/2 — |Vl (4.2)

Pro 6 = 6y dostaneme v, = 0, a tedy B,(6p) = a. Pribéh silofunkce tohoto testu je
zakreslen na obrazku 4.2.

Necht 6 je nenulové. Pak |v,| roste do nekonecna s rostoucim n a ukazuje se, Ze od
urcitého n je ®(—uy_q/2 — |va|) ve srovnani s ®(u;_q 2 — |v»|) zanedbatelné. Silofunkci
tedy miizeme aproximovat vyrazem 1 — @ (uj_q/2 — @), pri¢emz plati

O

Bn(0) > 1~ q)(ul—a/Z - M)- (4.3)

)
VyreSenim rovnice
vnlol) !
1- (D(ul—a/Z T | T B,

Obrézek 4.1.: Hustota testové statistiky U,, za hypotézy a za alternativy pro v, = 1 a
a = 0,1. Kritické hodnoty jsou vyznaceny modfe, kriticky obor ¢ervené.

Hustota test. statistiky U,
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4. Principy testovani hypotéz

Obrazek 4.2.: Silofunkce oboustranného testu stfedni hodnoty normélniho rozdéleni
se zndmym rozptylem pro 6y =0, o = 1, n =30 a a = 0,05.

e
—

0.8

Bn(6)
0.6

0.4

0.2

pak mZeme snadno spocitat, kolik pozorovéni je potieba, aby test dosdhl sily ale-
spon B (napriklad 0,8). Pozadovany rozsah vybéru je

2 2
29 290
n> (Uy-qp2 — Ul-p) i (U1-q/2 + Up) 52 (4.4)

Poznamka. Jak jsme vidéli v pfedchozim prikladé, sila testu zavisi na
* hladiné testu a;
e alternativé 0, respektive jeji vzdalenosti 6 od hypotézy 6y;
* rozptylu pozorovani ¢¢;
* poctu pozorovani n.
Z téchto faktort je mozné ovlivnit pouze pocet pozorovani. Chceme-li dosdhnout do-
statecné sily, musime ziskat alespon takovy pocet pozorovani, jaky je uveden v (4.4).

Poznamka. Vsimnéme si, Ze sila prfedchoziho testu proti libovolné alternativé kon-
verguje k 1 pfi n — oo (viz (4.3)). Tuto vlastnost nazyvdme konsistence testu. Konsis-
tence je velmi Zadouci vlastnost, jinak totiz nemusime byt schopni dosdhnout poza-
dované sily ani pfi velmi velkém poctu pozorovani.

Definice 4.6 Test (S,(X),C) na hladiné a nazveme konsistentnim testem’, jestlize
VF € #; plati lim,,_,. B, (F) = 1.

Zavedme jesté jednu uzitecnou vlastnost testli: nestrannost.

" Angl. consistent test
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Definice 4.7 Test (S,(X),C) na hladiné a nazveme nestrannym testem’, jestlize VF €
%1 plati B,,(F) > a.

Pozndmka.
* Nenechte se zmdst: pojmy nestrannost a konsistence testu maji jen velmi volny
(pokud viibec néjaky) vztah k pojmiim nestrannost a konsistence odhadu.
¢ Nestrannost testu vyZaduje, aby sila proti kazdé alternativé byla alespon a. Kdyby
tomu tak nebylo, t.j. 3F € #; takovd, Ze B,(F) < a, test by tuto F vlastné€ pova-
zoval za soucast hypotézy.
e Test, ktery vZdy zamitd Hy s pravdépodobnosti @ (bez ohledu na data) je ne-
stranny. Nestranny test tedy existuje.
* Nékdy se pojmy konsistence a nestrannost vztahuji viici specifickym alternati-
vam. Tedy naptiklad fikdme, Ze dany test je konsistentni viici konkrétni F € ¥,
jestlize plati lim,_,. B, (F) = 1.
Zde konci
predn. 10

4.2.3. VOLBA KRITICKEHO OBORU 1.11.)
Kriticky obor C(a) ma ve vét$iné piipadi jeden z nasledujicich tvari:’

* (cy(a), ), tj. zamitdme pro prilis velké hodnoty testové statistiky S, (X);

* (- oo, cr(a)), tj. zamitdme pro prili§ malé hodnoty testové statistiky S, (X);

* (= oo, cr(a)) U{cy(a), ), tj. zamitdme jak pro prili§ malé tak pro prilis velké
hodnoty testové statistiky S, (X);

* (=00, —cy(a)) U{cy(a), =), tj. zamitdme pro prilis velké hodnoty |S,(X)|.

Konstanty c;(a) a cy(a), které urcuji hranice kritického oboru, nazyvdme kritické
hodnoty.* Tyto hodnoty urc¢ujeme tak, aby test mél pfedepsanou hladinu. Jak uvidime
nize, tak ve vSech pripadech, se kterymi se setkdme, se daji kritické hodnoty vyjadrit
pomoci kvantilt vhodné distribu¢ni funkce Gy.

Kriticky obor tvaru C(a) = (cy(a), =)
UvaZujme pro jednoduchost nejdrive presny test. Potom kritickou hodnotu cy ()

volime tak, aby

sup Pe[S,(X) = cy(a)] = a.
Fe¥%y

My se budeme setkdvat pouze s pfipady, kde lze (snadno) najit Fy € ¥, takové, Ze

sup Pg[S,(X) > c] =Pg[Sn(X) >¢c] VceR. (4.5)
Fe%y

* Angl. unbiased test T Jak uvidime pozdgji, pro vyjadieni kritického oboru pomoci kvantilti by bylo
Sikovnéjsi uvazovat spiSe oteviené kritické obory. To by v§ak trochu pokazilo pozdéjsi dualitu s interva-
lovymi odhady, které se naopak zpravidla uvazuji jako oteviené intervaly. * Angl. critical values
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Toto rozdéleni F zpravidla hleddme jako rozdéleni, které sice spliiuje nulovou hypo-
tézu (ij. je v o), ale je ,nejbliz8i“ alternativé (tj. je ,nejblize“ mnoZziné #;, viz také
pfiklad (A2) nize). Necht Gy nyni znaci distribu¢ni funkci S, (X), pokud rozdéleni
X je Fo. Potom v piipadé spojité distribucni funkce dostavame cy(a) = G; 11 - a).
V opacném piipadé je nejjednodussi uvazovat otevieny kriticky obor tvaru

C(a) = (Gy'(1 - a), «).

Vsimnéme si, Ze vySe uvedeny otevieny kriticky obor umozZziiuje spravné kontrolovat
hladinu, at uz je Gy spojitd, nebo ne.

Poznamka. V pripadé, Ze trvame na uzavieném kritickém oboru C(a) = <CU (a), ) a
chceme vyjadrit ¢y (@) jako kvantil Gy, tak se obecny zépis kritické hodnoty ¢y () po-
nékud komplikuje. V pripadé, Ze Gy je distribuc¢ni funkce diskrétni ndhodné veliciny

v, vy,

(tj. je po Castech konstantni), pak lze zpravidla“ volit ¢y («) jako nejblizsi vyssi kvantil
nez Gy'(1 - a), 4.

cy(@) =inf {Gy (u) : kde Gy (u) > Gy'(1-a)au>1-a}. (4.6)

V ptipadé asymptotického testu vlastné pouzijeme jako Gy distribu¢ni funkci asympto-
tického rozdéleni testové statistiky za nulové hypotézy. Pfesnéji G, je takova distri-
bucni funkce, ktera spliiuje

sup lim Pr[S,(X) > c] =1-Gp(c-) VceR.

FE% n—oo

Jelikoz v nasem pripadé bude funkce Gy vzdy spojitd, tak prava strana posledni rov-
nosti bude tvaru 1 — Gy(c) a hledané ¢y (a) bude jednoduse Go‘l(l - a).

Kriticky obor tvaru C(a) = (- o, cz(a))

Podobné jako vySe necht Fy € % je takové rozdéleni X, Ze

sup Pr[Sn(X) < c] =Pg[Sn(X) <c] VceR.
Fe¥%y

Dale necht Gy nyni znaci distribuc¢ni funkci S, (X), pokud rozdéleni X; je Fy. Potom
v piipadé spojité Gy volime c; (a) jako

cr(@) = Gyl (a). 4.7
V pfipadé, Ze Gy neni spojitd, tak je opét nejjednodussi vzit otevieny kriticky obor
C(a) = (-0, c(a)) = (- o0,Gy ().
Tento kriticky obor opét spravné kontroluje hladinu, at uz Gy spojitd nebo ne.

Kriticky obor tvaru C(a) = (- oo, ¢ (a)) U (cy(a), o)

* Tj. za predpokladu, Ze niZe nedélame infimum z prdzdné mnoZiny.
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V tomto pripadé je standardni volit kritické hodnoty c;(a) a cy(a) tak, aby

sup Pp[S,(X) < cr(a)] = sup Pe[S,(X) > cy(a)] = g 4.8)
Fe%y Fe%y
resp.
sup lim Pr[S,(X) < cr(a)] = sup lim Pr[S,(X) > cy(a)] = E' (4.9
Fe?_-o n—oo Fey_—o n—oo 2

Navic v situacich, se kterymi se budeme setkavat, bude (pfesné ¢i asymptotické) roz-
déleni statistiky S, (X) za nulové hypotézy vzdy stejné, at uz je skutec¢né rozdéleni F
z Fy jakékoliv (viz také priklady (B) a (C) na stranédch 81 a 83). Ozna¢me toto rozdé-
leni Gy. Tedy v rovnicich (4.8) a (4.9) mliZeme vynechat suprema a podminka se nam
zjednodusi na

a
Go(cr(a)) =1-Go(cy(a) —) = >
Kritické hodnoty v tomto pripadé pro Gy spojitou jsou

cr(@) =Gy (a/2) a cy(a)=Gy'(1-a/2). (4.10)

Yy,

Obecné je pak podobné jako u jednostrannych intervalti nejjednodussi uvazovat ote-
vieny kriticky obor ve tvaru

C(a) = (-0, Gy (a/2)) U (Go(1 - a/2), o)

Priklad (A2). JEDNOSTRANNY TEST STREDNI HODNOTY NORMALNTHO ROZDELENT SE ZNA-
MYM ROZPTYLEM.
Mame nahodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni Fx = N(0x,02) € F4 = {N(6,02), 0 €
R}. Testujeme
Hy:0x <6y proti H: 0x > 6.

Testova statistika je stejnd jako v prikladé Al

. \/ﬁ (X n— 60)
n — 0_0 .
Jeji rozdéleni pro 0x = 6y je N(0,1). Pro hodnoty 0x = 6y + § mame U, ~ N(v,, 1),
kde v, = ‘/;LO‘S. Je-1i porusena hypotéza, pak se rozdéleni testové statistiky posouva do
kladnych hodnot, a to tim déle, ¢im vétsi je n a §. Piili§ velké kladné hodnoty testové
statistiky, tedy povedou k zamitnuti hypotézy.
Kriticky obor bude mit tvar C(a) = (cU(a), o0). Kritickou hodnotu ¢y (a) uré¢ime tak,

aby

sup Pr|U, € C(a)| = sup Py[U, € C(a)] = a.

Fe¥F 00

Jelikoz

PQ[Un € <CU(O¢),OO)] = PH[@ > CU((X)] =1 —q)(CU(OC) _ \/5(30—00))
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je rostouci funkce parametru 0, tak

sup Pr|U, € C(a)| = sup Pg|U, € (cy(a), )]
Fe%y 0:0<6p

=1- q)(CU(OC) - \/ﬁ(+._%)) =1- CD(CU((X)).

Tedy pro cy (@) = ui-, spliiuje tento test podminku supce, Po[Un € C(@)] = a a tudiz
ma hladinu a. Za povSimnuti stoji, Ze roli Fy z (4.5), zde hraje rozdéleni N(6p, ag‘).
Roli Gy, tj. distribu¢ni funkce testové statistiky U,, pro X; s rozdélenim Fy, pak hraje
distribucni funkce ® rozdéleni N(0, 1).

Dohromady dostavame pravidlo

zamitni Hy: x < 6y — U,= WX+O_HO) > Ul_q,
tj. zamitdme hypotézu, pokud Xn je o vice nez ‘“*—\%‘7" veétSi nez 6p. Za kvantil uy_g/2
dosazujeme 1,645 pro a = 0,05 a 1,282 pro a = 0,1. Kritickd hodnota pro jednostranny
test na hladin€ «a je stejnd jako kriticka hodnota pro oboustranny test na hladiné a/2.
To je dano tim, Ze nyni zamitdme hypotézu pouze v jednom chvostu rozdéleni U,,.
Vypocet silofunkce je jednodussi nez predtim. Vezméme néjaké 0 takové, ze -6y =
6 a dostaneme

,Bn(e) =Po[Un > u1-a] = PolUpn — v > U1-q — vu] = 1 = ®(U1-4 — Vp).

Pribéh silofunkce tohoto testu je zakreslen na obrazku 4.3. Pocet pozorovani, ktery
je potieba, aby test dosdhl sily alespon g proti alternativé 6y + 6, § > 0, je

2
[op
n>(Up_q+ uﬁ)2 5—3.

Priklad (B). OBOUSTRANNY TEST STREDNI HODNOTY NORMALNIHO ROZDELENT{ S NE-
ZNAMYM ROZPTYLEM.

Mame nahodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni Fx = N(0x,0%) € F8 = {N(0,5?), 0 €
R, 0% > 0}. Testujeme Hy : Ox = 6o proti H; : Ox # Op.

Nemtzeme pouZit testovou statistiku z prikladl (Al) a (A2), protoZe nezname sku-
tecny rozptyl oz. Pokud jej vSak nahradime vybérovym rozptylem S dostaneme sta-
tistiku i

_ \/ﬁ (X n— 90)
n — Sn

kterd m4a v tomto modelu za platnosti hypotézy Hy rozdéleni ¢,,_; (viz véta 2.10). Jestlize
hypotéza neplati, tj. Ox — 6y = § # 0, pak lze hodnotu této statistiky vyjadrit jako

)

VA

VO/(n-1)

T, =
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Obrazek 4.3.: Silofunkce testu stfedni hodnoty normélniho rozdé€leni se zndmym roz-
ptylem proti pravostranné alternativé pro 6y = 0, ag =1,n=30a
a = 0,05.

0.8 1.0

BA(6)

0.4

0.2

0.0

kde Z ~ N(v,, 1), v, = ‘%‘S, U ~ x*_, aU, Z jsou nezavislé. Rozdéleni této ndhodné
veliCiny se nazyva necentrdlnit-rozdéleni s n—1 stupni volnosti a parametrem necen-
trality v, . Jeho charakteristiky (hustota, distribu¢ni funkce, momenty) maji kompli-
kovany tvar, ale staci védét, Ze pro velké n jej 1ze aproximovat rozdélenim N(v,, 1).

I zde tedy plati, Ze je-li poruSena hypotéza, pak se rozdéleni testové statistiky po-
souva pryc od nuly, a to tim déle, ¢im vétsi je n a |6x — 6p|. Hodnoty testové statistiky,
které jsou daleko od nuly, tedy povedou k zamitnuti hypotézy.

Kriticky obor bude mit tvar ( - oo, cz(a)) U (cy(a), o). VSimnéme si, Ze roli Gy zde
hraje rozdéleni t,,_;, nebot za Hy plati T,, ~ t,,_1, at uZ ma o? jakékoliv (kladnou) hod-
notu. Vzhledem k symetrii rozdéleni t,,_; tak s vyuzitim (4.10) dostdvdme

c(@) = th1(@/2) = =th1(1 = a/2),  cy(@) = tp1(1 - a/2).
Ze cvicnych dlivodii jesté ovérime, Ze test md pii takové volbé kritickych hodnot opravdu

hladinu a. Pocitejme

sup Pr(T, € C(a)) = sup Py, 2 (T < —t,-1(1 —a/2) nebo T, > t,-1(1 - a/2)) = a.
Fe%y o2>0

Test tedy mé presné hladinu a a dostavdme pravidlo

\/ﬁ (Yn - 90)

zamitni Hy: 6x =6y < |T,|= S
n

> tp-1(1 — a/2).

* Angl. non-central t distribution with n — 1 degrees of freedom and noncentrality parameter vy
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To znamen4, Ze hypotéza bude zamitnuta, pokud se bude primér X, lisit od hypo-
tetické hodnoty 6y o vice nez % Tento test se nazyva jednovybérovy t-test .

Silofunkci ziskdme podobnym postupem jako v prikladé (1A). Vezméme néjaké 0
takové, Ze -6y = 6 # 0. Pokud 0 je skute¢ny parametr, pak rozdéleni 7;, je necentralni

t s n — 1 stupni volnosti a parametrem necentrality v, = ‘%‘s. Oznac¢me distribu¢ni
funkci tohoto rozdéleni G,,,, a pocitejme

Bn(8, 0%) = Py 2 [T € C(a)]
= P2 [Tn < ~tn-1(1 = a/2)] + Py 52 [Ty = tp-1(1 ~ @/2)]
= Gn,v” (_tn—l(l - a/2)) +1- Gn,v,, (tn—l(l - a/Z)).

Necentrdlni t-rozdéleni nemd symetrickou hustotu, takze vysledek jiz nejde ddle upra
vovat. Pokud je pocet pozorovani n dostatecné velky, miizeme aproximovat silu po-
moci vzorce (4.2) nebo (4.3).

Ze vzorce (4.3) Ize ziskat aproximaci pro pocet pozorovani n potifebny k tomu, aby
test dosdhl sily alespon 8. PoZadovany rozsah vybéru je

o}
n=> (Ltl_a/z + uﬁ)z ﬁ +1,

Jednicka se k vysledku ptiddva proto, aby trochu zkompenzovala nahrazeni ¢-rozdéleni
normélnim. K vypoctu sily a rozsahu vybéru je tfeba znat skute¢ny rozptyl o2 nebo jej
nahradit néjakym predbéznym odhadem (tyto vypocty obvykle provddime predtim,
nez ziskame data).

Priklad (C). OBOUSTRANNY TEST STREDNI HODNOTY LIBOVOLNEHO ROZDELENTI S KO-
NECNYM ROZPTYLEM.

Mame nahodny vybér Xi,..., X, z rozdéleni Fx € ¥¢ = £2. Oznacme EX; = 6y,
varX; = o2. Testujeme Hy : 0x = 6o proti H; : 0x # 6.

Podle véty 2.9 (limitni véta o 7,,) ma v tomto modelu ndhodn4 velicina

Vi (X, - 60)
T, = —-,
Sn
za platnosti hypotézy Hy asymptoticky rozdéleni N(0, 1). JestliZe hypotéza neplati, tj.

Ox — 0p = 6 + 0, pak se d& snadno ukazat', Ze testova statistika

Tn:«/ﬁ()?n—exwx—eo) _VnXn=0x) | 6
Sn Sn Sn

konverguje v pravdépodobnosti do +co nebo —co podle toho, jaké znaménko m4 6.
Hodnoty testové statistiky, které jsou daleko od nuly, tedy povedou k zamitnuti hy-
potézy.

* Angl. one-sample t-test 1 Doporucuji si rozmyslet jako cvicent.
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4. Principy testovani hypotéz

Kriticky obor bude mit tvar ( — o0, c;(a)) U {(cy(a), ). Viimnéme si, ze

sup lim Pp(|T,| > u1-a2) = P(1Z] 2 t1-qs2) = @,
Fe%y n—00

kde Z ~ N(0, 1). Tedy roli Gy v (4.10) hraje distribu¢ni funkce rozdéleni N(0, 1). Tudiz
kritické hodnoty cy(a) = —cr(a) = uj_q/2 zarucuji, ze hladina testu je asymptoticky
rovna a.

Misto kritické hodnoty u;_,/» miiZeme pouZit t,_1(1 — a/2), protoZe provadime
asymptoticky test a t,_1(1 — a/2) — u1_q/2 pro n — oo. Jelikoz |t,_1 ()| > |u,/, tak test
bude s vyuZzitim kvantilt z-rozdéleni konservativnéjsi, nez kdybychom pouZili kvan-
tily normovaného normélniho rozdéleni.

Celkem tedy dostdvame pravidlo

\/ﬁ ()_(n - 90)
S

n

zamitni Hy: Ox = 6y — |T,|= > th1(1 —a/2).

Jedna se tedy opét o jednovybérovy ¢-test. Ukdzali jsme, Ze jakoZto asymptoticky test
jej miizeme pouzit pro libovolnd data s kone¢nym rozptylem.

Cviceni.

1. V prikladu Al (str. 75) uvazujte test (Uy,, C(a)), kde C(a) = (U1/2-a/2, U1/2+a/2)-
Ukazte, Ze tento test ma hladinu piesné a. Déle ukaZte, Ze pro tento test plati,
Ze pro vSechna 0 rtiznd od 6

ﬁn(g) <a a ’%1_1')130,6,1(9) =0.

2. V piikladu Al (str. 75) uvazujte test (Uy,, C(a)), kde C(a) = (ui_q, ). Ukazte, Ze
tento test ma hladinu presné a. Je tento test nestranny? Pro jaka 0 je tento test
konzistentni?

3. Dokazte o testu z prikladu A2 (str. 80), Ze je nestranny a konsistentni.

4. Dokazte o testu z ptikladu B (str. 81), Ze je nestranny a konsistentni.
Ndvod. Pro diikaz nestrannosti miiZete vyuZit toho, Ze pro ndhodnou velicina Z
s necentrdlnim t-rozdélenim se stupni volnosti v a nenulovym parametrem ne-
centrality plati P(|Z,| > t,(1 — a/2)) > a.

5. Dokazte o testu z ptikladu C (viz pfedchozi strana), Ze je konsistentni.

6. Oddéleni PR jedné stfedni Skoly by rddo prokazalo, ze stfedni hodnota IQ je-
jich studentti je vy$si nez 105. Pficemz ocekdvaji, Ze skutecnd stfedni hodnota
IQ jejich studentt je 110 a smérodatnd chyba rozdéleni I1Q téchto studentti je
15. Spoctéte, kolika studentlim je tfeba zméfit IQ, aby za téchto predpokladi
test na hladiné 5% s pravdépodobnosti 95 % prokazal, Ze stfedni hodnota IQ
studentti dané skoly je vyssi nez 105.
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4. Principy testovani hypotéz

4.3. P-HODNOTA

Posuzovat vysledek testu podle toho, zda S,(X) padne do C, neni jediny ani nej-
béZnéjsi zptisob vyhodnocovani testu. Vysledek testu se v praxi nejcastéji posuzuje
pomoci tzv. p-hodnoty. Ta odpovidad nejmensi mozné hladiné, na které bychom jesté
zamitli nulovou hypotézu.

Uvazujme tedy hypotézu Hy : Ox € O proti alternativé H; : 8x € ©; a necht pro
dané a € (0,1) je (S,(X),C(a)) test s pfedepsanou hladinou a. Pro urcitost jesté do-
definujme C(1) = (-0, o).

Jak vime z pozndmky na strané€ 73, v pripadé Ze S, (X ) m4d za nulové hypotézy dis-
krétni rozdéleni, pak neni mozné dosdhnout zcela libovolné hladiny testu. Proto po-
kud dand hladina « je nedosazitelnd, tak budeme jako C(«) znacit kriticky obor testu,
ktery davé hladinu a’ < a, kde a’ je nejbliZe k ptivodné poZadovanému a.

Definice 4.8 (P-hodnota) Necht s, = S, () je realizovana hodnota testové statistiky.
Pak p-hodnotu” neboli dosazenou hladinu testu definujeme jako

p(z) =inf {a € (0,1) : s5 € C(a)}.

Je-li test (S,(X), C(a)) pfesny (resp. asymptoticky), tak p-hodnotu nazyvame pres-
nou (resp. asymptotickou).

Ma-li test pfedepsanou hladinu «, tak se miiZeme jednodusSe rozhodovat podle né-
sledujiciho pravidla
Hy zamitame, jestliZe p(x) < a, A1l
Hp nezamitdme, jestlize p(x) > a. (411
Tudiz zndme-li p-hodnotu p(x), pak mtZeme hypotézu zamitnout na vSech hladi-
nich a’ > p(x), ale nemiizeme ji zamitnout na hladinédch a’ < p(x). Proto se p-
hodnoté rika dosazZend hladina testu.
Zamitame-li pomoci p-hodnoty, nemusime uvadét kriticky obor a nemusime jej
prepocitavat, pokud se rozhodneme zménit hladinu testu. Upozornéme vsak, Zze mé-
nit hladinu testu poté, co je zndm vysledek, neni legitimni.

Poznamka.

¢ P-hodnotu mtzeme chépat jako miru souladu dat s hypotézou. Pokud p(x) <«
a, data zamitaji hypotézu s velkou ,rezervou“. Pokud je p(x) blizké a, tak se
zase nékdy rik4, Ze vysledek je ,na hrané statistické vyznamnosti®.

e P-hodnotu neni mozné vyklddat jako ,pravdépodobnost, Ze nulovd hypotéza
plati“. Platnost nulové hypotézy totiZ neni ndhodny, ale deterministicky jev.

e Pokud ma S, (X) diskrétni rozdéleni, pak pravidlo (4.11) dava test, ktery ma nej-
bliz§i moZnou dosazitelnou hladinu a’ takovou, Ze a’ < a.

* Angl. p-value
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4. Principy testovani hypotéz

4.3.1. V¥YPOCET P-HODNOTY PRO JEDNOSTRANNY KRITICKY OBOR

Jak je vidét z definice 4.8, tak p-hodnota je funkci realizovanych dat « a jeji vypocet
z4visi na pouzité testové statistice S, (X) a zpusobu, jak se méni kriticky obor C(a),
kdyzZ ménime a. Nejjednoduss$im pripadem je situace, kdy kriticky obor je jedno-
stranny, tj. zamitdme pro pfili§ velké (malé) hodnoty testové statistiky.

Predpokladejme nejdrive, Ze zamitame pro prili§ velké hodnoty testové statistiky,
tj. C(a) = (cy(a), ). Z kapitoly 4.2.3 vime, Ze cy(a) = G;'(1 - a), pfi€emZ obecné je
nejjednodussi uvazovat otevieny kriticky obor C(a) = (G, 1(1 - @), «). Pfipomeinime,
Ze Gy je v tomto pripadé distribu¢ni funkce takova, Ze

sup Pe[Sp(X) >¢c] =1-Go(c—) Ve eR.
Fe%Fy

V tomto piipadé z definice p-hodnoty tudiZ dostdvame
p(z)=inf{a € (0,1) : s, > Gy (1 - )} =1 - Go(sz — ). (4.12)

Naprosto analogicky lze postupovat v pripadé, Ze zamitdme pro pfili§ malé hod-
noty testové statistiky, tj. v pfipadé kritického oboru C(a) = ( - e, ¢ (a)). Necht Gy je
distribu¢ni funkce takova, ze

sup Pr[S,(X) <c] =Go(c) VYceR.
Fe%y

Potom dostavame, Ze ci(a) = G (a), priemz pro nespojitou Gy je nejjednodussi
uvazovat otevieny kriticky obor. C(a) = (- o, G, (a)). Tedy z definice p-hodnoty

p(z) =inf {a € (0,1) : sz < Gy (@)} = Go(sz). (4.13)

Poznamka.
e Vzorce (4.12) a (4.13) 1ze pouzit i pro asymptotickou p-hodnotu v ptipadé, Ze Gy
je distribu¢ni funkce asymptotického rozdéleni testové statistiky za hypotézy.
Tj. uvazujme napfiklad kriticky obor tvaru C(a) = {cy(a), ). Pak potfebujeme,
aby Gy byla takova distribu¢ni funkce, ktera spliuje

sup lim Pp[S,(X) >c] =1-Gp(c-), VceR.

Fefp "
Podobné pro kriticky obor C(a) = (- o, cL(a)) potifebujeme, aby Gy spliiovala

sup lim Pg[S,(X) < c] =Go(c), VceR.

FG% n—oo

* V§imnéme si, Ze pro kriticky obor C(a) = (cU(a), o) muliZeme vzorec (4.12) pro
p-hodnotu prepsat do tvaru

p(x) =1-Go(sz—) = sup Pr[S,(X) > sg]. (4.14)
Fe%y
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4. Principy testovani hypotéz

Podobné pro kriticky obor tvaru C(a) = ( — o, cL(a)>

p(x) = Go(sz) = sup Pr[S,(X) < sg]. (4.15)
Fe%y

Na p-hodnotu je tedy také moZzné pohliZet jako na (maximdalni moZnou) prav-
dépodobnost, Ze bychom za platnosti hypotézy napozorovali data, kteréd by byla
s hypotézou ve stejném nebo vétsim rozporu, nez data, ktera analyzujeme.

Priklad (A). TEST STREDNI HODNOTY NORMALNIHO ROZDELENI SE ZNAMYM ROZPTY-
LEM.
Mame nahodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni Fx = N(6x,0?Z) € F4 = {N(6,07), 0 €
R}. Testujme
Hy:0x > 6y proti H: 0x < 6.

Testova statistika je v tomto piipadé

_ Vn (X, - 6h)
n 0_0 )
priCemz zamitdme pro malé hodnoty testové statistky.
VSimnéme si (viz pfiklad 4.2.2), Ze rozdé€leni testové statistiky je N(v,, 1), kde stfedni

hodnota v,, = ‘NBX %) ;

hodnota testové statlstlky Uy. Jelikoz kriticky obor je tvaru C(a) = (- o, c.(a)), kde
cr(a) = @71 (a), tak z definice 4.8 dostdvame

je za nulové hypotézy nezaporna. Necht u, je napozorovana

p(x) =inf{a € (0,1) : uy < P (@)} = P(ug).

Priklad (B). TEST STREDNI HODNOTY NORMALNIHO ROZDELENI S NEZNAMYM ROZPTY-
LEM.
Mame ndhodny vybér Xi, ..., X,,, n = 26, z rozdéleni Fy € #2 a uvazujme 0x = E X;.
Testujeme
Hy:0x <6y proti H: 0x > 6.

K tomu pouZijeme statistiku
_ \/ﬁ (X n— 90)
n — S—n;

pricemz nulovou hypotézu zamitdme, pokud je hodnota testové statistiky prili§ velkd.

Predpokladejme, Ze jsme spocitali testovou statistiku a jeji vysledek ozna¢me jako ..
V piikladu B na strané 81 bylo ukdzano, Ze testova statistika 7, m4 necentralni -
rozdéleni s n—1 stupni volnosti a parametrem necentrality v,, = ‘ﬂgx
si, Ze za nulové hypotézy je tento parametr zdporny nebo nulovy.

Proti nulové hypotéze budou tedy svédcit velké hodnoty testové statistiky a kriticky
obor bude tvaru C(a) = (cy(a), ). Déle vzhledem k vySe uvedenému bude roli Gy pti

%) vViimnéme
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urcovani kritického oboru pomoci vzorce (4.6) hrat distribu¢ni funkce rozdélenti ¢,,_;,
tj. vnasem pftipade€ 5. Tedy cy(a) = t25(1 — @) a tudiz
p(x)=inf{a € (0,1): 1, > tr5(1 — )} = 1 — Go5(tz),

kde Gos je distribuc¢ni funkce rozdéleni 5.

4.3.2. VYPOCET P-HODNOTY PRO OBOUSTRANNY KRITICKY OBOR

Z kapitoly 4.2.3 vime, Ze v nésledujicim se budeme setkdvat pouze se situacemi, kdy
presné (Ci asymptotické) rozdéleni testové statistiky S, (X) nezavisi na volbé F z #.
Oznac¢me distribu¢niho funkci tohoto (pfesného ¢i asymptotického) rozdéleni S, (X)
jako Gy. Potom dle (4.10) plyne, Ze

cr(@) =Gyl (a/2), a cy(a) =Gyt (1-a/2),

pricemz pro jednoduchost zapisu budeme v nésledujicim uvazovat otevieny kriticky
obor
C(a) = (-0, Gy (@/2)) U (Go(1 - a/2), ).
Tudiz z definice p-hodnoty
p(z) =inf {a € (0,1) : s, < G;'(a/2) nebo s, > Gy (1 - a/2)}
=2 min {1 - Go(sz—), Go(sz) }- (4.16)
Vsimnéme si, Ze
p(x) =2 min {1 - Go(sz—), Go(sz)} = 2min {Pg, [Sn(X) < sz|, Pr, [Sn(X) > 52|}
kde poslendi vzorece muze byt snadnéjsi na zapamatovani i interpretaci o souladu
dat s nulovou hypotézou.
Vzorec (4.16) mtZzeme déle zjednodusit v pripadé, ze presné (resp. asymptotické)
rozdéleni Gy je symetrické kolem 0, tj.
1 = Go([sx] =) = Go([sx)-
Potom
p(x) =2 (1= Go(lsz| -)). (4.17)
Za povSimnuti také stoji, Ze v tomto pripadé se da p-hodnota vyjadfit tako jaké
p() =2 min {1 - Go(sa-), Go(s2)}
= 2min {Pg, [Sn(X) < sz|, Pr, [Sn(X) > 5]}
= 2Pg [Sn(X) 2 Iszl] = Pr [1S2 (X)) = [s]].
Tj. podobné jako u jednostrannych kritickych obort, tak i zde miZeme na p-hodnotu
pohliZet jako na pravdépodobnost, Ze bychom za platnosti hypotézy napozorovali

data, kterd by byla s hypotézou ve stejném nebo vétsim rozporu, nez data, kterd ana-
lyzujeme.
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4. Principy testovani hypotéz

Priklad (A). TEST STREDNI HODNOTY NORMALNIHO ROZDELENI SE ZNAMYM ROZPTY-
LEM.

Mame nahodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni Fx = N(6x,0%) € F4 = {N(6,07), 0 €
R} a zajima nds test hypotézy

Hp:0x =6y proti H: 6x # 6,
Testova statistika je v tomto piipadé

\/ﬁ (j_(n - 90)

n— T’
a zamitdme pro prili§ velké, resp. pfili§ malé hodnoty testové statistiky. Vypocet p-
hodnoty je v tomto piipadé jednoduchy, protoze hypotéza obsahuje pravé jedno roz-
deéleni N( 6y, ag), které bude hrat roli rozd€éleni Fy. Navic v tomto pfipadé mé za nulové
hypotézy testova statistika U, rozdéleni N(0, 1), které je symetrické kolem nuly. Tudiz
p-hodnota testu se spocte jako

p(x) = 2min {1 - B(ug), P(uz)} = 2 (1 - B(|uz))).

Priklad (B). TEST STREDNI HODNOTY NORMALNIHO ROZDELENI S NEZNAMYM ROZPTY-
LEM

Mdame ndhodny vybér Xi, ..., X,,, n = 26, z rozdéleni Fxy € 2 a uvazujme 0x = E X;.
Testujeme Hy : 0x = 6y proti H; : Ox # 6p. K tomu pouZijeme statistiku
_ \Vn ()_(n - )
n— - 4
Sn

pricemz nulovou hypotézu zamitdme, pokud je hodnota testové statistiky prili§ mala
nebo prilis velka.

Predpokldadejme, Ze jsme spocitali testovou statistiku a jeji vysledek ozna¢me jako .
V prikladu B na strané 81 bylo ukédzano, Ze testova statistika 7, mé4 necentralni -
rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a parametrem necentrality v, = vn(0x — 6p)/ox.
Vsimnéme si, Ze za nulové hypotézy je tento parametr nulovy. Tedy

p(x) =2min {1 - Gas(tz), Gos(tz) } = 2 (1 — Gas(|tz)),

kde jsme vyuZili toho, Ze t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti je symetrické kolem nuly.
Specidlné pro f,, = 1,37 pak dostavame

p(x) =2 (1 - Gos(|1,37])) = 0,183.

Priklad (C). Mame nahodny vybér Xi,..., X, n = 26, z rozdéleni Fx € F¢ = LE se
sttedni hodnotou EX; = 0x. Testujeme Hy : 0x = 6y proti H; : 0x # 6. Testova
statistika 7,, méa za platnosti hypotézy pribliZzné rozdéleni N(0, 1), které je symetrické

89



4. Principy testovani hypotéz

kolem 0. Spocitali jsme testovou statistiku a jeji vysledek je 7, = 1,37. Asymptoticka
p-hodnota pro tento test se spocitd pomoci (4.17) jako

p(z) =2 (1 - ®(|1,37))) = 0,171. (4.18)

Testujeme-li na hladiné a = 0,05, nemtiZeme zamitnout hypotézu, nebot p(x) >
0,05. Kdybychom si v§ak pred provedenim testu stanovili hladinu a’ = 0,2, hypotézu
bychom zamitnout mohli.

Vsimnéme si, Ze v modelu F2 (tj. mnozina normélnich rozdéleni s neznamych roz-
ptylem) by presnd p-hodnota s vyuzitim (4.17) byla

p(z) =2 (1 - Gos(]1,37))) = 0,183, (4.19)

kde G5 znaci distribu¢ni funkci z-rozdéleni #»5. JelikoZ tato p-hodnota je vyssi nez
asymptotickd p-hodnota (4.18), tak se i v modelu ¥¢ z diivodt opatrnosti (konzer-
vativnosti) pouZzivd p-hodnota (4.19) spoc¢tend pomoci rozdélenti #5. JelikoZ rozdéleni
t,—1 konverguje (v distribuci) k normélnimu rozdéleni N(0, 1), tak mtZeme i na p-
hodnotu (4.19) nahliZet jako na asymptotickou p-hodnotu pro model €.

Za povsimnuti stoji, Ze vzorec (4.19) dostaneme také pfimo z definice p-hodnoty,
kdyZ jako kritické hodnoty pouZijeme c.(a) = ,-1(a/2) a cy(a) = tp-1(1 — a/2).
V tomto pripadé totiz

p(x) =inf {a € (0,1) : 1,37 < t,-1(a/2) nebo 1,37 > t,.1(1 — a/2)}
=2 min {1 - G»5(1,37),Go(1,37)} = 2 [1 - Ga5(]1,37))].

4.3.3. ROZDELEN{ P-HODNOTY ZA NULOVE HYPOTEZY

Uvazujme nyni p-hodnotu p(X) jakoZto ndhodnou veli¢inu, ¢ili statistiku spocitanou
z ndhodného vybéru X. Lze ukdzat, Ze za urcitych predpokladt ma p(X) za platnosti
nulové hypotézy rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1).

Tvrzeni 4.1 Necht plati hypotéza (tj. Fx € %5). Necht navic pro (skute¢né rozdéleni)
Fx plati, Ze

sup Pr[S,(X) € C(a)] =P [Sn(X) € C(a)],Ya € (0,1). (4.20)
FeFy

Dadle necht ma testova statistika S,,(X) spojité rozdéleni. Pak p(X) ~ R(0, 1).

Diikaz. Oznacme U = Gy (S, (X)), kde Gy je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny S, (X),
pokud rozdéleni X; je Fx. VSimnéme si, Ze v tomto pfipadé ma ndhodna veli¢ina U
rovnomérné rozdéleni na (0, 1) (viz lemma A.5). Ddle necht s, zna¢i napozorovanou
hodnotu statistiky S, (X).

Tvrzeni ddle dokdZeme podle jednotlivych druhti kritickych obort.

(i) C(a) = (cu(a), =)
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V tomto pfipadé s vyuzitim (4.12) pro p-hodnotu plati p(x) = 1 — Gy(sz). A tedy pro
distribu¢ni funkci ndhodné veliciny p(X) plati

P [p(X) < u] =Pp[1 - Go(Sp(X)) <u] =P[1-U<u|=P[l-u<U|=u,

pro Yu € (0, 1). Tedy distribu¢ni funkce p(X) se shoduje s distribu¢ni funkci rovno-
meérného rozdéleni na (0, 1), coz bylo dokézat.

(i) C(a) = (- o0, cr(a))
V tomto pripadé s vyuZzitim (4.13) pro Yu € (0, 1)
Prc [p(X) < ul = P, [Go(Sn(X)) < u] =P[U < u] =u.

(i) C(a) = (= o0, cr(@)) U {cy(a), )

S vyuzitim (4.16) pro Yu € (0, 1)

Pr [p(X) < u] = Pp [2min {1 - Go(Sn(X)), Go(Sn(X))} < u]
=P[2min{1-U,U} < u]
=P[2min{1-U,U} <u, U< 3] +P[2min{l-U,U} <u, U > §]
=P[2U <u, U <] +P[21-U) < u, U>-]
=P[U <min{%,1}| +P[U > max {1 -4, 1}]
=4+1-(1-%) =u

O

Poznamka. Piedchozi tvrzeni neplati, pokud je rozd€leni testové statistiky diskrétni.
Tvrzeni by také neplatilo, pokud by sice platila hypotéza (tj. Fx € %), ale Fx by nebylo
,nejblizsi“ alternativé, (tj. v (4.20) bychom nemohli nahradit supp. Pr za Pr).

4.4. DUALITA INTERVALOVYCH ODHADU A TESTOVANI HYPOTEZ

Uvazujme ndhodny vybér X = (Xi,..., X,) z rozdéleni Fx € ¥, kde ¥ je model.
Necht 0 = t(F) € R je parametr a 0x = t(Fy) je jeho skute¢na hodnota. V kapitole 3.4
jsme resili problém intervalového odhadu parametru 6y, tj. hledali jsme ndhodné ve-
liciny (X)) a ny(X) takové, Ze

Pre [(nL(X),ny(X)) 5 0x] =1-a (nebo —— 1-a) proVFx €.

V této kapitole se zabWéme testovanim hypotéz, specidlné hypotézy
: Ox = 6y proti H : 6x # 6.

Oba problémy se fesi postupy, které se v urcitych rysech shoduji, ale 1isi se v detailech.

Nasledujici véta ukazuje, Ze mezi problémem testovdni hypotézy o parametru a
problémem hledéni intervalového odhadu pro ten samy parametr existuje jakdsi du-
alita. Intervalovy odhad mtiZeme pouZit k testovani hypotéz a test hypotézy miizeme
prevést na intervalovy odhad.

91



4. Principy testovani hypotéz

Tvrzeni 4.2 (Dualita intervalovych odhad a testovani)

(i) Necht je ddn oboustranny interval spolehlivosti pro parametr 0y s pravdépo-
dobnosti pokryti 1-a (pfesnou nebo asymptotickou), ktery mé tvar (n.(X), ny (X)).
Uvazujme test hypotézy Hy : 0x = 6y proti H; : Ox # 6y zaloZeny na rozhodova-
cim pravidle

Hy zamitame, jestlize 6y ¢ (n.(X), nu (X)) @.21)
Hy nezamitame, jestlize 6y € (n.(X), nu(X)). '

Pak tento test ma hladinu a (pfesné nebo asymptoticky).
(ii) Necht pro vSechna 6 € 0 je dén test (S, (X, 0), Cy(a)) hypotézy Hy : 6x = 6 proti
H; : 0x # 0 takovy, Ze pro vSechna F pro kterd 0 = ¢(F)

Pr[Sa(X,0) € Cg(a)] =a (nebo —— a).
n—oo
Sestavme mnoZinu B,(X) obsahujici vSechny parametry 6 € ©, pro néz se pfi
pozorovanych datech X nezamitd hypotéza Hy : 6x = 6. Pak pro vSechna Fx € ¥
Pr [Bn(X)260x]=1-a (nebo ——1-a).
n—oo
Je-1li B,(X) interval, pak se jednd o interval spolehlivosti pro parametr 6 s prav-
dépodobnosti pokryti 1 — a (pfesnou nebo asymptotickou).

Diikaz. Cast (i) Necht (n.(X), ny (X)) je pfesny interval spolehlivosti. Pro asympto-
ticky interval by byl dikaz analogicky.
Interval spolehlivosti pro skute¢nou hodnotu parametru 0x spliuje

Pr [(m(X),nu(X)) 3 0x] =1-a, proVFx e F.

Tedy za platnosti nulové hypotézy, tj. pro x = 6p, pro viechna F € 7 = {F € ¥ :
t(F) = 6o} plati

Pe|(ne(X), nu(X)) 3 6] =1 - a.
Tedy hladina testu daného predpisem (4.21) je

sup Pr[(n.(X), nu (X)) 3 60| = a,
FeFy

coZ bylo dokazat.
Cést (ii) Necht pro viechna 6 € O je (S,(X,0), Co(a)) pfesny test hypotézy Hy :
0x = 6 proti alternativé H; : 6x # 6 s hladinou a. Pro asymptoticky test by byl diikaz

obdobny.
Oznacme

By(X)={0€0:8,(X,0) ¢ Cy(a)}.

Potom pro vSechna Fy € ¥ a tomuto rozdéleni odpovidaji parametr 6x = t(Fx) plati
Pre [Bn(X) 3 0x] = P [Sn(X, 6x) ¢ Coy(a)] =1-a,

coz bylo dokézat. ]

92



4. Principy testovani hypotéz

Tvrzeni 4.2 iikd, Ze umime-li sestrojit interval spolehlivosti pro parametr, miZzeme
jej ihned vyuZit k testovani hypotéz o tomto parametru. Naopak mame-li test, ma-
Zeme s jeho pomoci sestrojit interval spolehlivosti. Tento krok je vSak pracnéjsi, pro-
toZe vyzaduje otestovani vS§ech moznych hodnot parametru. MnoZina hodnot para-
metru, pro které nezamitdme hypotézu, pak dava pozadované pokryti pro skutecny

parametr, ale nemusi nutné tvofit interval.

Priklad. Mdme nahodny vybér Xj,..., X,, z normdlniho rozdéleni Fx = N(6x, 0)2() €
FB = {N(Q, %), 0 eR, 0% > 0}.

Predpoklddejme, Ze mame spocteny interval spolehlivosti (3.4) pro stfedni hod-
notu normalniho rozdéleni s nezndmym rozptylem. Potom zamitdme nulovou hy-
potézu Hy : 6x = 6y proti alternativé H; : 0x # 6y, pokud

Sn ~ Sn
—, X, +t,1(1-%)—].
\/ﬁ n nl( Z)W

Tj. interval spolehlivosti obsahuje ty hodnoty parametru, pro které bychom nezamitli
nulovou hypotézu.

Na druhou stranu pokud pro test Hp : 0x = 6 proti alternativé H; : 0x # 0 pouZi-
jeme testovou statistiku

0o ¢ | X —tn-1(1- %)

Vi (X, - 0)
Sn

(viz pfiklad (B) na str. 81). Pak vySe uvedeny interval spolehlivosti mtizeme odvodit
jako

T.(0) =

)

{6 € R : nezamitdme Hy : 6x = 0 proti H, : 0x # 0}
={0 e R:|T,(0)| < t,-1(1 - a/2)}

Vi (Xq-0

={6eR:| 5 )|<tn_1(1—a/2)}.

Cviceni. Jak by v pfedchozim prikladé vypadal interval spolehlivosti, ktery bychom

odvodili z jednostranného test, tj. pfi testovani Hy : Ox < 6 proti alternativé H; : 0x >
6p.
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5. JEDNOVYBEROVE A PAROVE PROBLEMY
PRO KVANTITATIVNI DATA

V této kapitole uvazujeme ndhodny vybér Xi,..., X, kvantitativnich veli¢in s distri-
bucni funkci Fy patfici do modelu #. Zajimé nds parametr 6x = t(Fx). Chceme tes-
tovat hypotézy o tomto parametru, pfipadné pro néj sestrojit intervalovy odhad.

5.1. JEDNOVYBEROVY KOLMOGOROVUV-SMIRNOVUV TEST

Jednovybérovy Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test” testuje shodu distribu¢ni funkce dat
s urcitou pevné danou distribu¢ni funkci. Je to neparametricky test, protoZe nepied-
poklddé zadny parametricky model.

Model: ¥ = {vSechna spojita rozdéleni}
Testovany parametr: Celd distribuc¢ni funkce Fx

Hypotéza a alternativa:
Hy:Fx(x)=Fy(x) VxeR, H;:3dxeR:Fx(x)+ Fy(x),

kde F je néjakd pevné specifikovana spojitd distribu¢ni funkce (bez neznamych pa-
rametr).

Testova statistika je zaloZena na empirické distribué¢ni funkci F,, s niZ jsme se se-
znadmili v kapitole 3.5.1 (viz str. 57). Jeji vlastnosti shrnuje véta 3.3. Empiricka distri-
bucni funkce je nestrannym a konsistentnim odhadem skute¢né distribu¢ni funkce
v kazdém bodé. Navic podle véty 3.3, bod (v), spliiuje stejnomérnou konsistenci, tj.

~ P
sup |F,(x) — Fx(x)| — 0.
xeR n—oo

Testova statistika prebird tuto supremdélni normu a zachycuje s ni nejvétsi celkovy
rozdil mezi F,,(x) a Fy(x).
Testova statistika:

K, =sup

xeR

Fu(x) = Fo()|

Pokud hypotéza plati a F je skutecnéa distribu¢ni funkce dat, hodnota testové sta-
tistiky K,, bude blizko nuly. Hypotézu zamitneme, pokud se empirickd distribu¢ni
funkce prilis 1isi od Fy, tj. pokud je testova statistika prilis velka.

* Angl. one-sample Kolmogorov-Smirnov test

94

Zde konci
predn. 12
(8.11.)



5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Oznacme

K = sup (Fp(x) - Fo(x)) a K, =sup (Fo(x) - Fy(x)).

xeR x€R
Pak K, = max (K}, K;; ).

Lemma 5.1 Je-li Fy spojita, tak plati

. _ i . - _ G_i-l
K, = lngllg(n Fo(X(z))), K, = max (FO(X(l)) . )

1<n

Diikaz. Definujme si X(g) = —c0 @ X(,41) = +c0. Potom

i .
Fn(x) = E, pPro xe <X(i),X(i+1)), i=01,...,n.
Tedy s vyuzitim vySe uvedeného

Ky =sup (Fa(x) - Fo(x)) = max  sup  (Fu(x) - Fo(x))

xeR <i<n X(iy <x<X(is1)

=max (£ - inf Fy(x
0<i<n n X([)SX<X([+1) 0( ))

= max (; = Fo(X(y)) = max (;; = Fo(X»)),

0<i<n
kde v posledni rovnosti jsme vyuZili toho, Ze Fy(X(g)) =0 azZe 1 — Fo(X(,)) > 0.

Podobné se d& upravit vyraz pro K, :

K, =sup (Fo(x) - Fp(x)) = max  sup  (Fo(x) - Fp(x))

xeR 0<i<n X(1) <x<X(141)
— . _ L — . B L
= max (Fo(X(is1)) = 77) omax, (Fo(X(i+1)) — )
= N) — =L
= max (Fo(Xa) - ),

kde jsme v predposledni rovnosti vyuzili toho, Ze Fo(X(,+1)) = 1 a Ze Fo(X(1)) > 0.
V posledni rovnosti jsme pak pouze posunuli indexy.
i

Poznamka. Predchozi lemma ma nékolik dtlezitych disledka.

» Testova statistika K, se pocitd pomoci Lemmatu 5.1, nikoli podle jeji definice.
K jejimu vypo¢tu nenti tieba znat F,.

* Plati-li hypotéza, Fy(X(;)) md podle véty 2.13 beta rozdéleni, jehoZ parametry
nezavisi na Fy. D4 se ukdzat, Ze rozdéleni K,, za platnosti hypotézy také nezavisi
na F (tj. K, je pivotélni).

e Zlemmatu 5.1 1ze odvodit presné rozdéleni testové statistiky za platnosti hypo-
tézy. Jednd se ovSem o netrividlni vypocet, ktery je navic i numericky obtizny.
Proto se pfesné rozdéleni K, zpravidla pouZziva jen pfi malych rozsazich vybéru
n, pro které jsou kritické hodnoty tabelovany.
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5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za platnosti hypotézy je ur¢eno nasledu-
jicim tvrzenim, které roz$ifuje vysledek uvedeny ve vété 3.3, bod (v).

Tvrzeni 5.2 Necht Xi,..., X,, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribu¢ni
funkci Fx. Potom

~ d
Vrsup |F,(x) — Fx(x)| — Z,
xeR n—oo
kde ndhodna veli¢ina Z ma distribu¢ni funkci danou predpisem’

o0 222
G(J/) = {1 _22k21(_1)k+1e 2Ky v Y= 0,

5.1
0, y <0. G

Distribu¢ni funkce G(y) urcuje limitni rozdéleni normalizované testové statistiky
\VnK, za platnosti hypotézy, tj. pro Fx = Fy. Toto rozdéleni neni normaélni, jak jsme
byli doposud u limitnich rozdéleni zvykli. Za povSimnuti stoji, Ze toto rozdé€leni ne-
z4visi na volbé F (tj. je pivotalni). Dtikaz tvrzeni 5.2 ndleZi do pokrocilé teorie prav-
dépodobnosti, my jej neuvadime.

Nyni jiZ mizeme urcit kritickou hodnotu pro zamitdni Hy, aby mél test asympto-
tickou hladinu a. Ozna¢me a-kvantil rozdéleni s distribu¢ni funkci G symbolem k, =
G~!(a). Hypotézu budeme zamitat, pokud vnK, prekroci k;_,.

Kriticky obor:
Hy zamitneme < Vnk, > ki_q. (5.2)

Diky tvrzeni 5.2 vime, Ze tento test md asymptoticky hladinu a.

P-hodnota: p = 1 — G(vn k,), kde k, je napozorovand hodnota statistiky K,,. Jedna se
zde o asymptotickou p-hodnotu.

Poznamka.
e V§imnéme si, Ze za alternativy

K, —— sup |Fx(x) — Fo(x)| > 0
= xeR
a odtud se d4 odvodit konzistence testu. Vyhodou Kolmogorovova-Smirnovova
testu je tedy jeho universalita (reaguje na jakykoli rozdil v rozdéleni dat proti
hypotéze) a absence predpokladti o rozdéleni Fy.

e Tento test ma relativné malou silu proti konkrétnimu typu poruseni Hy (napft.
zména stfedni hodnoty). Pokud tuSime, jaké poruSeni Hy je pro danou aplikaci
nejocekdavanéjsi nebo nejvice relevantni, je lepsi pouzit test, ktery je zaméfen
na tento typ poruSeni Hy.

* Tento test lze zformulovat i jako jednostranny proti alternativé H, : Fx(x) 2
Fo(x), 3x € R : Fx(x) > Fo(x) nebo H{" : Fx(x) < Fy(x), 3x € R : Fx(x) < Fo(x).
Jako testovou statistiku pak pouzijeme bud K;' anebo K, a zamitdme pro jejich
velké hodnoty. Pro urceni (asymptotickych) kritickych hodnot vSak nelze vyuzit
tvrzeni 5.2 a muselo by se hledat asymptotické rozdéleni statistiky vn K;" (resp.
VnK;).

* Viz napt. kapitola 2.1.5 knihy Serfling (1980).
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5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

INTERVALY SPOLEHLIVOSTI PRO Fx

Obratme nyni pozornost k problému sestrojeni intervalu spolehlivosti pro distribu¢ni
funkci. Jestlize mdme dané pevné x € Sy = {y : Fx(y) € (0,1)} a chceme intervalovy
odhad pouze pro hodnotu Fx (x), mlizeme vyjit z véty 3.3, bod (iii), a pouZit postup
uvedeny v piiklad€ na str. 56 v kapitole 3.4.2. Dostaneme interval

s\ Fa(x)(1 - F(x)) - wo g Fa) (1 - Fute) |

ISn(x)= Fn(x)_ \/ﬁ » Fn \/ﬁ

Pro tento interval plati

P[ISn(x) > FX(x)] ——> 1-a, Vx € Sx
n—oo
a mluvime o ném jako o ,bodovém*“ intervalu spolehlivosti” pro Fx(x).
Co kdyZ ale neméame pifedem dané x, nybrz chceme interval, ktery by pokryl hod-

notu distribué¢ni funkce kdekoli, tfeba i vmnoha bodech zaroveri? K tomu nemutiZzeme
pouZit postup uvedeny vySe, ale znovu vyuZijeme tvrzeni 5.2. Mdme totiz

P[\/ﬁ|1?n(x) — Fy(x)| < k1_a, Vx € R] - P[\/ﬁsup |Fu(x) — Fy (x)| < kl_a] — s l-a
xeR n—00

Sestavime-li tedy pro kazdé x € R interval

Bu(x) = (ﬁn<x> R B s ’“)

vn' vn
potom
P[B.(x) 3 Fx(x), Vx € Sx| — 1 - a.
n—oo

Intervaliim vytvérejicim oblast, v nizZ se se zadanou pravdépodobnosti nachézi cely
pritbéh néjaké nezndmé funkce, se ¥ikd pds spolehlivosti'. ProtoZe hranice pasu spo-
lehlivosti pro distribu¢ni funkci zaloZené na Kolmogorovové-Smirnovoveé statistice
mohou leZet mimo pfirozeny rozsah (0, 1), pfedefinujeme dolni mez na max{0, Fo(x)-
ki_o/Vn} @ horni mez na min{1, F,(x) + k1_o/Vn}.}

PORUSEN{f PREDPOKLADU TESTU

Rozdéleni F, neni spojité V tomto pripad€ lze pouzit statistiku K,,, neplati v§ak pro
ni tvrzeni 5.2. Pokud bychom tento fakt ignorovali a pouZili pro vyhodnoceni testu
kvantil k;_,, tak vysledny test bude (asymptoticky) konzervativni a tim pddem bude
mit i mensi silu. Je tfeba také dat pozor, Ze v tomto piipadé nelze testovou statistiku
K, pocitat pomoci lemmatu 5.1.

* Angl. pointwise confidence interval T Angl. confidence bands * Existuje samoziejmé fada jinych
zpusobd, jak sestavit pas spolehlivosti pro distribu¢ni funkci.
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5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Rozdélenti F) je sice spojité, ale v datech jsou shody. Striktné vzato, pokud data po-
chézi ze spojitého rozdéleni, tak je nulova pravdépodobnost, Ze bychom méli né€jaka
pozorovéni se stejnymi hodnotami (neboli shody). V aplikacich vsak  typicky vzni-
kaji shody kviili zaokrouhlovéni. Tedy formélné pozorujeme vlastné Xj, ..., X, kde
X; je zaokrouhlend ndhodna veli¢ina X;. Cisté z teoretického hlediska tedy za nulové
hypotézy empirickd distribu¢ni funkce

n

Fy(x) = %Z X; < x}

i=1

odhaduje distribuéni funkci Fy(x) = P(X; < x) zaokrouhlené nahodné veliCiny. Nicméné
test se dd nadéle pouzivat jako ptiblizny test, pokud Fy neni pfili$§ odlisné od F;. Pres-
néji pokud se d& oCekavat, Ze

Vn sup |Fo(x) - Fo(x)|,

neni prilis velké, coZ je Casto v aplikacich splnéno.

Hypotéza neni jednoduchd. VSimnéme si, Ze Fy musi byt zndma pfesné (tj. nesmi
obsahovat nezndmé parametry ani jejich odhady). Predpoklddejme, Ze potfebujeme
testovat hypotézy

Hy : Fx € %o, H : Fx ¢ %o,

kde 7 = {F(x; 0), 0 € O} je néjakd parametricka rodina rozdéleni (napf. {N( w, 0%, e
R, o* > 0}). Potom je pfirozené uvazovat jako testovou statistiku

Ky = sup|Fy(x) = F(x;0,)],

xeR

kde 6, je odhad skute¢né hodnoty parametru 6. Je viak nutné si uvédomit, ze pro
statistiku K, jiz neplati tvrzeni 5.2. Navic se ukazuje, Ze i za nulové hypotézy je asympto-
tické rozdéleni K,, velmi komplikované a zavisi na nezndamém parametru 6y. Pokud
bychom ignorovali tento fakt a pouZili pro vyhodnoceni testu kvantil k;_,, tak vy-
sledny test bude silné konzervativni a tim pddem bude mit malou silu.

VSechna vyse zminéna poruseni predpokladi se daji fesit pomoci tzv. parametric-
kého bootstrapu (viz prednaska NMST434 Moderni statistické metody").
Cviceni. UvaZujte, test s kritickym oborem

Hy zamitneme < VnK, < ky2 nebo VnK, > ki_q/2.

1. DodrZujte tento test hladinu a (pfesné nebo asymptoticky)?

2. Jak by se spocetla p-hodnota tohoto testu?

3. Je tento test konsistentni?

4. V ¢em by tento test mohl byt lepSi/horsi nez test s kritickym oborem (5.2)?

* Angl. ties T Od roku 2022/23 bude bootstrap souéasti prednasky NMST545 Matematickd statistika 4.
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5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

5.2. JEDNOVYBEROVY 7-TEST

Jednovybérovy t-test” porovnava stfedni hodnotu dat s néjakou zvolenou konstan-
tou. Timto testem jsme se podrobné zabyvali v Pfiklad€ B na str. 81 a také v Prikladé C
na str. 83. Rozdil byl pouze v tom, jaky model jsme pfedpokladali.
Model: F8 = {N(u, o), ueR, o®> 0} nebo 7¢ = £2
Testovany parametr: Stfedni hodnota uy = E X;
Hypotéza a alternativa:
Hy @ px = po, Hi:ux # o,
kde po je ptedem dand konstanta.

Testova statistika:

Vn ()_(n - /JO)

T =
n S,

)

kde X, je aritmeticky primeér a S2 je vybérovy rozptyl.

Rozdéleni testové statistiky za Hpy:

Vmodelu 8 : T, ~ t,_1 (viz véta 2.10), v modelu ¢ : T, = N(0, 1) (viz véta 2.9).

w2

Tedy test bude pFesny, pokud plati ,mensi“ model #5. Pro ,vétsi“ model FC je tento
test asymptoticky. Podobné to plati déle pro p-hodnotu a intervalovy odhad. V mo-
delu 72 budou p-hodnota a intervalovy odhad piesné, v modelu ¢ pouze asympto-
tické.
Kriticky obor:

Hp zamitneme < |T,| > t,-1(1 — a/2),

kde #,-1(1 — @/2) je (1 — a/2)-ty kvantil £-rozd€leni s n — 1 stupni volnosti.

P-hodnota: p =2 (1 — F,(]t])), kde ¢ je pozorovand hodnota testové statistiky T;, a F, je
distribu¢ni funkce rozdéleni ¢,,_;.

Interval spolehlivosti pro ux: Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu normélniho roz-
déleni je dan krajnimi body

Sn ~ Sl’l

—, Xp+tp1(1-%)—|.

\/ﬁ n n—-1 ( 2 ) \/ﬁ

Viz vzorec na str. 55 a nésledujici pfiklad. Tento interval je v modelu #2 pfesny v mo-
delu F¢ asymptoticky.

Xn—taa(1-%)

Poznamka. T-test nutné nepotiebuje pfedpoklad normélniho rozdéleni, funguje jako
asymptoticky test pro libovolné rozdéleni s kone¢nym rozptylem. Pouze je potieba
mit k dispozici dostatek pozorovani.

* Angl. one-sample t -test
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5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Poznamka. T-test Ize pfevést na jednostranny test:
zamitneme H| : ux < po proti H{ : pux > o © T, > t,-1(1 — a).

Podobné zamitneme Hj' : ux > po proti H{” : ux < po, pokud testova statistika T;, je
nizs8i nez kriticka hodnota —¢,,_; (1 — a).

Vsimnéte si, Ze nelze tvrdit, Ze za nulové hypotézy Hj v modelu 7 B plati T, ~ t,_1,
resp. T, =~ N(0, 1) vmodelu €. Rozmyslete si, pro¢ to viak nebrani vyse popsanému
provedenti testu.

5.3. JEDNOVYBEROVY ZNAMENKOVY TEST

Jednovybérovy znaménkovy test” porovnava medidn dat s pevné danou hodnotou.
Je to neparametricky test, funguje pro jakékoli spojité rozdéleni.
Model: ¥ = {vSechna spojita rozdéleni}
Testovany parametr: Median my = Fgl(O.S)
Hypotéza a alternativa:
Hy: mx = mg, H;:mx # my,
kde my je pfedem dané konstanta.

Testova statistika: .

By = > 1{X; > mo}

i=1

(pocet pozorovani vétsich nez my).

Véta 5.3 Necht Xj,..., X, je ndhodny vybér z libovolného spojitého rozdéleni s me-
didnem my. Pak

@

n

Z 1X; > mx} ~Bi(n, 1),
i=1
(ii)
Li[ﬂ{x- > my} - e, N(0, 1)
! —00 ’ 4 ’
= 2] n
Poznamka. Véta 5.3 plyne z véty 2.3, ¢asti (iii) a (iv).

Presné rozdéleni testové statistiky za Hp:

B, ~Bi(n, 1), (viz véta 5.3(0)

* Angl. one-sample sign test
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5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Kriticky obor (pfesny test): Hypotézu budeme zamitat pro prili§ malé nebo prilis velké
hodnoty B,.
Hy zamitneme < B, < c;(a) nebo B, > cy(a),

kde

k1
cr(a) = max{kl eNp: P(Bi(n, %) < kl) < %} = max{Iq eNp: zin Z (n) < g},
=0

1 n
cy(a) = min {kz eNp: P(Bi(n, %) > kz) < g} = min{kg eNp: on Z (7) < g}
j=k2

Ze symetrie binomického rozdéleni pro p = % plyne, Ze c;(a) + cy(a) = n. Tento test
ma hladinu nejvyse a (pfesné hladiny a nemusi byt mozné dosdhnout).

P-hodnota (presna):
p = 2min {P(Bi(n, 1< yn), P(Bi(n, Ly y)} = 2min {1 - Go(ys = 1), Go(y)}»
kde Gy je distribu¢ni funkce Bi(n, %) a y, je napozorovana hodnota B,,.

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za Hp:

By - % 2 ny\ as
7, = - —(B - —) S N(0,1),  (viz véta 5.3(i)).
SRR
Kriticky obor (asymptoticky test): Hypotézu budeme zamitat pro pfrili§ malé nebo prilis
velké hodnoty B,,.

Hp zamitneme < |Z,| > u1_q/2.

P-hodnota (asymptotickd): p = 2 (1 — ®(|z,|)), kde z, je napozorovand hodnota testové
statistiky Z,.
Interval spolehlivosti pro my: Viz intervaly spolehlivosti pro kvantily (kapitola 3.5.4).

Pozndmka.
* K vypoctu testové statistiky vlastné nepotrebujeme znat konkrétni hodnoty X;.
Stac¢i ndm jen védét, kolik z nich prekrocilo hodnotu my.
* Tento test Ize pfevést na jednostranny test Hy : myx > mo (nebo < my).
e Test 1ze snadno modifikovat na test o libovolném kvantily, tj. na test hypotéz

Hp :ux(B) =uo, Hi:ux(B) # uo,

kde B € (0,1). Testova statistika B, = }.I, H{Xl— > ug} potom bude mit za nulové
hypotézy rozdéleni Bi(n, 1 — ). Testovani o kvantilu tedy prevedeme na testo-
vani hodnoty parametru binomického rozdéleni, ¢imz se budeme podrobné za-
byvat v kapitole 7.1.

Cviceni. UkaZte, Ze znaménkovy test je konsistentni.
Ndvod: Je jednodussi pracovat s asymptotickou verzi znaménkového testu.
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PORUSENTf PREDPOKLADU

I kdyz se zpravidla vyZaduje spojitost rozdéleni Fx, tak pro dodrZeni (pfesné ¢i asympto-
tické) hladiny staci, Ze za nulové hypotézy P[X; = mq| = 0. V aplikacich se vSak muize
stat, Ze i kdyZ se da predpokladat, Ze sledovand veli¢ina je spojitd, tak vlivem zao-
krouhlovani jsou nékterd pozorovani pifesné rovna my. Takova pozorovani vylouc¢ime,
protoZe nelze urcit, zda pred zaokrouhlenim byla vétsi nebo mensi nez my. Test pak

provadime na zmenSeném vybéru.

5.4. JEDNOVYBEROVY WILCOXONUV TEST
Jednovybérovy Wilcoxontiv test” piedpoklada symetrické rozdéleni a porovnava sti‘ed
symetrie s pevné danou konstantou.

Model: ¥ = {spojitd rozdéleni s hustotou f splilujici 3§ € R : f(§ — x) = f(8 + x)
Vx € R}

Testovany parametr: Stfed symetrie 6x

Poznamka. Model vyZaduje, aby hustota X; byla symetricka kolem néjakého bodu 6.
Pak musi platit my = dx a pokud X; € £}, paki EX; = ux = 6x.

Hypotéza a alternativa:
Hy: 6x = 6y, Hj: 0x # 0Oy,

kde &y je pfedem dané konstanta.

Poznamka. Za platnosti modelu ¥ je hypotéza Hy ekvivalentni hypotéze H; : mx =
8o (test na median). Pokud navic X; € £!, pak je hypotéza H téZ ekvivalentni hypo-
téze Hy" : ux = Op (test na stftedni hodnotu).

Testova statistika: Necht Z; df X; — &9. Definujme

Wo= > R,

iel
kde I = {i € {1,...,n} : Z; > 0} je mnoZina vSech indext takovych, Ze Z; ma kladné
znaménko a Ry, Ry, ..., R, jsou pofadi absolutnich hodnot |Z;| mezi vS§emi absolut-

nimi hodnotami |7, ..., |Z,|.

Poznamka. Testova statistika W, jednovybérového Wilcoxonova testu mtize nabyvat
hodnot z mnoziny {0, 1,..., @} Spocita se nésledujicim zptisobem:
1. Spocitdme odchylky Z; = X; — §p a ur¢ime mnozinu indext 7.

2. Spocteme |Z|,...,|Z,|.

* Angl. one-sample Wilcoxon test, Wilcoxon signed rank test
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3. Seradime vSechny |Z;| od nejmensi do nejvétsi a ziskdme usporddany vybér
0< |Z|(1) < |Z|(2) <. < IZI(n) .

4. Ur¢ime poradi R; nahodné veliciny |Z;| mezi vSemi |Z| ), ..., |Z],). Plati |Z;| =
|21 r)-
5. SecCteme poradi R; proi € 7.
Velikost mnoZiny 7 je rovna poctu pozorovani, pro néz plati X; > §y (srv. s testovou
statistikou znaménkového testu).

Tvrzeni5.4 NechtXj,..., X, je ndhodny vybér z libovolného spojitého rozdéleni spl-
nujiciho model F a necht plati hypotéza Hy : 6y = §. Pak
@)
n(n+1)

EHOWn = T, varHO(Wn) =

nn+1)2n+1)
24 '

(ii)
Wn - EH0 Wn d

\varg, (W) "=

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti uvazujme & = 0. Zavedme ndhodné veliiny A; =
sign(Z;). VSimnéme si, zZe

N(0, 1).

n
W= > Ri1{A; =1}
i=1
Nédhodné veli¢iny Ay, ..., A, jsou za Hy nezavislé stejné rozdélené takové, Ze
P(Ai=1)=P(a;=-1) = 1.
Odtud snadno spocteme
EA; =0, EA? =1.
Dtikaz si rozdélime do tfi krokt.

1. Ukdzeme, Ze (Ry,...,R,)" a (Ay,...,A,)7 jsou nezdvislé.

Nejdfive si vsimnéme, Ze ndhodny vektor (R, ..., R,)" je funkci ndhodny vektoru
(1211, ...,1Za]) 7. Tudiz staci dokazat, Ze ndhodné vektory (|Z1],...,|Z,) T a (Ay,...,An)T
jsou nezavislé.

Za timto Gcelem si dale vS§imnéme, Ze ndhodné vektory (lfil), e (lle) jsou neza-
vislé. Tedy zbyvé pouze dokdzat nezdavislost | Z;| a A;.

Pro Vz > 0 plati

PlIZil <z,8i=1] =P[0< Z < 2] =3P[-2< Z < 7]

kde jsme v druhé rovnosti vyuZili toho, Ze rozd€leni Z; je (za nulové hypotézy) syme-
trické kolem nuly. Tedy |Z;| a A; jsou vskutku nezavislé.
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2. Wyjddrime si W, pomoci R; a A, .
Mame

S . < n(n+1)
DoRHA =1} Y RiA =1} = Y Ri= ———,
i=1 i=1 i=1

n n n
D Ri{a =1} - Y Ri{a =-1} = ) RiA;
i=1 i=1 i=1

»Zprimeérovanim“ vy$e uvedenym rovnic a vyuzitim toho, ze W, = Y, R; 1{A; = 1}
tedy dostaneme

nn+l) 1 <
Wo=——"F—+5 ZRi A;. (5.3)

3. Vypocet Ey,W,, a varg,(Wy).
Ze vzorce (5.3) nyni s vyuzitim nezdvislosti R; a A; a toho, Ze EA; = 0 plyne

1 1
EHOWn—M ZEREAI_M

4 4
Dile
var gy (W) =  var ( >R Ai) =7 D var (Ri &) + i cov (Ri Ai, R Aj).
i=1 i=1 i=1 j=1,j#i

Spocitejme si tedy

1)(2 1 1)(2 1
Var(RiAi)=E(R,~A,~)2=ERI-2EA% ZZ n(l’l+ )( n+ ) (n+ )((Sn'i' ),
kde jsme vyuzili E R;A; = 0, EA? = 1 a véty 2.16(i), dle které P[R; = k] = % pro vSechna
i,ke{l,...,n}

Déle pro i # j pocitejme

cov (Rl' Ai,Rj Aj) =E (Rl' Ai Rj Aj) =E (Rl' Rj) EAi EAj = 0,

kde jsme vyuzili nezavislosti R; a A;.
Tedy celkem dostavame

vary, (Wy) = 1 Z (n+1)2n+1) _ n(n+ 12)512n+ 1) |

Poznamka.
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5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

e Diikaz asymptotické normality vynechdvame. Dtikaz je obtiZny v tom, Ze potadi
Ry,..., R, nejsou nezdvislé nahodné veliciny.

* Hypotézu budeme zamitat pro pfrili§ malé nebo pfili§ velké hodnoty W,.

e Neni-li n pfili§ velké, 1ze za nulové hypotézy nalézt i presné rozdéleni testové
statistiky W,,. To se d4 nahlédnout nasledovné. Z diikazu tvrzeni 5.4 vime, Ze
testova statistika se d4 napsat jako funkce sdruZzeného rozdéleni vektoru po-
fadi R = (Ry,...,R,)" avektoru znamének (Ay,...,A,)", pfi¢emz tyto ndhodné
vektory jsou za Hy nezavislé. Dale rozdéleni R za nulové hypotézy ndm dava
véta 2.15. Ndhodné veli¢iny Ay, ..., A, jsou za Hy nezdavislé stejné rozdélené ta-
kové, ze P(A; = 1) = P(A; = 1) = . TudiZ mame viechny potfebné informace k
tomu, abychom odvodili pfesné rozdéleni W, za nulové hypotézy.

Zatimco pro malé hodnoty rozsahti vybéru 7 jsou kritické hodnoty tabelovany, pro
stfedni a velké hodnoty n se vyuZziva asymptotickd normalita testové statistiky W, za
nulové hypotézy (Tvrzeni 5.4(ii)).

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za Hy:

B W, — EHOWn ) W, — n(72+1)
! \/varHO(Wn) \/n(n+1)(2n+1)
24

2N(0, 1)

Kriticky obor (asymptoticky test):
Hp zamitneme & |Uy| > ui_q)2.

P-hodnota (asymptotickd): p = 2 (1 — ®(|uy)), kde u, je napozorovana hodnota testové
statistiky Uj,.

Pozndamka. Jednovybérovy Wilcoxontv test bere v tivahu i velikost odchylek od &y,
nikoli jen jejich znaménko (jako znaménkovy test). Jeho sila pro testovdni medidnu
je obecné vétsi nez sila znaménkového testu. Hladinu vSak dodrZzuje pouze tehdy,
je-1i rozdéleni jednotlivych pozorovani symetrické, zatimco znaménkovy test takovy
predpoklad nevyZzaduje.

PORUSEN{ PREDPOKLADU

Shody kviili zaokrouhlovani. Kviili zaokrouhlovéni byvaji v aplikacich v datech ¢asto
shody. V tomto pripadé jako u znaménkového testu nejdfive odstranime pozorovani,
ktera se rovnaji presné dy. Testova statistika W, se pak spocte ze zbyvajicich dat a v
pripadé shod pracuje s tzv. priitmérnym poradim, viz. (2.6). Pak se d4 ukézat, Ze za
nulové hypotézy -
n(n+l
W s 2, N, 1),

n(n+l)(2n+1) n—oo
\/T —kor.
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kde n je jiz (pfipadné zmensSeny) rozsah vybéru a kor. je korekce rozptylu dané pred-

pisem’
1 3
kor. = 18 ZZ: (7 - ),
kde t, znaci pocet, kolikrat se mezi hodnotami |Z;] ..., |Z,| vyskytla hodnota z. Suma
>, pak znaci s¢itdni pres vSechny rozdilné hodnoty mnozZiny {|21 l,..., |Z,,|}.

Za povSimnuti stoji, Ze bez Gipravy jmenovatele pomoci kor. by byl test konzerva-

tivni.
Nesymetrie. V pripadé, Ze hustota f neni symetrickd, pak testovany parametr neni
medidn pozorovéni X;, ale tzv. pseudo-medidn, coz je medidn ndhodné veli¢iny X322,
Problém pseudo-medidnu je jeho obtiznd interpretace. Obecné lze pouze fict, Ze jeho
hodnota je nékde mezi medidnem my a stfedni hodnotou E X; (pokud tato stfedni
hodnota existuje).

Dal$im nepifjemnym disledkem asymetrie pak je, Ze i pokud se divime na jed-
novybérovy Wilcoxontiv test jako na test o pseudo-medidnu, tak jeho skute¢né hla-
dina (at jiz pfesna nebo asymptotickd) je odlisna od pfedepsaného a. Nicméné se
ukazuje, Ze tato odchylka je vcelku mald i pro natolik asymetrickd rozdéleni jako je
napftiklad exponencidlni. Pokud tedy data nevykazuji naprosto oc¢ividnou asymetrii,
je tedy hlavnim problémem interpretace pseudo-medidnu.

5.5. JEDNOVYBEROVY y°-TEST NA ROZPTYL

Jednovybérovy y?-test na rozptyl' je pfesny test vyzadujici normélni rozdéleni pozo-
rovanych dat.
Model: ¥ = {N(p, 0?), u € R, 0 > 0}
Testovany parametr: Rozptyl 02 = var X;.
Hypotéza a alternativa:
H()ZU)Z(:Ug, lea}z(iag,
kde oZ je pfedem dand konstanta.

Testova statistika:
(n-1)S;
2 ’
9
kde S2 je vybérovy rozptyl (viz definice 2.4).
Presné rozdéleni testové statistiky za Hp:

-1)8?
w ~p, (vizveta 2.8(i)).
g,
0

* Viz napt. Hollander et al. (2013), str. 42. T Angl. one-sample chi-square variance test
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Kriticky obor: Hypotézu zamitneme, pokud se vybérovy rozptyl prili$ lisi od hypote-
tického rozptyluy, tj. pokud je testova statistika bud moc velkd nebo moc mala.

-1)82 -1)s2
Hp zamitneme & (na% < x2_,(a/2) nebo (n 02) 2> A (1-a/2),
0 0

kde y2 | (a/2) a % | (1-a/2) jsou po fadé («/2)-ty a (1 - a/2)-ty kvantil y* rozdéleni
s n — 1 stupni volnosti.

P-hodnota: p = 2min{1 — G,-1(s), G,-1(s)}, kde s je pozorovand hodnota testové sta-
tistiky a G, je distribu¢ni funkce rozdéleni 32 .

. . 2
Interval spolehlivosti pro o}

(n-1)82  (n-1)S>
2 (1-a/2) x (a/2)

(viz (3.3)).

Cvi¢eni. Ukazte, ze jednovybérovy y?-test na rozptyl je konsistentni.
Ndvod: Uvazujte pro jednoduchost jednostrannou hypotézu (a alternativu) a uvédomte
2
si, Ze X"+(ﬁ) —— 1 pro vSechna B € (0,1).
n—oo
Pozndmka.
¢ Pfi poruseni predpokladu normality tento test nedodrzuje hladinu ani asympto-
ticky. V tomto pripadé lze zkonstruovat test na zdkladé asymptotického rozdé-
leni S2, viz véta 2.6(iii).
e Tento test lze prevést na jednostranny test:
. n-1)s2
zamitdme Hj : 02 < of proti H] : 0% > 0f & % > x2 1 (1-a).
0
Podobné hypotéza H;' : o5 > of proti alternativé H," : 03 < g, se zamita pouze
pro pfili§ malé hodnoty testové statistiky, pficemz kritickd hodnota je y2_, (a).

5.6. PAROVE TESTY

Uvazujme ndhodny vybér

() (3]

dvouslozkovych ndhodnych vektorti s dvourozmeérnou distribu¢ni funkci. Chceme
porovnat néjakou charakteristiku marginalniho rozdéleni Fx ndhodné veli¢iny X; se
stejnou charakteristikou marginédlniho rozdéleni Fy ndhodné veliciny Y;. Pozorovani
X; a 'Y; ovSem nejsou nezavisla.

Hlavni myslenka pédrovych testti je jednoduché: Vezmeme rozdily Z; = X; - V; (jez
tvofi ndhodny vybér z néjakého jednorozmérného rozdéleni) a na tyto rozdily pro-
vedeme vhodny jednovybérovy test. Musime se vSak zamyslet na tim, jestli hypotéza
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testovand jednovybérovym testem provedenym na Z; mé néjakou rozumnou inter-
pretaci pro porovndani rozdéleni X; a ¥;. Nékdy tomu tak je, ale v fadé pripadli takova
interpretace neexistuje (napf. parovy Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test rozumnou inter-
pretaci nema).

Necht napfiklad jednovybérovy test provedeny na rozdily Z; testuje stfedni hod-
notu, tfeba Hy : EZ; = 0. Tato hypotéza je splnéna pravé tehdy, kdyZEX; = EY; a
vysledny test tedy testuje rovnost stfednich hodnot X; a V;.

U jinych charakteristik toto neplati: testujeme-li nulovost medidnu Z;, neznamena
to bez dalsich predpokladii, Ze se za platnosti této hypotézy rovnaji medidny X; a Y;.
Testovéani rozptylu Z; jednovybérovym testem pak nerikd viibec nic o tom, jak a v¢éem
se lisi rozdéleni X; od rozdéleni Y;.

Péarové testy lze pouZit pouze na intervalové a pomérové veli€iny, jinak by rozdily
hodnot nemély smysluplnou interpretaci. Typicky je pouzivime na usporddané dvo-
Jice méfeni téZe veli¢iny na dvou prirozené sparovanych jednotkach (napft. levé oko
— pravé oko, manzel — manZelka) nebo dvé opakovand méfeni téZe veli¢iny na téze
jednotce (napft. pred zdsahem — po zdsahu, loni - letos).

HyPOTEZA NULOVEHO EFEKTU
V aplikacich vyjadfuje ndhodny vektor (X;, ;)T méreni pfed a po né&jakém oSetreni’.
Nulové hypotéza pak tikd, Ze oSetfeni nemélo Zadny vliv. Tj. testujeme

Hy: Fx(x) =Fy(x),Yx € R Hj:3dx € R Fx(x) # Fy(x), (5.4)
kde Fx a Fy jsou (margindlni) distribu¢ni funkce ndhodnych veli¢in X; a ¥;.

Je tfeba si uvédomit, Ze kazdy z niZze uvedenych testli se zaméruje pouze na urcity
zpusob poruSeni nulové hypotézy vyjaddiené v (5.4).

5.7. PAROVY {-TEST

Pérovy t-test” se provadi jako jednovybérovy ¢-test na rozdily Z;.

Model: 7, = {Z; = X; - ¥; ~ N(i, 0%), p € R, 0% > 0} nebo Fos = {Z; = X; - ¥; € L2}
Testované parametry: Stfedni hodnoty ux =EX; a uy = EY;.

Hypotéza a alternativa:

Hy : px — py = 60, Hi:pux — py # 0o,
kde &y je pfedem dand konstanta (obvykle &y = 0).
\/ﬁ (Zn - 50)

n= )

Sz

kde Z, je aritmeticky primér rozdilii Z; (coZ je rovno X, — Y ,,) a Sz je vybérova smé-
rodatnd odchylka rozdili Z;.

Testova statistika:

* Angl. treatment T Angl. paired t-test
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Poznamka. VSsimnéme si, Ze

1 <& —
2 _ 72
S2 = — ;:1 (Zi-Zy)" =

1 < - =2
— (Xi—Yi =X, +Y,) =85 - 2Sxy + Sz,
i=1

1

n

kde S2 a SZ jsou piislusné vybérové rozptyly a Sx,y je vybérové kovariance. Tj. testo-
vou statistiku mtizeme prepsat jako

)_(n_?n_50

Tl’l = )
\/s§/n +S2/n-2Sxy/n

coZ pripomina testovou statistiku dvouvybérového ¢-testu v ptfipadé shodnych roz-
sahtl vybér (viz kapitola 6.2). V naSem piipadé je vsak ve jmenovateli (pod odmocni-
nou) navic -2 Sy,y/n. Jelikoz je zpravidla Sx y > 0 (nebot X; a ¥; jsou typicky pozitivné
korelované), tak mylné pouziti dvouvybérového ¢-testu na parovy problém by vedlo
ke konzervativnimu testu s mensi silou.

Rozdéleni testové statistiky za Hy:
Vmodelu %, : T, ~ tp_1, vmodelu % : T, < N(0, 1).

Podobné jako u jednovybérového ¢-testu (kapitola 5.3) bude tento test pfesny v ,,men-
$im*“ modelu ¥,. Pro ,vétsi“ model ¥, je pak tento test asymptoticky. Podobné to
plati dale pro p-hodnotu a intervalovy odhad. V modelu %, budou p-hodnota a in-

tervalovy odhad presné, v modelu ¥, pouze asymptotické.

Kriticky obor:

Hp zamitneme < |T,| > t,-1(1 — a/2),
kde #,-1(1 — a/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
P-hodnota: p = 2 (1 - G,-1(|¢])), kde ¢ je pozorovana hodnota testové statistiky a G,_;
je distribu¢ni funkce rozdéleni ¢,_;.
Interval spolehlivosti pro ux — py: Vypracujte samostatné.

Poznamka. Pro &, = 0 bychom se mohli na tento test divat jako na test hypotézy nu-
lového efektu (5.4). Z tohoto pohledu bude test citlivy na rozdil ve stfednich hod-
notéch (tj. bude konzistentni, pokud budou stfedni hodnoty rozdilné). Naopak test
nebude konzistentni, pokud sice Hy v (5.4) platit nebude, ale bude E Z; = 0. Tj. oSet-
feni nebude mit efekt na stfedni hodnotu E ¥;, ale pouze napriklad na rozptyl var Y;.

5.8. PAROVY ZNAMENKOVY TEST

Parovy znaménkovy test” se provadi jako jednovybérovy znaménkovy test na rozdily Z;.
Predpoklada se spojitost rozdila Z;.

* Angl. paired sign test
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5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Model: ¥ = {Z; m4 jakékoli spojité rozdéleni}
Testovany parametr: Median my rozdilu Z; = X; - ;.

Hypotéza a alternativa:
Hy:mz;=0, H;:mz=+0.

Poznamka.

1. Median Z; obecné nelze vyjadrit pomoci medidnt X; a ¥;. Obecné to tedy neni
test shody medidnti X; a V;.

2. Hp plati praveé kdyz P[X; < Y;] = P[X; > ;] = 1/2, tj. X; je s polovi¢ni pravdépo-
dobnosti vétsi nez Y; a s polovi¢ni pravdépodobnosti mensi nez Y;. Tj. jako test
hypotézy nulového efektu (5.4) bude test konzistentni, pokud se vliv o3etfeni
promitne do rozdéleni Y; tak, ze P[X; > V;] # P[X; < V;].

3. Pokud bychom zobecnili nulovou hypotézu a alternativu na

Hy:mz=mg, H;:mz+# my,

tak vlastné testujeme, Ze P[X; < Y; + mp] = P[X; > V; + mp] = 1/2.

4. M4-li navic Z; konecnou stfedni hodnotu a hustotu symetrickou kolem 0, pak
musi platit EZ; = EX; — EY; = 0. Za téchto dodate¢nych predpokladu je Hy
ekvivalentni hypotéze o rovnosti stfednich hodnot X; a V;.

Testova statistika:

n
B, = Z 1{Z; > 0}, (tj. pocet parti, kde X; > Y;).
i-1

Presné rozdéleni testové statistiky za Hy:
Y|
Bn ~ BI(I’l, E)

Kriticky obor (presny test): Viz jednovybérovy znaménkovy test.
Asymptotické rozdéleni testové statistiky za Hp:

n
B, -3

\/%

2N(0,1)

Kriticky obor (asymptoticky test):
B, - %
n
i

Pozndmka. Vyhodou parového znaménkového testu je, Ze nevyzaduje vycisleni roz-
dilu mezi X; a ;. Staci informace o tom, Ze X; je ,lepSi“ nez Y;, resp. X; je ,horsi“ nez
Y;. Tento test je vhodny pro aplikace, v nichz muiZe byt urc¢eni konkrétnich hodnot X;

a Y; problematické.

Hy zamitneme <

2 Ul-q/2.
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5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

5.9. PAROVY WILCOXONUV TEST

Parovy Wilcoxontiv test” porovnéava stfed symetrie §; rozdéleni Z; s piedem danou
konstantou.

Model: ¥ = {Z; ma spojité rozdéleni a s hustotou f spliiujici 36 € R : f(d — x) =
f(6+x) VxeR}

Pozndmka. Predpoklad o symetrické hustoté se tykd rozdili Z;, nikoli ptvodnich
pozorovani X; a ¥;. Pokud existuji prislusné stfedni hodnoty, pak predpoklad dava
6,=EZ =EX;-EY,.

Testované parametry: Stfed symetrie §,

Hypotéza a alternativa:
Hy:6;,=09p, Hy:0z+# o,

kde 9y je pfedem dand konstanta (obvykle §y = 0).

W, = ZRir

iel

Testova statistika:

. NV . e df ) )
kde I c {1,...,n} je mnozina vSech indexut takovych, Ze Z' = X; — ¥; — 6 ma kladné
znaménko pro i € 7, a R; je pofadi nahodné veli¢iny | Z;| mezi viemi |Z;|,..., |Z;

Vlastnosti testové statistiky a kriticky obor: viz jednovybérovy Wilcoxontv test.

Poznamka.

1. Vzhledem k pozndmce vy3e se parovy Wilcoxontv test mtiZe interpretovat jako
test stftednich hodnot. K testovdni hypotézy rovnosti stfednich hodnot je zpra-
vidla vhodnéjsi parovy t-test, protoZe nevyZaduje symetrii hustoty.

2. Pro 6y = 0 mliZeme pouzit test na testovani hypotézy nulového efektu (5.4).
V tomto pfipadé€ je navic pfirozené za nulové hypotézy predpokladat, Ze sdru-
zené rozdéleni ndhodného vektoru (X;,Y;)' je stejné jako rozdéleni (V;, X;)'.
Odtud pak plyne, Ze za nulové hypotézy je rozdéleni ndhodné veli¢iny Z; =
X; — Y; symetrické kolem nuly, tj. test bude dodrzovat pfedepsanou hladinu. Je
vSak nutné si uvédomit, Ze test bude konzistentni pouze proti alternativdm, pro
které je pseudo-medidn Z; (tj. median @) nenulovy. Tedy test je konzistetni
vUci alternativdm, pro které

PlZ1+ 2, <0] # P[Z1 + Z» = 0].

* Angl. paired Wilcoxon test, Wilcoxon signed rank test
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5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Pripravné priklady ke zkouSce.

Vase reseni ,praktickych tiloh“ by mélo obsahovat matematicky model, hypotézu,
testovou statistiku a jeji presné (Ci asymptotické) rozdéleni za nulové hypotézy. Ddle
pak kriticky obor a vzorec pro vypocet p-hodnoty. Mélo by byt také teceno, zda je dany
test presny nebo asymptoticky.

1. Uvadi se, Ze rozdéleni IQ v béZné populaci ma smérodatnou odchylku 15. Poda-
filo se ndm ziskat tidaje o IQ u 158 nahodné vybranych c¢lent strany Autoritdr-
sky Nacionalistického Obrozeni. Navrhnéte test (tj. definujte vhodny model pro
data, nulovou a alternativni hypotézu, testovou statistiku, kriticky obor a vzorec
pro p-hodnotu) jehoZ cilem by bylo prokazat, Ze clenové této strany jsou (co se
tykd 1Q) homogennéjsi skupina, neZ je béZnd populace.

2. Podarilo se ndam ziskat uidaje o hrubé mzdé 300 ndhodné vybranych absolventek
MFF UK. Navrhnéte test, kterym byste chtéli prokdzat, Ze alesponi 75 % absol-

ventek MFF UK mé hrubou mzdu vy$si nez 40 000 K¢ (pro srovndni medidnova
hruba mzda Zen v CR v roce 2019 byla cca 29000 K¢).

3. Maite k dispozici idaje o mzdéach 500 zaméstnancti v jedné pojistovné. U kaz-
dého zaméstnance méte dva idaje: nastupni mzdu a pak mzdu po dvou letech
pusobeni ve firmé. Navrhnéte testy, kterymi bychom chtéli prokézat, Ze béhem
prvnich dvou let:

(a) ocekavané zvySeni mzdy je vice nez 15 000 K¢;

(b) s pravdépodobnosti (alespon) 90 % mzda zaméstnance vzroste o méné nez
10 000 K¢.

Predpokladejte, Ze by se Vam pomoci vhodnych testli podaftilo prokézat (a) i (b).
Nebylo by to v rozporu?

4. Mame udaje o vySce 30 ndhodné vybranych studentek MFF UK. Uvadi se, Ze
priimérnd vyska dospélych zen v CR je 168 cm. Radi bychom prokazali, Ze stu-
dentky MFF UK jsou v néjakém smyslu spiSe vy$si nez je obvyklé v béZzné popu-
laci. Navrhnéte vhodny test a vysvétlete, co bychom prokézali, pokud bychom
zamitli nulovou hypotézu.

5. Nésledujici tabulka zachycuje poc¢ty bodti z testu z anglického jazyka, které zis-
kalo 10 zaméstnanct pied jazykovym kurzem a po jazykovém kurzu.

Zameéstnanec 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pred kurzem 37 41 36 48 42 36 42 44 40 34
po kurzu 38 43 43 47 52 44 41 42 42 39

Jak byste otestovali, zda mtlizeme tvrdit, Ze jazykovy kurz zlepsil troven jazy-
kovych schopnosti zaméstnanci? Nejde o samotné provedeni testu, ale o jeho
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5. Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

podrobné vysvétlenti (1j. definujte vhodny model pro data, nulovou a alternativni
hypotézu, testovou statistiku a kriticky obor).

. Chceme si ovérit, zda dany tabulkovy procesor mé dobry generdtor ndhodnych
¢isel z rovnomérného rozdéleni R(0, 1). Za timto ti¢elem si v procesoru vygene-
rujeme 1000 realizaci ndhodnych c¢isel. Jak byste otestovali, zda generdtor na-
hodnych ¢isel je opravdu dobry?

. Rozmyslete si, pro¢ nedéva dobry smysl uvazovat parovy Kolmogoroviiv-Smirno-
vav test.
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6. DVOUVYBEROVE PROBLEMY PRO
KVANTITATIVNI DATA

Méjme dva nezdvislé nahodné vybéry: necht X, ..., X, je ndhodny vybér s distribu¢ni
funkci Fx a V3,..., Y, je ndhodny vybér s distribu¢ni funkci Fy. Model ¥ specifikuje
mnozinu uvazovanych distribu¢nich funkci Fx a Fy. Mdme dany parametr 0 = ¢(F),
jehoZ hodnotu chceme pro oba vybéry porovnat. Oznacme si 0x = t(Fx) a 6y = t(Fy).
Obvykle chceme testovat hypotézu Hy : 6x = Oy proti alternativé H; : 6x # 0y, pri-
padné sestrojit intervalovy odhad pro rozdil 6x — 6y.
Dvouvybérovy problém lIze zformulovat i jinym zptisobem. Méjme ndhodny vybér

z dvourozmérného rozdéleni

A ZN

() ()

kde Z; jsou hodnoty nezavislych stejné rozdélenych méfeni a I; ma alternativni roz-
déleni. Indikator I; urcuje, do které z porovnavanych skupin j-té pozorovani patri
(jestlize I; = 0, pak do prvni skupiny, jinak do druhé). Preznacime-li si méreni Z; na
X; anebo Y; podle toho, do jaké skupiny dané pozorovani patii

X X)) E(Z: =00 a (W, %) S (z:=1),

ziskdme dva nezdvislé vybéry podle prvni formulace problému. Chceme porovnat
podminéné rozdéleni Z; v obou skupindch, tj. zajimaji nds podminéné distribu¢ni
funkce Fx(x) = P[Z; < x|I; = 0] a Fy(x) = P[Z; < x|I; = 1]. Pfipadné jejich pa-
rametry Oy = t(Fx) a 6y = t(Fy). Tato druhd formulace dvouvybérového problému
je totoznd s prvni, aZ na to, Ze rozsahy vybért n a m nejsou konstanty, ale ndhodné
veli¢iny s binomickym rozdélenim (n = Zj.vzl(l—lj) ~ Bi(N,1-py), kde p; = P(I; = 1)).
Analyzu v§ak provadime stejné, jako by rozsahy vybéri byly pevné.

Data podle prvni formulace ziskdme tak, Ze si pfedem stanovime, kolik méteni
z kazdé skupiny budeme mit, a pak napozorujeme pozadovany pocet veli¢in pro kaz-
dou skupinu zvlast. Data podle druhé formulace vzniknou, pokud stanovime celkovy
pocet pozorovani N = n + m, uinime N pozorovani a u kazdého pozorovani teprve
dodatecné urc¢ime, do které skupiny patfi.

Obé formulace se trochu lisi v pojeti asymptotickych vysledki. U druhé formu-
lace staci vzit N — oo. U prvni formulace potfebujeme n — o a m — oo, ale navic
jesté musime predpoklddat, Ze rozsahy obou vybért konverguji do nekonecna stejné
rychle, tj. n/m — g, kde 0 < g < .

VSechny metody uvddéné v této kapitole se hodi pro obé formulace dvouvybéro-
vého problému.
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6. Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

6.1. DVOUVYBEROVY KOLMOGOROVUV-SMIRNOVUV TEST

Dvouvybérovy Kolmogoroviiv-Smirnovav test” je rozsifenim jednovybérového testu
stejného néazvu. Je to neparametricky test, funguje pro jakdkoli dvé spojita rozdéleni.

Model: F = {vSechna spojita rozdéleni}
Testované parametry: celé distribu¢ni funkce Fx a Fy

Hypotéza a alternativa:
Hy: Fx(x)=Fy(x) VxeR, H;:3dxeR:Fx(x)+ Fy(x). (6.1)

Testujeme, zdali oba vybéry pochdzeji z téhoZ rozdéleni. Tuto hypotézu budeme dale
nazyvat hypotézou nulového rozdilu.

Testova statistika:
Ky,m = sup |FX(x) - FY(x)|;
xeR

kde Fx je empiricka distribu¢ni funkce ndhodného vybéru X, ..., X, a Fy je empirickd
distribu¢ni funkce ndhodného vybéru v, ..., Y.
Tvrzeni 6.1 Necht Xj,..., X, aY],..., Y, jsou nezavislé ndhodné vybéry ze spojitého

rozdéleni s distribuéni funkci Fy. Potom

d
\ 7o Knym — Z, pro m,n — oo,

kde ndhodna veli¢ina Z ma distribuc¢ni funkci G danou predpisem (5.1).

Poznamka.

e Hypotézu zamitneme, pokud se empirické distribu¢ni funkce obou vybért od
sebe pfilis 1isi, tj. pokud je testova statistika velka.

* Tvrzeni 6.1 implikuje, Ze za platnosti hypotézy konverguje \/ 2L K,, ,,, v distribuci
k ndhodné veli¢iné s distribu¢ni funkci G(y), kterd je stejnd jako u jednovybé-
rového Kolmogorovova-Smirnovova testu (viz tvrzeni 5.2). DilezZité je, Ze tato
distribu¢ni funkce nezéavisi na nezndmé skutecné (spolecné) distribu¢ni funkci
Fy (tj. testova statistika je pivotdlni). To ndm umoZnuje urcit kritickou hodnotu
pro zamitani Hy.

Kriticky obor:

Hp zamitneme < /-"% Ky m 2 k1-q, (6.2)

kde k1_o = G™1(1 - @) je (1 — a)-kvantil rozdéleni s distribuéni funkci G, viz (5.1).
Podle tvrzeni 6.1 m4a tento test asymptotickou hladinu a.

Poznamka.

* Angl. two-sample Kolmogorov-Smirnov test

115



6. Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

* Je mozné spocitat i pfesnou kritickou hodnotu dvouvybérového Kolmogorovova-
Smirnovova testu pro spojita rozdéleni s malymi rozsahy vybéru n, m.
e V§imnéme si, Ze za alternativy pro m, n — o,

P
Ky,m — sup|Fx (x) - Fy(x)| > 0.
xeR

Odtud se da odvodit, Ze test je konsistentni (proti jakékoliv alternativé). Test
tedy reaguje na jakykoli rozdil v rozdélenich obou skupin. Dal$i vyhodou testu
je absence omezujicich predpokladti. Nevyhodou tohoto testu je, Ze ma malou
silu proti specifickym druhtim poruseni Hy. Zajima-li nds (nebo ocekdvame-li)
pouze urcity typ poruseni Hy (tfeba rozdil ve stfedni hodnoté), je lepsi pouZit
test, ktery je zamétfen pfimo na urcity parametr.

e Za povSimnuti stoji, Ze testova statistika se nezméni, pokud vSechna pozoro-
vani nejdrive ztransformujeme pomoci néjaké prosté funkce g. D4 se ukazat, ze
Kolmogoroviiv-Smirnoviiv dvouvybérovy test se da piepsat jako poradovy test.

PORUSENTf PREDPOKLADU

Pokud vybéry za nulové hypotézy pochdzi z diskrétniho rozdéleni (tj. Fy z tvrzeni 6.1
neni spojitd), tak test s kritickym oborem (6.2) bude konzervativni.

Podobné pokud ,diskrétnost“ vznikne v disledku zaokrouhlovéni. V tomto pfi-
padé je vSak zapotrebi predpokladat, Ze zptisob zaokrouhlovéni je pro oba dva vybéry
stejny.

6.2. DVOUVYBEROVY /-TEST BEZ PREDPOKLADU SHODY
ROZPTYLU

Dvouvybérovy ¢-test” porovnava stfedni hodnoty obou vybéru. Provedeni tohoto testu
se lisi podle toho, zda predpokldddme (viz kapitola 6.3), ¢i nepfedpokldddme shodu
rozptyld.
Model:

F ={Fx € L, Fy € L2}.
Testované parametry: Stfedni hodnoty ux =EX; a uy = EY].
Hypotéza a alternativa:

Hy:pux =py+06, Hy:pux# py+0o. (6.3)
Testujeme, zdali se stfedni hodnoty obou vybért lisi o §, (obvykle se klade & = 0).

Testova statistika: _
Xn-Yu—-90

\S%/n+S2/m

Tn,m =

* Angl. ftwo-sample ¢t -test
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kde X, Y, jsou aritmetické préiméry obou vybéri a S2, S jsou vybérové rozptyly.

Poznamka. Testova statistika T}, ,,, se d4 pamatovat nasledovné. VSimnéme si, Ze

2

- — 2 o
var (X, =Y ) =X+ -k
Pfirozenym (a dokonce nestrannym) odhadem tohoto rozptylu pak je S /n + S2/m.

Véta 6.2 Necht Xj,...,X, a ¥y,...,Y, jsou nezavislé ndhodné vybéry z rozdéleni se
sttednimi hodnotami ux a py a koneénymi rozptyly. Pak

Xn=Ym- (kx — py)
\JS%/n+S2/m
Diikaz. PrepiSme
Xn—=Ym— (px — py) _ Vm (X =Y — (ux — py))
\S2/n+S2/m S2m 4+ s2 '
Z konzistence vybérového rozptylu S2 LR 0%, 8% 2, o2 a tudiz diky vété o spojité

. . P veis .
transformaci (tvrzeni 1.2) /S22 + 82 — o2 /q + ¢2. Tedy s vyuzitim Cramérovy-
Sluckého véty (tvrzeni 1.3) staci ukazat, ze

i>N(0,1)pro m,n — o, 2= — q € (0, ).

VI (X = Vo = (px — 1y)) — N(0, 02/ + 02). 6.4)
Z centrélni limitni véty V7 (X, — ux) LN N(0, 02) a tudiz
~ ix) = 2 Vi (X - pix) =5 N(0, 03 /q), (6.5)
nebot z predpokladi véty @ — \/—ﬁ. Dale diky centralni limitni vété

NI (Y — py) —5 N(0, 02). (6.6)

Nyni s vyuzitim (6.5), (6.6) a nezdvislosti X, a Y ,,

A B (R ]

Tudiz také pro vSechny c € R?

5% 0 of

T\/_( “X)—>N(0cT2c) kde z:(”)zf/" 0).

Konvergence v (6.4) nyni plyne z vy$e uvedené konvergence pro ¢ = (1,-1)T, nebot
v tomto piipadé

Ty, _ 2 2
c' Zc=o0yx/q+o0y.
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Poznamka.
¢ Hypotézu budeme zamitat, pokud se vybérové priméry obou skupin od sebe
prilis 1isi, tj. pokud je testova statistika bud moc velkd nebo moc mala.
* Véta 6.2 implikuje, Ze za platnosti modelu ¥ a hypotézy Hy md T}, ,, asympto-
ticky rozdéleni N(0, 1).

Kriticky obor:
Hjy zamitneme <

Tn,m’ 2 Ul-a/2,
kde uj_q/2 je (1 — a/2)-ty kvantil normovaného normaélniho rozdéleni.

P-hodnota: p = 2 (1 — ®(|¢[)), kde ¢ je pozorovand hodnota testové statistiky T, a ®
je distribuc¢ni funkce rozdéleni N(0, 1).

Interval spolehlivosti pro pux — py: Z véty 6.2 1ze odvodit asymptoticky interval spolehli-
vosti pro rozdil sttednich hodnot obou vybérua. Pro n, m — o dostdvame

2 S2

J— —_ SZ SZ —_ —_ S
Xn=Ym—t-gp\ 5+ 5 <bx—Hy <Xn—Ym+Uiqgp\ 5+

P

- 1-a.

Ukazuje se, Ze i kdybychom pftidali pfedpoklad normality naSich pozorovani, tj.
Xi ~ N(px,0%) aY; ~ N(py, 02), tak rozdéleni testové statistiky T,.m je za hypotézy
stale pouze asymptoticky pivotalni. Pfesné rozdéleni statistiky 7}, ,, i za pfedpokladu
normality bude totiz zaviset na poméru 0% /oZ. Proto se v praxi spokojujeme s asympto-
tickym testem.”

Pozndmka. Existuji i lep$i aproximace kritickych hodnot pro tento test zaloZené na
t-rozdéleni s poctem stupnt volnosti, ktery z4visi na poctu pozorovani v obou sku-
pindch a vybérovych rozptylech. Takovych aproximaci je nékolik'. Jedna z variant
této aproximace, tzv. Welchiiv test’, je implementovana ve vypocetnim prostfedi R
jako standardni metoda testovani rovnosti stfednich hodnot dvou vybért (provadi jej
funkce t. test). V této varianté se pouZzivaji jako kritické hodnoty kvantily ¢-rozdéleni
se stupni volnosti f danymi vzorcem

2 2\ 2
%, 8%
n m

f=

(5%)2 (8%)?
n?2(n-1) = m2(m-1)

Tento vzorec byl odvozen za predpokladu normality dat a na zdkladé aproximace

rozdéleni ndhodné veliCiny % + % z Citatele testové statistiky pomoci ndasobku y?-
rozdéleni s ,vhodnym“ poc¢tem stupni volnosti (detaily lze nalézt ve Welch, 1938).
Welchtv test lze tedy chépat jako variantu dvouvybérového ¢-testu (bez predpo-
kladu shody rozptyld) s vylepsenymi kritickymi hodnotami. P-hodnotu Welchova ¢-
testu pro oboustrannou alternativu (6.3) pak spoéteme jako p = 2(1 — G¢(|¢])), kde ¢

* Problém provedeni piesného testu je znam jako tzv. Behrenstiv-Fishertiv problém. T Ize je nalézt
napf. v kapitole 8.1. knihy Andél (1998). ¥ Angl. Welch test
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6. Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

je pozorovana hodnota testové statistiky T}, ,, a Gy je distribu¢ni funkce ¢-rozdéleni
o f stupnich volnosti.

6.3. DVOUVYBEROVY {-TEST ZA PREDPOKLADU SHODY
ROZPTYLU

Podobné jako v pripadé jednovybérového t-testu (viz kapitola 5.3) bude tento test
presny za predpokladu normality pozorovéani a asymptoticky bez tohoto predpokladu.

Model:

7—7’1 = {FX = N(,uXr 02)»FY = N(,UY» UZ);#X» Hy € [Ry 02 > O}
nebo o

Fas = {FX € LE,FY € LE, ptiemz var (X;) = var (Y;) = 02}.

V modelu 7, maji tedy oba vybéry normélni rozdéleni s totoznym rozptylem o?, tj.
mohou se lisit pouze stfedni hodnotou. V modelu ¥%,; poZadujeme pouze, a aby byly
totozné rozptyly (tj. rozdéleni mohou byt rtiznd). VSimnéme si, Ze F, C Fus.

Testované parametry: Stfedni hodnoty ux = EX; a uy = EY].

Hypotéza a alternativa:

Hy: ux = py +60, Hi:pux # uy + .

Testujeme, zdali se stfedni hodnoty obou vybéri lisi o §y (obvykle se klade &, = 0).

T _)_(n—?m—a()_ [nm )_(n_?m_éo
mm 1 1)_ n+m Sn,m ’

Srzzm(ﬁ tm

Testovéa statistika:

kde X, a Y, jsou aritmetické priiméry obou vybérii a

df

1 < - L — n-1 m-1
2 ar § L 2 § - 2 2 2
Sim = n+m—2[i:1 (i = %) +j:1(Y] Y ’

n+m-2% n+m-27Y

je nestranny odhad spole¢ného rozptylu o2 spocitany z obou vybérii (vazeny primér
vybérovych rozptyld S5 a S2).

Poznamka. Testovou statistiku 7, ,, si 1ze pamatovat nasledovné. VSimnéme si, Ze

var (X, =Yp) = C+ 2 =g?(L 4+ 1),
Jelikoz S2 . je (nestranny) odhad o?, tak S2 (2 + 1) je pfirozeny (a dokonce ne-

stranny) odhad (1 + 1).
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6. Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

Véta 6.3 Necht Xj,...,X, aVy,...,Y, jsou nezavislé nadhodné vybéry z rozdéleni se
stfednimi hodnotami px a py a kone¢nymi rozptyly o2 = var (X;) a o2 = var (Y;). Pak
Yn _?m - (IJX _/JY) i}

Sim (G + )

N(0, 0?), pro m,n — oo, -2~ — 1 € (0, 1),

> n+m

kde
B (1- JL)U)Z( +/10§

S AdZ+(1-N)od

2

*

Diikaz. Dtikaz je analogicky dikazu véty 6.2. Nejdrive si prepiSme

Yn_?m_(/JX_,uY) _ M()_(n_?m_(HX_HY))

Sim (i + 50) Siim 5

Nyni stejné jako ve vété 6.2 ukdZeme, Ze

— —= d
\/%(Xn - Ym - (HX - ,UY)) — N(Or %U}Z( + U)%)’

kde jsme pouze vyuzili toho, Ze 1 = 132, Déle pak ukdzeme, Ze

{Q

2
Sn,m

m+n p Jm§+a—am§
00 ¥ )

n n—
]

Vsimnéme si, ze pokud plati pfedpoklad shody rozptyld, tj. 0% = oF (tj. plati mo-
del %), pak 02 = 1 a tedy
Ko =T U2 ) 4, 60,1), pro m,n — oo, 72
S2 (1 +1)

n m

— 1€ (0,1).

V piipad€, Ze mohu navic piidat pfedpoklad normality (tj. plati model ¥), pak

muzeme odvodit piesné rozdéleni ndhodné veliiny Lﬂ”":“” Zde konci
2
S (3+3%) predn. 16
Véta 6.4 Necht Xj,...,X, aY,..., Y, jsou nezavislé nahodné vybéry z normalnich (22.11.)

rozdéleni se sttednimi hodnotami py a uy a se shodnym rozptylem o2. Pak

)_(n _?m - (,UX - ,UY)

Sim (G + )

~ lp+m-2-
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6. Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

Diikaz. PiepiSme
Xn_Ym_(/JX_,UY): U

sz (1+d) VZ/n+m-2)

n

kde

)_(n_?m_(uX_uY) a Z=(n+m—2)S,2Lm

2
[1 1 Y

K dokonceni diikazu staci ukazat, ze U ~ N(0,1), Z ~ Xfl +m_p @ U je nezavislé se Z.

U =

1. U ~ N(0, 1). K tomu si staci uvédomit, Ze diky nezdvislosti ndhodnych vybért jsou
také X, a Y, nezavislé a plati

2 2

Yn—?m—(,ux—[.ly) ~ N(O,%+%).

Tedy L
Xn_Ym - (,uX_,uY)

1,1
ONutm

2 2 s . o s 02 2 .
2.Z ~ x%.m_o- Ndhodnou veli¢inu Z si miizeme napsat pomoci S5 a S;; jako

U= ~N(0, 1).

_ (n+m-2)82,, _ (n—l)S)z(_'_(m—l)S%
o? o2 o '

s 3¢ o o . -1)82 -1) 82
Nyni diky vété 2.8(i) vime, Ze % ~x3 ,a % ~ 22

Déle z nezavislosti S2 a S2 dostavame, ze rozdéleni Z je stejné jako rozdéleni souctu
dvou nezavislych veli¢in s rozdélenimi y? | a y% . Nyniz definice y*-rozdélent (jako

rozdéleni souctu kvadrati nezavislych N(0, 1) veli¢in) plyne, zZe Z ~ )(fl 2

3. Nezdvislost U a Z. Diky nezavislosti ndhodnych vybért jsou ndhodné vektory ()S(Z")
X

a ();5”) nezavislé. Dale z vété 2.8(ii) jsou ndhodné veli¢iny X, a S2 nezévislé a podobné
Y —_— —_— —_—
také ndhodné veli¢iny Y ,, a SZ jsou nezavislé. Tudiz také ndhodné veli¢iny X, - Y, a
S2 . jsou nezavislé. Odtud jiz plyne nezévislost U a Z. |

Pozndmka.

e Zatimco z véty 6.3 plyne, Ze za platnosti modelu ¥,; ma T, ,, asymptoticky roz-
déleni N(0, 1), tak véta 6.4 nam tikd, Ze v mensim modelu ¥, mé T, ,, za Hy
presné rozdéleni t,,4,,-2.

¢ Hypotézu budeme zamitat, pokud se vybérové priméry obou skupin od sebe
piilis 1isi, tj. pokud je testovd statistika bud moc velkda nebo moc mala.

Kriticky obor:
Hyp zamitneme & [Ty m| > trem-2(1 — @/2),

121



6. Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

kde t,4m-2(1 — a/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n + m — 2 stupni volnosti.

Podobné jako u jednovybérového ¢-testu je vySe uvedeny test pfesny v modelu 7,
a asymptoticky v modelu #,;. TotéZ plati o niZe uvedené p-hodnoté a intervalu spo-
lehlivosti.

P-hodnota: p =2 (1 - F(]t|)), kde ¢ je pozorovand hodnota testové statistiky T, ,, a F je
distribu¢ni funkce rozdéleni ¢,,;,,—2.

Interval spolehlivosti pro ux — py: Z véty 6.4 (resp. véty 6.3) lze odvodit presny (resp.
asymptoticky) interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot obou vybért. Do-
staneme

P )_(n _?m — tpym-2(1 — a/2) Sn,m\/% + % < ux — My <

Yn - ?m +tnem-2(1 — a/2) Sn,m\/% + %

Cviceni. Upravte kriticky obor a vzorec pro vypocet p-hodnoty pro test hypotézy Hj :
ux < uy + & proti alternativé H; : ux > py + do.

=1-a.

PORUSEN{ PREDPOKLADU SHODY ROZPTYLU

Dle véty 6.3

2 2
d 9 , (I=A)og +Aoy
Tym — N(0,07), kde of= a2+ —-21e(0,1).
o ( ) Aa§+(1—/1)a§ em .1

Tedy test obecné nedodrZzuje pfedepsanou hladinu ani asymptoticky. Pficemz stoji za
povsimnuti, Ze pokud napfiklad o2 > o2 a zdrovei A < 1 (tj. vétsi rozptyl je ve vybéru
s mensim rozsahem), pak o2 > 1 a test je (asymptoticky) anti-konzervativni.
Vsimnéme si také, Ze pro A = § je o2 = 1. Tedy (pro piiblizné) stejné rozsahy vybéru
stdle plati
d
Tn,m —_— N(O) 1)

a test asymptoticky dodrzuje hladinu.
Navic pokud dokonce oba vybéry maji stejny rozsah, tj. m = n, pak

Jstin sz im= (st /2+52/2) 2 = 52, (4

V tomto piipadé tedy vzdy plati T,,,, = Ty, tj. testové statistiky dvouvybérového ¢-
testu jsou totozné, at jiz predpokladdame stejné rozptyly ¢i nikoliv.
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6. Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

[-TEST JAKO TEST HYPOTEZY NULOVEHO ROZDILU

Pro §y = 0 miZeme na test nahliZet jako na test hypotézy nulového rozdilu (6.1).
V tomto pripadé sice nemdme zarucenu normalitu, ale za nulové hypotézy jsou roz-
ptyly shodné. Test tedy bude dodrzovat hladinu asymptoticky.

Co se tyka sily testu, tak test bude konsistentni vii¢i alternativdm, pro které ux —
py # 0. Pokud se vSak kromé zmény stfedni hodnoty budou rozdéleni Fx a Fy li-
Sit také rozptylem, tak vliv rozdilnosti téchto rozptylti nemédme pod kontrolou. Roz-
dilné rozptyly mohou zvySovat ¢i sniZovat silu testu. Navic pfi zamitnuti nulové hypo-
tézy (6.1) miizeme pouze tvrdit, Ze jsme prokézali rozdilnost rozdéleni Fx a Fy. Toto
zamitnuti vS§ak nemtiZeme pfisuzovat pouze k rozdiliim stfednich hodnot, protoze
k nému mohla pfispét i rozdilnost rozptyla.

Cviceni. Podrobné dokazte vétu 6.3.

Poznamka. Nékdy se doporucuje pred pouzitim dvouvybérového ¢-testu otestovat
shodu rozptyl obou vybéri, napft. testem uvedenym v kap. 6.5 niZe, nebo tzv. Leve-
neovym testem (neuvadime). Pokud test zamitne rovnost rozptylli, pouzijeme Wel-
chuv test, jinak pouZijeme dvouvybérovy ¢-test. Od pouzivani takového postupu spise
odrazujeme. Jednd se o tzv. dvoufdzovy test, kdy celkovy vysledek testu zavisi na tfech
riznych vzdjemné zavislych testovych statistikdch. Neni ni¢im zaruceno, Ze celkova
hladina takové testovaci procedury je rovna pozadované hodnoté a. Pokud si nejsme
jisti shodou rozptylt nebo normalitou dat, provedeme radéji rovnou Welchtiv test.
Ani jeden z pfedpokladi dvouvybérového ¢-testu pak neni tfeba nijak ovérovat.

6.4. DVOUVYBEROVY WILCOXONUV TEST

Dvouvybérovy Wilcoxoniiv test” je neparametricky test zaloZeny na pofadich.

Model: ¥ = {3 rostouci funkce g a 35 € R :
g(X;) ~ Fx spojitd d.f., g(Y;) ~ Fy, Fx(x) = Fy(x - §) Vx e R}. (6.7)

Testovany parametr: Posunuti dxy.

Hypotéza a alternativa:
Hy:6xy =0, H;:oxy #0.

Pokud funkce g(x) = x, pak model ¥ nazyvame model posunuti v poloze." Model 7
tedy budeme nazyvat zobecnény model posunuti.

Poznamka.
¢ Narozdil od jednovybérového a parového Wilcoxonova testu nevyZadujeme sy-
metrii Zddné z hustot.

* Angl. two-sample Wilcoxon test, Wilcoxon rank-sum test T Angl. location model.
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* Pokud plati model ¥ a hypotéza Hy, rozdéleni X a Y jsou totoZna. Potom plati
myx = my a EX = EY (existuji-li sttedni hodnoty). To jest, za platnosti modelu
¥ l1ze dvouvybérovy Wilcoxontiv test chapat jako test rovnosti stfednich hodnot
i medidnti. VétSinou se vsak o dvouvybérovém Wilcoxonové testu mluvi jako
o testu shody medidnti.

Testova statistika:

N

Wn,m = R;, (6.8)
i=1
kde Ry, Ry, ..., R, jsou poradi ndhodnych veli¢in X; ve spojeném ndhodném vybéru
X1, X, 1,0, Y

Pozndamka. Testovd statistika W, ,, mGZe nabyvat hodnot z mnoziny {@ ..., mn+

nnel) 1, Statistiku spoéitdme nasledujicim zptisobem:
1. Vezmeme spojeny vybér (Z,..., Zyim) o X, .., X0, Y1, ..., V).
2. Seradime vSechny Z; od nejmensi do nejvétsi; ziskdme usporddany vybeér

Z(l) < Z(g) <. < Z(n+m)-

3. Ur¢ime poradi R; ndhodné velic¢iny X; mezi vSemi Zy),..., Z+m). Plati X; =
Z(Ry)-
4. SeCteme poradi R; proi=1,...,n.

Nejsou-li n a m prili$ velkd, 1ze nalézt i presné rozdéleni testové statistiky W,, ,,, za
nulové hypotézy (numericky nebo v tabulkdch). Toto presné rozdéleni se dd odvo-
dit z toho, Ze za nulové hypotézy je jakékoliv usporddani veli¢in 71, ..., Z,.,, stejné
pravdépodobné (viz véta 2.15) a tudiz

m!

P(Rlzrl,...,Rn:rn):m

pro vSechna ry,...,r, € {1,...,n+ m} razné.
Pro velké hodnoty n a m se vyuziva ndasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.5 Nechf Xi,..., X, a 11,...,Y,, jsou nezdvislé nahodné vybéry, pro které
plati model . Necht dale plati hypotéza H,, pak

@)
nn+m+1)

mn(n+m+1)
2 ' 12

EHOWn,m = 12

var g, (Wn,m) =

(i) Pokud n, m — oo,
Wn,m - EHOWn,m

yVvarg, (Wn,m)

<, N, 1).
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Diikaz. Cést (i). Za platnosti hypotézy jsou rozdéleni X; a ¥; shodné, tedy spojeny
vybér X1,..., X, Y1, ..., Y, je ndhodny vybér o rozsahu n+m. S vyuzitim véty 2.16 tedy
mame, Ze pro i # j:

n+m+1 (n+m)®> -1 n+m+1
ER; = — o var (R)) = 1—2), cov (R, Rj) = 1
Tedy
nn+m+1
E o W = Z Er = 1 m+D
a
var gy (Wi, m) = Zvar (R;) + Z Z cov (R;, R;)
i=1 j=1,j#i
_n(n+m+1)(n+m—1) n(n 1)n+m+1
- 12 12
nn+m+1) nm(n+m+1)
Cast (ii). Nebudeme dokazovat. Potiz diikazu spo¢iva v tom, Ze pofadi Ry,..., R,
nejsou nezavislé ndhodné veliciny. |
Poznamka.

e Hypotézu budeme zamitat pro pfrili§ malé nebo pfrili§ velké hodnoty W, ,,.
* Predchozi tvrzeni dédvd ndvod k nalezeni kritickych hodnot pro zamitdni hypo-
tézy, které zarucuji asymptotickou hladinu a.

Kriticky obor (asymptoticky test):

n(m+n+1)
Wom — -2

/ mn(m+n+1)
12

Hy zamitneme <

2 Ul—q/2-

PORUSEN{ PREDPOKLADU

Shody kviili zaokrouhlovani. Kviili zaokrouhlovani byvaji v aplikacich v datech ¢asto
shody. Testové statistika W, ,, se pak spocte s vyuzitim tzv. prizmeérnych poradi, viz. (2.6).
Da se ukdzat, Ze za nulové hypotézy

n(n+m+1
Wiy — %

mn(n+m+l—kor.)
12

— N(0, 1), pro n, m — co.
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kde kor. je korekce upravujici rozptyl dané predpisem’

kor. = ! Z (l‘z3 — 1),
z

T (n+m)(n+m-1)

kde ¢, znaci pocet, kolikrat se mezi hodnotami 7, ..., Z,., vyskytla hodnota z. Suma
. pak znadi s¢itani pres véechny rozdilné hodnoty mnoziny {Z; ..., Zy.m}-

Za povSimnuti stoji, Ze bez tpravy jmenovatele pomoci kor. by byl test asympto-
ticky konzervativni.

Neplati zobecnény model posunuti 7. Nejdiive si vSimnéme, Ze test (asymptoticky)
dodrzuje hladinu, pokud plati hypotéza nulového rozdiluy, tj. Fx = Fy. Neplatnost mo-
delu posunuti ma tedy vliv na interpretaci a silu testu.

Co se tykd interpretace testu, tak zamitnuti nulové hypotézy ndm mimo model
zobecnéného posunuti pouze tik4, Ze rozd€leni Fx a Fy nejsou totoZnd. Obecné vSak
nelze tvrdit, Ze se li§i mediany, resp. stfedni hodnoty téchto rozdéleni.

Co se tyka sily, tak ve vySe popsaném zobecnéném modelu posunuti je Wilcoxontiv
test konsistentni.

V praxi vS§ak nikdy nemdame jistotu, zda zobecnény model posunuti plati. Proto pro

hlubsi porozuméni dvouvybérovému Wilcoxonovu testu je vhodné vyuZit niZze uvede-
nou Mannovu-Whitneyho formulaci Wilcoxonova testu.

MANNOVA-WHITNEYHO FORMULACE WILCOXONOVA TESTU

Test ekvivalentni s Wilcoxonovym lze ziskat i nasledujici ivahou. UvaZujme vSechny
dvojice (X;,Y;) proi € {1,...,n} aj € {1,...,m} a spoCtéme, kolik z nich spliuje

podminku X; < Y;:

n m

Wn*,m = ZZ H{Xi = Y]}

i=1 j=1
Néhodna veli¢ina W ,,,, tzv. Mannova-Whitneyho statistika, mize nabyvat hodnot
z mnoziny {0, ..., nm}.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze mezi dvouvybérovou Wilcoxonovou statistikou W, ,,,

a Mannovou-Whitneyho statistikou W, je deterministicky linearni vztah. Mizeme
tedy snadno spocitat momenty W,/ ..

Tvrzeni 6.6
@) Wi + W, = nm+

(ii) Pokud min(n, m) — o, pak % N P[X; <Yj].

n(n+l)
— .

Dtikaz. Cast (i). Z definice poradi
n+m n

Ri= > Wz <Xi}=) X <X} + i 1y < Xi}.

j=1 j=1

* Viz napt. Hollander et al. (2013), str. 118.
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Tedy
n n m
Wi+ Wiy = > Ri+ > > 1{X; <Y}
i=1 i=1 j=1
n n n n

1l
_—
o<
IA
23
——
+
NgE
_—
Mo

IA

>
——

+

NgE
—_—
23

A
<
——

non m

= Z ﬂ{X(]) < X(,) Z < X; nebo Y, 7> X}
i=1 j=1 i=1 j=
o n(n+1)

= i+nm-= T+nm.

~
Il
—_

Cast (ii). Nebudeme dokazovat. Potiz diikazu vézi v tom, Ze indikatory 1]{X,- < Yj}
nejsou (proi € {1,...,n}, j €{1,..., m}) nezadvislé ndhodné veli¢iny. O

Rozeberme si diisledky tvrzeni 6.6. Cast (i) fikd, Ze testy zaloZené na dvouvybérové
Wilcoxonové statistice a Mannové Whitneyho statistice jsou ekvivalentni. Césti (i)

[X; < Y;]. Pokud
Fx = Fy, lze snadno ukazat, ze Oxy = 1/2. Parametr Oyy vSak muze nabyvat hodnoty
1/2 i pro dvé rozdéleni, kterd nejsou totoZna.

Tedy uvazujeme-li dvouvybérovy Wilcoxontv test jako test hypotézy nulového roz-
dilu (6.1), pak je tento test konsistentni pouze vii¢i alternativam, pro které je Oxy # 3.
Tuto nerovnost vSak obecné (tj. mimo model posunuti) nemtzeme interpretovat jako
nerovnost stfednich hodnot nebo medidnti. Existuji spojita rozdéleni Fx a Fy takov4,
Ze maji rozdilné stfedni hodnoty (resp. medidny) a pfitom Oxy = % A na druhou
stranu existuji spojitd rozdéleni Fx a Fy takova, Ze maji stejné stfedni hodnoty (resp.
medidny) a pfitom Oxy # 3

Vzhledem k vySe uvedenému by nas mohlo zajimat, zda bychom nemohli uvazovat
Manntiv-Whitneyho test jako test pro nédsledujici obecnou situaci.

Model: ¥+ = {X ~ Fx spojitd d.f., Y ~ Fy spojita d.f.}
Testovany parametr: Oxy = P[X < Y]
Hypotéza a alternativa:

Hj:0xy =%, H:0xy#3.

Problém vSak je, Ze v tomto piipadé nelze rozptyl testové statiky W,’,, za hypo-
tézy pocitat podle tvrzeni 6.5 (nebot za hypotézy jiZ obecné neméame ste]ne rozdeé-
lené ndhodné veliciny). Kritické hodnoty spocitané pro Wilcoxontiv test v modelu #
tedy v obecném modelu #* nefunguji. Pficemz se ukazuje, Ze ignorovani tohoto faktu
muZe vést k testu, ktery je konzervativni nebo naopak anti-konzervativni.”

" Standardizaci testové statistiky W, ,,, aby test asymptoticky dodrzoval hladinu i v obecném modelu
¥*, 1ze nalézt naptiklad v Chung and Romano (2016).
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Tyto tvahy vedou k jednozna¢nému zavéru: Chceme-li testovat rovnost strednich
hodnot bez dalsich predpokladii na tvar rozdéleni obou vybeérii, pouZzijeme dvouvybé-
rovy t -test bez predpokladu shody rozptylii (Welchiiv test), nikoli Wilcoxoniiv test.

Poznamka. Nékdy se doporucuje pred pouZitim dvouvybérového ¢-testu na porov-
nédni stfednich hodnot otestovat normalitu obou vybért (populdrni je napftiklad tzv.
Shapiro-Wilktiv test normality, ktery neuvddime). Pokud test zamitne normalitu, po-
uzijeme Wilcoxonuv test, jinak pouzijeme dvouvybérovy ¢-test. Od pouzivani tako-
vého postupu zdsadné odrazujeme. Jak vime, jednd se o dva testy, které testuji roz-
dilné hypotézy, nemiizeme je tedy pouzit na ten samy problém. Pokud si nejsme jisti
normalitou dat, provedeme rad€ji rovnou Welchtiv test, ktery normalitu nevyzaduje
a testuje praveé tu hypotézu, kterd byla zadana.

Poznamka. V pripadé shod je zapotiebi tvrzeni 6.6 mirné modifikovat. JestliZe se sta-
tistika W, ,,, po¢itd pomoci pramérnych poradji, tak vztah (i) plati, pokud definujeme
statistiku W, ,,, jako

n m
Wi = [{Xi < ¥} +31{Xi = ¥j}].
i=1 j=1

Cast (ii) je pak zapotiebi opravit na

*
n,m

L P < v+ 1P[X: = V)]
mn

6.5. DVOUVYBEROVY F-TEST SHODY ROZPTYLU

Dvouvybérovy F-test shody rozptyli® je pfesny test porovnavajici rozptyly dvou ne-
zévislych ndhodnych vybért za predpokladu normalniho rozdéleni.
Model: F = {Xi ~ N(ux, 0)2(),1’} ~ N(uy, O';),[Jx,/.ty € R, 0)2( >0, 01% > 0}
Testované parametry: Rozptyly 0)2( =varX;a Ul% =varY;.
Hypotéza a alternativa:
Ho: o2 = o2 C 2 2
o:0x =0y, H:o0x#o0y.

Testova statistika:

SZ

F=—2,
Sy

2

v je vybérovy rozptyl vybéru 1, ..., Y.

kde S% je vybérovy rozptyl vybéru Xi,..., X, a $

Poznamka.
e Zvéty 2.11 plyne, Ze testova statistika mé za platnosti modelu a hypotézy pifesné
rozdéleni Fy,_1 1.

* Angl. two-sample F-test of equality of variances
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6. Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

¢ Hypotézu zamitneme, pokud se vybérové rozptyly pfilis lisi, tj. pokud je testova
statistika bud moc velkd nebo moc mala.

Kriticky obor:
Hy zamitneme & F < Fj_1;-1(a/2) nebo F > F_1,,-1(1 — a/2),

kde F-1,m-1(a/2) a Fp_1,m-1(1 — @/2) jsou po fadé (a/2)-ty a (1 — a/2)-ty kvantil F-
rozdéleni s n — 1 a m — 1 stupni volnosti.

P-hodnota: p = 2min {1-G(s), G(s)}, kde s je pozorovand hodnota testové statistiky F
a G je distribu¢ni funkce rozdéleni F;,_y ,-1.

Interval spolehlivosti pro o2 /c2: Dle véty 2.1 plati

S)z(/a)z(

P Fn_l,m_l(a/Z) < S =1-a.

< Fn—l,m—l(1 - (X/Z)

2,2
v/ Oy

Tudiz interval spolehlivosti pro o2 /o2 je dan pfedpisem

e e
S2 Fu-1m-1(1-%3)" 82 Fp-1,m-1(3) |

Pozndmka. Tento test Ize pfevést na jednostranny test: Hypotéza H] : 05 < o7 se za-
mitd pouze pro prili$ velké hodnoty testové statistiky, kritickd hodnota je F,,—1,,-1(1 -
). Hypotéza HJ' : 0% > o7, se zamitd pouze pro pfili§ malé hodnoty testové statistiky,
kritickda hodnota je Fy;—1 n-1(a).

PORUSENT PREDPOKLADU

Pfi poruseni prfedpokladu normality tento test nedodrZuje hladinu ani asympto-
ticky. Pro sestaveni testu v tomto piipadé by bylo zapotiebi odvodit asymptotické roz-
déleni testové statistiky F za hypotézy a pracovat s timto rozdélenim. Alternativné lze
vyuZit také Levenetiv test . Ten se dd pouZit i na porovndni vice nezavislych vybért. Je
v8ak tfeba upozornit, Ze tento test obecné netestuje shodu rozptylt, ale trochu jiného
parametru variability.

* Angl. Levene’s test
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6. Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

Pripravné priklady ke zkouSce.

1. Uvazujte X; ~ Exp(11) a¥; ~ Exp(A2). Ukazte, Ze X; a ¥; spliiuji zobecnény model
posunuti (6.7).
Ndpoveda. Uvazujte g(x) = log x.

2. Upravte dvouvybérovy F-test o rozptylu tak, aby testoval hypotézu H : 02 < o7

proti alternativé H; : 02 > oZ. Upravu zdtivodnéte. Jak by se pocitala p-hodnota
takto upraveného testu?

3. Rozhodujeme se, zda zaméstnance poslat spiSe na jazykovy kurz firmy Analfa-
bet nebo jazykovy kurz firmy Buran. Za timto ti¢elem jsme ndhodné vybrali 20
zameéstnancuy, které jsme ndhodné rozdélili mezi tyto dva kurzy (na kazdy kurz
$lo 10 zaméstnancill). Néasledujici tabulka zachycuje pocty bodt z testu z anglic-
kého jazyka vSech zaméstnancti po absolvovani kurzu

kurz Analfabet 37 41 36 48 42 36 42 44 40 34
kurz Buran 38 43 43 47 52 44 41 42 42 39

Jak byste otestovali, Ze mezi kurzy neni rozdil.

Nejde o samotné provedeni testu, ale o jeho podrobné vysvétleni (tj. definujte
vhodny model pro data, nulovou a alternativni hypotézu, testovou statistiku a
kriticky obor).

4. Mame k dispozici ildaje o mzdéach 100 zaméstnanct v jedné velké pojistovné.
Déle u téchto zaméstnancti médme informaci o tom, zda vystudovali MFF UK
¢i jinou Skolu. Navrhnéte test (tj. definujte vhodny model pro data, nulovou a
alternativni hypotézu, testovou statistiku a vzorec pro vypocet p-hodnoty), kte-
rym bychom chtéli prokdzat, Ze absolventi MFF UK maji spiSe vy$§i mzdy nez
absolventi jinych 8kol.

5. Mame dva generatory nezavislych ¢isel z néjakého konkrétniho rozdéleni. Z kaz-
dého generatoru jsme ziskali 500 ndhodnych c¢isel. Navrhnéte test (tj. definujte
vhodny model pro data, nulovou a alternativni hypotézu, testovou statistiku a
kriticky obor), pomoci kterého bychom otestovali, Ze oba generédtory generuji
ndhodna cisla ze stejného rozdéleni.
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7. JEDNOVYBEROVE A DVOUVYBEROVE
PROBLEMY PRO BINARNI DATA

V této kapitole se budeme zabyvat bindrnimi velicinami, které nabyvaji pouze dvou
hodnot.

7.1. JEDNOVYBEROVY PROBLEM

Alternativni rozdéleni je nejjednodusS$im modelem pro kategoridlni veliCinu, kterd
nabyva pouze dvou hodnot zakédovanych jako 0 a 1. Necht px € (0,1) je pravdé-
podobnost, Ze dany jedinec je klasifikovan do kategorie 1.

Necht Yi,...,Y, je nahodny vybér z alternativniho rozdéleni Alt(px) zaznamena-
vajici klasifikaci n jedincti do kategorii 0 a 1. Ozna¢me pocet jedinct klasifikovanych
do skupiny 1 jako X, = } i, ¥;. Tato velicina ma rozdéleni Bi(n, px) (viz véta 2.3(iv)).
Pocet jedincu klasifikovanych do skupiny 0 je n — X,, ~ Bi(n, 1 — px).

Nestrannym a konsistentnim odhadem parametru px je relativni ¢etnost

-~ Xn ?zl Yi

=== e

Jeho vlastnosti vychdzeji z vlastnosti priméru a jsou shrnuty ve vété 2.3.

7.1.1. CLOPPEROVA-PEARSONOVA METODA

Nejprve se budeme zabyvat metodami pro sestrojeni intervalu spolehlivosti pro prav-
dépodobnost px a pro testovani hypotéz o px zaloZenymi na pfesném rozdéleni sta-
tistiky X, tj. Bi(n, px) .
Uvazujme hypotézu Hy : px = po proti alternativé H; : px # po. Stanovme kriticky
obor
Hp zamitneme < X, < c¢;(a) nebo X, > cy(a),

kde c; (@) je nejvétsi celé cCislo, které spliuje

cL(@)

P(BiCn o) < cu(a)) = 3 (?)vé(l —po)" <

=0

a cy(a) je nejmensi celé Cislo, které splnuje
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7. Jednovybérové a dvouvybérové problémy pro bindrni data

Tento test (zvany Clopperiiv-Pearsoniiv) ma hladinu, jeZ nepfesahuje a (vzhledem
k diskrétnimu rozdéleni testové statistiky nelze vZdy dosdhnout stanovené hladiny «).
P-hodnota tohoto testu je ddna vzorcem:

p(x,) = 2 min {P(Bi(n,pg) < xn), P(Bi(n, po) > x,,)} = 2min {Go(xn), 1 - Go(xn — 1)},

kde Gy je distribuc¢ni funkce Bi(n, py) a x,, je napozorovand hodnota X,,.

Nyni feSme ulohu sestaveni intervalu spolehlivosti pro px s pravdépodobnosti po-
kryti (alesponl) 1 — a. Podle (dualita intervalt spolehlivosti a testovdni), mtiZeme se-
stavit poZzadovany interval spolehlivosti jako mnoZinu obsahujici vSechny parametry
p € (0,1), pro néz pii pozorovanych datech X,, Cloppertiv-Pearsontiv test nezamita
hypotézu Hy : px = p proti alternativé H; : px # p. OznaCme jesté G, distribucni
funkci rozdéleni Bi(n, p). Potom

1S, ={p € (0,1) : p(Xp) > a, kde p(X,) je p-hodnota testu Hy : px = p}
={p €(0,1) : 2min{G,(Xn), 1 - G,(Xn - 1)} > a}

Xn n
= {p €(0,1): Z (’;)pj(l -p) > % a zaroven Z (7)pj(1 -p)i> g}
j=0 J=Xn

Tj. interval spolehlivosti bude tvaru (p;, py), kde p; a py nalezneme jako feSeni na-
sledujicich rovnic

n Xn
Y (Jpa-eri=g S(Npa-pri-g

=X, j=0

\S)

Da se ukdzat, Ze p; a py 1ze explicitné vyjadfit a dostdvame interval ve tvaru

Xnqr(a@) (Xn + gy (@)
Xpgr(a)+n—-X,+1" (X, +Dgu(a) +n-X, |

kde g;(a) je a/2-kvantil rozdé€leni Fox, 2 (n-x,+1) a qu (@) je (1-a/2)-kvantil F>x, +1)2(n-x,,)-
Pokud X,, = 0, poloZime dolni mez intervalu rovnou 0, pokud X,, = n, poloZime horni
mez intervalu rovnou 1.

Vyse uvedeny interval se nazyva Clopperiiv-Pearsoniiv interval spolehlivosti pro
parametr binomického rozdéleni. Vyhodou tohoto intervalu je, Ze pravdépodobnost
pokryti ma hodnotu alesponi 1 — a pro jakykoliv rozsah vybéru. Jeho nevyhodou je,
Ze jeho pravdépodobnost pokryti mtize byt o hodné vy3si nez 1 — a a Ze miv4 prili§
velkou délku.

Nyni se muZeme vratit ke Clopperové-Pearsonoveé testu hypotézy Hy : px = po proti
alternativé H; : px # po. Misto toho, abychom slozité pocitali kritické hodnoty ¢, (a) a
cu (@), spocitdme Cloppertiv-Pearsontv interval spolehlivosti a Hy zamitneme, pokud
po vV tomto intervalu neleZi.
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7. Jednovybérové a dvouvybérové problémy pro bindrni data

7.1.2. KLASICKA ASYMPTOTICKA METODA

V prikladé uvedeném v kapitole 3.4.2 na str. 56 jsme odvodili asymptoticky interval
spolehlivosti pro px zaloZeny na bodé (iii) véty 2.3 a Sluckého vété. Podle (3.6) plati

2, = YL Pn=Px) 4 oo,

Vﬁn(l - 5n) "

Toto tvrzeni lze pouzit k odvozeni asymptotického testu hypotézy Hy : px = po
proti alternativé H; : px # po s kritickym oborem

‘/ﬁ (ﬁn - pO)
Vﬁn(l - ﬁn)

Z duality testovéni a interval( spolehlivosti (tvrzeni 4.2(ii)), mGZeme interval spo-
lehlivosti pro px najit jako

Hy zamitneme < > U_g)2. (7.1)

W Pn— o Pn(1=pn = Pn(1=pn
1S, = {p €(0,1): \/% < ul—a/Z} = (pn - ul—%\/an)) Pn + ul—%\/an) )

Za povSsimnuti stoji to, Ze tento interval spolehlivosti odpovid4 intervalu spolehlivosti
pro px z kapitoly 3.4.2.

Nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze pokud py je blizké nule nebo jedné, pak je zapo-
trebi relativné velky pocet pozorovéni, aby asymptotickd aproximace fungovala spo-
lehlivé. V praxi se nékdy doporucuje, Ze je potifeba mit alespon 5 tspéchu a alespon
5 neuspéchii. Za povsimnuti také stoji, Ze krajni body intervalu spolehlivosti mohou
byt mensi neZ 0 nebo vétsi nez 1.

Cviceni. JelikoZ alternativni rozdéleni nélezi do £2, tak bychom také mohli pouzit
(asymptoticky) ¢-test, viz kapitola 5.3. Ukazte, Ze v tomto piipadé by méla testova

statistika tvar R
vNn — 1 (pn - pO)

Vﬁn(l - ﬁn)
a porovnavali bychom ji s kvantily #,_;-rozdéleni. Dostali bychom tedy test, ktery je

wev s

o trochu konzervativnéjsi nez test uvedeny v (7.1).

T, =

7.1.3. WILSONOVA METODA

Wilsonova metoda je zaloZena pfimo na bodé (iii) véty 2.3
\/ﬁ (ﬁn - pX) d
Vpx(1=px) "7

bez aplikace Sluckého véty. Za platnosti hypotézy Hy : px = po zndme px a toho vyu-
zijeme k sestaveni kritického oboru

W, = N(0, 1)

\/ﬁ (ﬁn - pO)
vVpo(1 = po)

Hy zamitneme < > Uy_g)2.
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7. Jednovybérové a dvouvybérové problémy pro bindrni data

Tento test se nazyva Wilsontiv.
Interval spolehlivosti najdeme opét pomoci duality mezi testovdnim a intervaly

spolehlivosti jako

Vi (pup)
p(1-p)

IS, = {p €(0,1): < ul_a/z}.

Po tpravé (vyreSeni kvadratické rovnici pro p) dostaneme asymptoticky interval s kraj-
nimi body
2
7Y u- _ ﬁn(l_ﬁn) u? 1
(””’L%”‘ T"Lm)m’
kde u je zkracené znaceni pro u;_,/2. Tento interval se téZ nazyva Wilsoniiv. V litera-
tufe se uvadi, ze Wilsontiv test a interval dava piesn€jsi vysledky nez metody z kapi-
toly 7.1.2.
Je zajimavé si povSimnout, Ze stfed Wilsonova intervalu lze vyjadrit jako vdZeny
prameér w,p, + (1 — wy,)1/2, kde w, = (1 + u?/n)"! — 1 pro n — co. Pocitdme-li 95%
interval spolehlivosti, pak stfed Wilsonova intervalu je zhruba (X, + 2)/(n + 4).

7.1.4. LOGITOVA METODA

" Logitova metoda je zaloZena na $anci misto na pravdépodobnosti.

Definice 7.1 Necht tspéch nastava s pravdépodobnosti p. Podil % pravdépodob-
nosti tispéchu a netspéchu se nazyva Sance' na tspéch.

Pojem Sance se béZzné pouziva pti kursovych sazkéach.

Zvolme jako odhadovany parametr logaritmus Sance 0x = log lf);x. Tomuto para-
metru se bézné fikd logit, transformace g(x) = log (1) se nazyva logitovd. Logitova
transformace g(x) je rostouci a spojité diferencovatelna pro x € (0,1) a zobrazuje
interval (0, 1) na R. Inversni transformace je g~1(y) = 22U 1 ogaritmus Sance 6y

1+exp{y}’
tedy miize nabyvat libovolné hodnoty v R a miZeme z ni vyjadrit pravdépodobnost

px jako px = exp{0x}/(1 +exp{Ox}).
Logaritmus Sance 6x odhadneme transformaci g(p,) odhadu p,,. Dostaneme od-
had

§n = lOg (lf;’l)\n)’

ktery je podle zdkona velkych cisel (tvrzeni 1.5) a véty o spojité transformaci (tvr-
zeni 1.2) konsistentnim (neAvéak nestrannym) odhadem 0x.

Asymptotické rozdéleni 6, ziskdme aplikaci bodu (iii) véty 2.3 a delta metody (tvr-
zeni 1.7).

Véta 7.1 Necht px € (0, 1). Pak plati
@

~ d
VL (B = 0x) = N(0 5+ )

" Tato kapitola nebyla probrana na ptednasce. T Angl. odds
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(ii)
X)) 7 d
LX) (g, — ox) —— N(0,1).
Oznacme D, = /m Je to vlastné odhad smérodatné chyby 6,,.
Na zédkladé véty 7.1 miiZeme sestrojit asymptoticky test hypotézy Hy : px = po.
Oznacme 6y = log 1’_’ ‘;0. Hypotézu Hy mlizeme prepsat jako Hp : Ox = 6y a zamitdme
ji ve prospéch alternativy H; : 6x # 6 pokud

1 |~
D_n Qn - 60‘ > Ul-q/2-
Tento test nazveme logitovy.
Interval spolehlivosti pro 0x s pravdépodobnosti pokryti konvergujici k 1 — ¢ méa
tvar _ _
(Hn — ul_%Dn, 0, + ul_%Dn) .

Aplikujeme-li rostouci funkci g=! na oba krajni body tohoto intervalu, dostaneme

asymptoticky 100(1 — a)-procentni interval spolehlivosti pro px ve tvaru

_ﬁ’i e*ul—a/ZDn _ﬁ’i eulfa/2Dn
1-pn 1-pn
— ) = . (7.2)
1+ p_’}\e_ul—a/an 1+ p_f‘\eul—a/ZDn
I_Pn I_Pn

Interval (7.2) nazyvame logitovy. Oba jeho krajni body jisté lezi uvnitf (0, 1). Navic
konvergence 8, k normalnimu rozdéleni je rychlejsi nez konvergence 5, takZe limitni
aproximace zaloZend na 6, je presnéjsi nez aproximace zalozend na p,,. Logitova me-
toda patfi spolu s Wilsonovou k metoddm doporucovanym v literatute.

7.2. DVOUVYBEROVY PROBLEM

Necht Y11,..., Y1, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni Alt(p;) a Y1, ..., Yo, je
ndhodny vybér z Alt(p2). Ozna¢me X; = 3.1 | Yi; a X = 27" Y2;. Budeme se tedy zaby-
vat porovnanim dvou nezavislych binomickych veli¢in X ~ Bi(n, p1) a X2 ~ Bi(m, p2).
Chceme zjistit, zdali a jakym zptisobem se li§i pravdépodobnosti p; a p-. Jejich odlis-
nost miiZzeme vyjadfit riznymi zptisoby, z toho ndm vyplyne nékolik variant odhadt
a testt.

Pokud veli¢iny X; a X, udavaji pocty néjakych negativnich uddlosti (smrt, nemoc,
ztradta zaméstnani, porucha, bankrot) parametry p; a p» nazyvame riziky udélosti
v obou populacich. Pravdépodobnosti (rizika) p; a p, mtZeme odhadnout relativnimi
cetnostmi p; = X1 /n, p» = X2/ m. Jejich vlastnosti shrnuje véta 2.3.

Pravdépodobnosti (rizika) p; a p» zpravidla porovndvame jednim ze tii nasleduji-
cim zptlisobu:
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1. rozdil pravdépodobnosti (nértst rizika)” dx = p; — p2, odhadujeme pomoci d=
p1 - P2;

3>

2. podil pravdépodobnosti (relativni riziko") rx = 2, odhadujeme pomoci 7 =

T ;

_nd-p) _ X1(m=Xp)
T pe(l-p1) T Xe(n-Xp)°

3. pomér $anci’ oy = Z;%:ZB = Z;E}:Zf;, odhadujeme pomoci o

Pro kazdé z téchto porovnani budeme potrebovat asymptotické rozdéleni prislus-
ného odhadu. U vSech asymptotickych vysledki budeme stejné jako v kapitole 6 pred-
pokladat, Ze

n—o, m-—ooo, n/m-—qe 0 ). (7.3)

Vysledky uvadéné v této kapitole vSak plati i tehdy, je-li pevny pouze celkovy pocet

pozorovani n+m, zatimco rozsahy vybérti n a m jsou ndhodné (viz diskuse na str. 114).
VSimnéme si, Ze pomoci centralni limitni véty mame

Vn (p1 - p1) < N(0,p1(1-p1)) a Vm (P2 — p2) < N(0, p2(1 - p2)).

Déle diky nezavislosti p; a p» dostaneme stejnym zptisobem jako v diikazu véty 6.2

pL—p1)| d 0 pi(1-p1) 0
. N , q . 7.4
M(pz—l?z) - 2((0) ( 0 p(l-p2) i

7.2.1. RozDiLY PRAVDEPODOBNOST{, NARUST RIZIKA

Odlisnost obou rozdéleni mtzeme vyjadrit napt. rozdilem pravdépodobnosti (rizik)
dx = p1 — p2, jeZ tik4, o kolik je vétsi riziko v populaci 1 neZ v populaci 2. Tento para-
metr miize nabyvat hodnot —1 az 1, nulova hodnota odpovid4 totoznym pravdépo-
dobnostem v obou populacich.

Nestrannym a konsistentnim odhadem parametru dy je d = by — po.

Tvrzeni 7.2 ¥ Necht p1, p» € (0,1) a plati (7.3). Potom

d—dx

p1(1-p1) |, p2(1-p2)
\/ n + m

4, N, 1).

Diikaz. Budeme postupovat podobneé jako v diikazu véty 6.2.
Nejdrive prepiSeme
d - dx B Vm (67 - dx)
\/ﬁl(l_ﬁl) + 20op2) \/51(1 -pV5 +p2(1-p2)

n

* Angl. risk difference, excess risk T Angl. relative risk ¥ Angl. odds ratio S Tvrzeni 7.2,7.3a7.4
byly odprednédSeny dohromady jako tvrzeni 7.1.
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7. Jednovybérové a dvouvybérové problémy pro bindrni data

Nyni s pomoci zdkona velkych ¢isel (tvrzeni 1.5) a véty o spojité transformaci (tvr-
zeni 1.2) se ukdze, Ze

— ———— p -
\/Pl(l—l?l)% +p2(1-p2) — \/w +p2(1=p2).

Pomoci Cramérovy-Sluckého véty (véta 1.3) tedy zbyvé dokazat, Ze
~ d _
Vim (d - dx) <5 N(0, L2 4 py (1 - py)),

coZ plyne podobné jako v diikazu véty 6.2 ze sdruZzené asymptotické normality od-
hadl p; a po v (7.4). O

Pro asymptoticky test hypotézy Hy : dx = 0 proti alternativé H; : dx # 0 pouZijeme
testovou statistiku _
=~ d
Ty =
\/1171(1—1?51) 4 P2(1=p2)

n m

a hypotézu zamitneme pokud ’Td| > Ul_q/2-
Z tvrzeni 7.2 dostaneme postupnymi tipravami

P[;{_ SN (YU YN ATE SIS APY SRR (U= AN XT=3) G

Odtud ziskame asymptoticky interval spolehlivosti pro rozdil pravdépodobnosti dy.

Poznamka. JelikoZ za nulové hypotézy Hy : dx = 0 je p1 = p», tak lze misto T; pouZit
testovou statistiku

—~

d
T =
JPL=P)(5+ %)

kde p = % je odhad spolec¢né pravdépodobnosti ispéchu za nulové hypotézy. Tes-
tova statistika T; mé za nulové hypotézy asymptoticky rozdéleni N(0, 1). Vyhodou této
statistiky je, Ze se ukazuje, Ze skutecna hladina testu zalozeného na T je zpravidla
blizsi pfedepsané hlading, nez skute¢nd hladina testu T;. Nevyhodou vsak je, Ze sta-
tistika T; se neda vyuZit ke konstrukci intervalu spolehlivosti pro rozdil pravdépo-

dobnosti dx = p1 — po.

) (7.5)

Cviceni. Alternativné bychom mohli pouZit (asymptoticky) dvouvybérovy t-test (viz
kapitola 6.2) hypotézy Hy : ux = py. DokaZte, Ze v tomto pfipadé md testova statistika
T,,m tvar

~ d
\/f’l(l—ﬁl) 4 P2(=p2) .

n-1 m-1
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7. Jednovybérové a dvouvybérové problémy pro bindrni data

7.2.2. PODILY PRAVDEPODOBNOSTI, RELATIVNI RIZIKO

Jiny zptsob, jak vyjadfit odlisnost pravdépodobnosti (rizik), je relativni riziko rx =
p1/p2. Tento parametr k4, kolikrat je vétsi riziko v populaci 1 neZ v populaci 2 a mtize
nabyvat hodnot v intervalu (0, ). Pravdépodobnosti (rizika) v obou populacich jsou
totozné prave kdyz rx = 1.

Konsistentnim (nikoli nestrannym) odhadem parametru rx je 7= p1/p-.

I kdyz bychom mohli odvodit asymptotické rozdéleni odhadu 7 = p; /p», tak se uka-
zuje, Ze normalni aproximace funguje rychleji pro logaritmus tohoto podilu.

Tvrzeni 7.3 Necht py, p2 € (0, 1) a plati (7.3). Potom

logr-1
08T Z08TX 4, (o, 1).
1—171 + I—Bz
np1 mp2
Diikaz. Opét budeme postupovat podobné jako v ditkazu véty 6.2.
Nejdiive prepiSeme

log7—logry vm(log7-logrx)

15 15 151 1P
R A /] m Py 2P
npy | mp nopi

Nyni s pomoci zdkona velkych c¢isel (tvrzeni 1.5) a véty o spojité transformaci (tvr-
zeni 1.2) se ukaze, Ze

1-p, 1-p, P 1- 1-
m2pr 7P~ [17PL 17P2
n. pi p2 qp1 p2

Pomoci Cramérovy-Sluckého véty (véta 1.3) tedy zbyva dokazat, Ze

-~ d - -
Vi (log7-logrx) =5 N(0, 22 + L22).

To vSak plyne z delta-metody (tvrzeni 1.7) a ze sdruZzené asymptotické normality (7.4),
nebot gradient funkce
g(p1,p2) =log (L)) =logp: —logp:

je (pil, ;—21) Tudiz asymptoticky rozptyl ndhodné veli¢iny vm (log7 - rx) je

_ 1
(L —_1) w 0 nl_l-p 1-po
e 0 p2(1—p2) ;—21 qapi p2

O

Chceme otestovat, jestli logrxy = 0 neboli ry = 1. Pro asymptoticky test hypotézy

Hy : rx = 1 proti alternativé H; : ry # 1 pouZijeme testovou statistiku

log7

= —5
1-p1 + 1-p2
np1 - mpz
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7. Jednovybérové a dvouvybérové problémy pro bindrni data

a hypotézu zamitneme pokud |T;| > u1_q2.

Z tvrzeni 7.3 dostavame

P log'f— Ul—a/2

"Pl npy mp2

1-p; 1-
<long<logr+u1 ajor| 2+ EZ]—>1—a.

Odtud pak asymptoticky interval spolehlivosti pro rx ve tvaru

- [1- 1-pr |, 1-p»
(reXp —Ul-q/2 npl reXp Ul—q/2 L + s ||

Cviceni. Jak by vypadal kriticky obor hypotézy H, : rx = 2 proti alternativé H; : rx #
2?

7.2.3. POMER $ANCI
Ttfetim moznym zptsobem vyjadieni odlisnosti dvou pravdépodobnosti je pomér sanci

_p/A=p) _pr(1-p2)
p2/(1=p2)  p2(l-p1)

Tento parametr fikd, kolikrat je vétsi Sance v populaci 1 nez v populaci 2. Miize na-
byvat hodnot v intervalu (0, «). Pravdépodobnosti (rizika) v obou populacich jsou
totoznd praveé kdyz ox = 1.

Konsistentnim (nikoli nestrannym) odhadem parametru oy je

52 pi(1-p2) _ Xa(m—Xp)
p2(l-p1) Xo(n—-Xp)°

I kdyZ bychom mohli odvodit asymptotické rozdéleni odhadu o = Z 18 Z 2;, tak se

ukazuje, Ze normadlni aproximace funguje rychleji pro logaritmus tohoto odhadu.

Tvrzeni 7.4 Necht p1, p2 € (0,1) a plati (7.3). Polozme

)

1 1 1 1 ! 1 1 1

— + — + — = — + + .
I’L(l - pl) mp» m(l - pg) X] n-— X1 Xz m — Xz

o

Pak log 5 —1
0807 080x 4, N0, 1).

—~

Vo
Diikaz. Podobné jako v dikazu véty 6.2 nejdfive prepiSeme

logo —logox _ Vm (logo —logox)

—~ —~

Vo mV
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7. Jednovybérové a dvouvybérové problémy pro bindrni data

Nyni s pomoci zdkona velkych ¢isel (tvrzeni 1.5) a véty o spojité transformaci (tvr-
zeni 1.2) se ukdze, Ze

—_ P

[ m m 1 1 1 1 1 1

)’l = _—= — ey = _ aa———— —) _ -1 - 1 N .
Vo \/nm + n(1-p1) + p2 + (1-p2) \/qm + q(1-p1) + p2 + (1-p2)

Pomoci Cramérovy-Sluckého véty (véta 1.3) tedy zbyvé dokazat, Ze

~ d 1 1 1 1
Vm (logo - logox) — N(O, ey t et —(1—p2))’

coz plyne pouzitim delta-metody (tvrzeni 1.7) z (7.4), nebot gradient funkce
p1 / p2
1- pl 1- pg

1 1 1).

g(p1, p2) =log ( ) =logp1 —log(1 — p1) — log p» —log(1 — p»)

. 1 _1
Je (Pl 1-p1’ p2  1-p2

O

Pravdépodobnosti (Sance) v obou populacich jsou totozné pravé kdyz ox = 1 ne-
bolilog ox = 0. Pro asymptoticky test hypotézy Hy : ox = 1 proti alternativé H; : ox # 1
pouZijeme testovou statistiku

T, = logo

S

a hypotézu zamitneme pokud |T,| > u1_q/2.

Z tvrzeni 7.4 dostavame
P[loga— ul,a/g\/i <logox <logo + ula/g\/i] —1-a,

odkud dostavdme asymptoticky interval spolehlivosti pro pomér Sanci ox ve tvaru
(59XP{—M1—a/2\/‘7o}, 5eXP{u1—a/2 Vo })

Cviceni. Jak by vypadal kriticky obor hypotézy Hy : ox < 2 proti alternativé H; : ox >
2?
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7. Jednovybérové a dvouvybérové problémy pro bindrni data

Pripravné priklady ke zkouSce.

Vase reSeni by melo vZdy obsahovat matematicky model. V pripadé testovdni hy-
potéz, pak také testovou statistiku a jeji presné (¢i asymptotické) rozdéleni za nulové
hypotézy. Ddle pak kriticky obor nebo vzorec pro vypocet p-hodnoty. Mélo by byt také
receno, zda je dany test presny nebo asymptoticky. Podobné u intervalu spolehlivosti.

1. Mezi 100 dotdzanymi vysokoskolaky by volilo hnuti Autoritdrsky Naciondlniho
Obrozeni 11 respondentti, zatimco mezi 200 respondenty s nejvyse stfedoskol-
skym vzdélanim by to bylo 84 respondentu.

a) Muze se byt hnuti jisté tim, Ze mezi respondenty s nejvysSe stfedoSkolskym
vzdélanim md podporu alespon 35 % ?

b) D4 se fict, Ze respondent s vysokoSkolskym vzdélanim m4 alespon dvakrat
mensi pravdépodobnost, Ze bude volit dané hnuti?

2. Starosta by rdd usporadal novoro¢ni ohriostroj, ale neni si jisty, jak by to ob¢ané
prijali. Proto si nechal udélat priizkum, ve kterém ze 100 dotazovanych ob¢anti
by 61 novoro¢ni ohtiostroj ptivitalo. MiZe mit starosta na zdkladé téchto dat do-
statecnou jistotu, Ze vice neZ polovina ob¢anti by novoro¢ni ohnostroj uvitalo?
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8. MULTINOMICKE ROZDELENTI A
KONTINGENCNI TABULKY

V této kapitole se budeme zabyvat kategoridlnimi velicinami, které mohou obecné
nabyvat dvou nebo vice hodnot. Pojem kategoridlni veli¢ina byl vyloZen v kapitole 3.2.2.
Stru¢né feceno, jde o diskrétni veli¢inu nabyvajici kone¢né mnoha hodnot, typicky
1,..., K, jejizhodnoty nemusi mit numerickou interpretaci, ale oznacuji clenstvi v né-
jaké skupiné (kategorii). Parametry pouZzivané v analyze kategoridlnich dat jsou ty-
picky pravdépodobnosti jednotlivych hodnot.

8.1. MULTINOMICKE ROZDELEN{

Multinomické rozdéleni zobecriuje binomické rozdéleni na situaci, kdy kategoridlni
veli¢ina mtiZe nabyvat vice nez dvou hodnot.

MULTINOMICKE ROZDELENI: DEFINICE A VLASTNOSTI

Definice 8.1 (Multinomické rozdéleni) Necht K > 2 a n > 1 jsou pfirozena Cisla a
p=(p1,...,px)" je vektor konstant spliujici px > 0 Vk a Y5_, px = 1. Ndhodny vektor
X = (Xi,...,Xk)" mé multinomické rozdéleni Multy (n, p), pravé kdyz jeho hustota
vzhledem k soucinové ¢itaci mife na ZX je

n!
L - A
P[X1 =x1, X2 = x2,..., Xg = x¢| = xr € No Yk
0 jinak.

Multinomické rozdéleni je rozdéleni poc¢tu pozorovéani pridélenych do kazdé z K
moznych prihradek v n nezavislych experimentech, pficemz v kazdém experimentu
jsou pravdépodobnosti pfifazeni do jednotlivych pfihrddek dény slozkami vektoru
pravdépodobnosti p.

Véta 8.1 (Rozklad multinomického rozdéleni.) NechtYyj,...,Y, jsou nezavislé ndhodné
vektory s rozdélenim Multgx (1, p). Pak 7', Y; ~ Multg (n, p).

Diikaz. Budeme postupovat indukci.

Pro n =1 tvrzenti plati trividlné.
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8. Multinomické rozdéleni a kontingencni tabulky

Predpokladejme, Ze véta plati pron — 1. Tj. X = Z?;ll Y; ~ Multg(n - 1, p). UkdZeme,
7e X +Y, ~ Multg(n, p).

Ozna¢meY, = (Ya1...., Y, K)T apro Yr_, x¢ = n s vyuzitim indukéniho pfedpokladu
pocitejme

P[X1+Yn1 =x1,...,XK+YnK =xK]

P[X1+ Va1 =x1,..., Xk + Yok = xx | Yok = 1] P[ Ve = 1]

P[Xk =xx—LX;= x]',Vj;&k] P[Ynk = 1]

(n-1)! K
o Il A

1 (= 1)! H] 1jzk X! j=1,j#k

_ —1)'(l—llp )Zx =—,P1 p1x<1<_

DM T T

~
Il

O
Véta 8.2 (Vlastnosti multinomického rozdéleni.) Necht X ~ Multx(n, p). Pak
(1) X ~ B'(nr Pk);
(i) E Xy = npy, var X = npi(1 - pr),
(iii) cov (Xj, Xx) = —npjpx, pro j # k,
(iv) varian¢ni matice X je
varX =n [diag (p) —p®2],
kde diag (p) je diagondlni matice, kterd mé na diagondle prvky vektorup = (py, ..., px)

ap® =ppl.
Diikaz. Dle véty 8.1 si mizeme X reprezentovat jako X = Y., ¥;, kde Y3, ..., Y jsou
nezdvislé ndhodné vektory s rozdélenim Multk (1, p).

Cast (i) plyne z toho, Ze X; = 2., Yix a €ast (ii) plyne z vlastnosti binomického roz-
déleni.

Cast (iii). Pomoci vyse uvedené reprezentace pro j # k pocitejme

ZYwZYz
i=1

= Z cov (Y, Yix) = ncov (Yij, Yi)
i=1

n

Z v (Y, Yie)

i=1 I=1

cov (Xj, Xi) = cov

= n (EY;Yi — EYi EYix) = —npjpi,

kde jsme vyuzili toho, Ze cov (Y;;, Yix) = 0 pro i # j (z nezavislosti ndh. vektort1 Y; a Y;),
EY;;Yit = 0 (nebot pouze jedna slozka vektoru Y; je nenulovd), EY;; = p; a E Y = px.
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Cast (iv). Z ¢asti (ii) a (iii) plyne

npi(l1-p1)  -npip2 ... —npipx
var X =| Tpepr np(l-p2) ... -npppx | _ (diag (p) - pp"]-
—npkp1 -npgp2 ... npx(l-pk)
O
Véta 8.3 (Asymptotické vlastnosti multinomického rozdéleni.)
Necht X, =X,... ,XnK)T ~ I\/IuItK(n,p). Pak
(i) .
W(Xn np) —— Ni (0, diag (p) - p™°),
(ii)
Z (Xnx — npr)*  d .2
] np n—oo K-1
Diikaz. Cast (i). Diky vété 8.1 si miizeme X, reprezentovat jako X, = .Y, kde
Y1,..., Y, jsou nezdvislé ndhodné vektory s rozdélenim Multx (1, p). Z véty 8.2 pak

vime, Ze
EY; =p, varY; = diag (p) — p®?

Tedy pomoci centrdlni limitni véty pro nezdavislé stejné rozdélené ndhodné vektory
(tvrzeni 1.6)

\/_ZY D) ———>NK(0d|ag(p) p® )

Cast (ii). VSimnéme si, Ze

K 2
Xk -
y Gk 1P _ g1,

= npk
kde )
Z, = ﬁdiag (\%)(Xn - np).
S vyuzitim Casti (i)
Zy —2 Z ~ Ng(0,3), (8.1)
n—o0
kde diag (‘/%) je diagondlni matice s prvky v%, . \/%7 na diagonale.

T = diag (\/%) [diag (p) — p®*|diag (\/iﬁ) = Ix — vVp™2.
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Vsimnéme si, ze
®2 ®2 ®2 T T
Ik =vp ™) (lk =vVP™") =k =2+P"" +VPVP VPVP
nebot p' v/p = 1. Tudiz matice Ix — /p®* je idempotentni.
Ddle z (8.1) a véty o spojité transformaci (tvrzeni 1.6) vime, Ze

z1z, -2

n—oo

Z'z.
Nebot matice £ = Ig — \/ﬁ®2 je idempotentni, tak pouZitim lemmatu A.4 s A = [

dostavame, Ze kvadratickd forma Z' Z ma y2-rozdéleni s poctem stupriti volnosti

K

tr (AZ) =tr (Ix - VP**) =K - ) ppr =K - 1.
k=1

8.1.1. ODHADY PARAMETRU MULTINOMICKEHO ROZDELEN{

Pro odhadovani jednotlivych parametrti pi, testovani hypotéz o py a konstrukci inter-
valovych odhadt pro pr miZzeme pouZit metody popsané v kapitole 7.1, nebot podle
véty 8.2(i) plati Xy ~ Bi(n, pi).

Cely vektor p odhadneme pomoci p, = . SdruZené asymptotické rozdéleni od-
hadu p,, ziskdme z véty 8.3(i):

~ 1 .
Vi (pn —p) = —=(X - np) HLO; Nk (0, diag (p) - p®?).

\Vn
Pro libovolny vektor konstant ¢ o délce K, plati
Vit (e7u — €"p) —— N(0, " [diag (p) - p*2]c).
n—oo
Neznamy asymptoticky rozptyl V; = ¢ [diag (p) — p®?]c miiZeme odhadnout pomoci
V. = ' [diag (Pn) - P ]c.
Pokud V, # 0, pak dostaneme ze Sluckého véty (tvrzeni 1.3)

‘/ﬁ (CTﬁn - CTp) d
~ n—oo

V.

N(0, 1). (8.2)

Odtud muzeme snadno odvodit asymptoticky test hypotéz

Hy : CTp =v, H: CTp # Y0-
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Vezmeme testovou statistiku

kterd md podle (8.2) za platnosti hypotézy asymptoticky normované normalni rozdeé-
leni a Hy zamitneme préaveé kdyz |T;| > u1_q2.
Asymptoticky interval spolehlivosti pro ¢ p zaloZzeny na konvergenci (8.2) jest

T~ V. T= V.
(C Dn — Ul-q/2\ 77» C Pn +Ul—q/2 ;”)-

Vektor ¢ vybereme tak, aby sou¢in ¢' p vytvoril linedrni kombinaci parametrt, kterd
nds v dané aplikaci zajimd. Chceme-li napriklad védét, zdali pravdépodobnosti prvni
a posledni kategorie jsou stejné, a sestrojit interval spolehlivosti pro rozdil jejich hod-
not, zvolime ¢ = (1,0,...,0,-1)T a yy = 0.

Poznamka. Podobné pomoci A-metody (tvrzeni 1.7) lze provadét statistickou infe-
renci pro jakoukoliv (dostatecné hladkou) jednorozmérnou parametrickou funkci 6 =

g(p) takovou, ze V(p) = Vg(p) [diag (p) - p®*] [Vg(p)]T > 0.

8.1.2. y?>-TEST DOBRE SHODY PRO MULTINOMICKE ROZDELEN{

Pojmem y?-test dobré shody” rozumime test hypotézy Hy : p = p° zaloZeny na vété 8.3(ii).
Tato hypotéza rikd, ze pravdépodobnosti kategorii p = (py,...,px)" jsou rovny pre-
dem stanovenym hypotetickym pravdépodobnostem p° = (p?,...,p2)7, tj. pr = p?
pro vSechna k € {1,...,K}.

Plati-li hypotéza Hy, pak testovd statistika

K (X - npQ)®

0
k=1 npy

P =

ma podle véty 8.3(ii) asymptotické rozdéleni xi_l.

Testova statistika porovnava pozorovanou cetnost X v kategorii k s Cetnosti np,‘g
ocekdvanou za platnosti hypotézy. Velké hodnoty testové statistiky svédci proti Hp.
Hypotézu Hj zamitneme, pokud

Hy zamitneme < xz > X%(—l(l -a), (8.3

kde y2 | (1 - a) znaci (1 - a)-kvantil rozdéleni y% .
Necht s, je napozorovana hodnota testové statistiky y?. Asymptotickou p-hodnota
tohoto testu spoc¢teme pomoci vzorce (4.12)

p(a:) =1- GK—1(5$),

kde Gi_; je distribu¢ni funkce y?-rozdéleni o K — 1 stupnich volnosti. Zde konci
predn. 20
6.12.)

" Angl. y2-test of goodness of fit
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8. Multinomické rozdéleni a kontingencni tabulky

Poznamka. Asymptotickd aproximace y? rozdélenim vyZzaduje, aby celkovy pocet po-
zorovani n byl dostatecné velky. Jako jednoduché orienta¢ni pravidlo miizeme vzit
napf. pozadavek, aby ocekdvané cetnosti npg prekrocily 5 ve vSech kategoriich k €
{1,...,K}". Vyskytuji-li se v hodnotach X velmi malé cetnosti nebo nuly, y? aproxi-
mace muZe byt velmi nepfesna.

Poznamka. Vezmeme-li K = 2, p? =po, Xo =n-Xj, pg =1 - poy, dostaneme

2

Vpo(1 = po)

Tedy testova statistika y? testu pro K = 2 kategorie je rovna ¢tverci Wilsonovy testové
statistiky uvedené v kapitole 7.1.3.

V= (X1 — npo)? N [n - X1 — n(1-po)l?
npo n(1 - po)

Pozndmka. Za povSimnuti stoji, Ze pro K > 2 se jiz hypotéza a alternativa nedaji
vyjadrit pomoci jednorozmérného parametru. Tudiz jiz v tomto pripadé nelze nijak
jednodusde vyuzit duality intervalovych odhadu a testovani hypotéz (viz tvrzeni 4.2).
Podobny postreh plati pro vSechny nésledujici testy (s vyjimkou kapitolky 8.2.1) v této
kapitole. Proto ve zbytku kapitoly jiZ nejsou uvedeny Zadné intervaly spolehlivosti.

Priklad (Je kostka pravidelna?). Hodime n-krat kostkou a zaznamendame, kolikrat
padly vysledky 1-6: dostaneme Cetnosti Xj, ..., Xg. Nastavime p,(c’ =1/6,k=1,...,6.
Zamitne-li y? test hypotézu Hy, prokazali jsme, Ze na kostce nepadaji viechna ¢isla
stejné cCasto.

Priklad (Rodi se déti béhem roku rovnomeérné?). Mame dany pocty déti narozenych
v jednotlivych mésicich béhem kalendarniho roku: Xj, ..., Xj,. Nastavime pl‘g = %,
kde my je pocet dni v mésici k. Zamitne-li y* test hypotézu Hy, prokdzali jsme, zZe

déti se nerodi béhem roku rovnhomeérné.

Priklad (Pochdzi ndhodny vybér z distribu¢ni funkce Fy?). Méjme ndhodny vybér
Z1,...,2Zy. Zajima nés, zdali pochézi z rozdéleni s distribu¢ni funkci Fy(x) = F(x; 6y),
kde 6y je zndmo.

Stanovime si intervaly (ax-1,ax), k = 1,...,K, ap = —0, ax = oo tak, Ze jejich pocet
K je vyrazné mensi neZ n a do kazdého z intervalti padne dostate¢ny pocet pozoro-
véni. Spocitdme, kolik pozorovani padlo do k-tého intervalu: Xi = X7, 14, | a0y (Zi).
Pochadzi-li ndhodny vybér 7, ..., Z, z rozdéleni s distribu¢ni funkci Fy(x) = F(x; 6p),
potom vektor X = (Xj,...,Xx)' ma multinomické rozdéleni Multg (n, p°), kde prav-
dépodobnosti jednotlivych kategorii jsou p2 = F(ag; 69) — F(ax_1; 6o).

Provedeme test hypotézy Hy : p = p° testem dobré shody podle vzorce (8.3). Zamitne-
li test hypotézu Hy, prokdzali jsme, Ze ndhodny vybér 7, ..., Z, nepochézi z rozdéleni
F (x h 90).

" Vypocetni prostfedi R pouZivé jesté o néco slabsi podminku, kterd vychézi z ¢ldanku Cochran (1954)
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8.1.3. y>-TEST DOBRE SHODY PRO MULTINOMICKE ROZDELENI S ODHADNUTYMI
PARAMETRY

Jak jsme vidéli v pfedchozim piikladé, pravdépodobnosti kategorii pf mohou zéviset
na vektoru parametrti 6. Test dobré shody mtzeme provést podle vzorce (8.3) jen
tehdy, pokud tyto parametry zndme. V praxi je ovSem nékdy nezndme, muZeme je
nanejvy$ odhadnout. Nyni si ukdZeme, jak upravit test dobré shody pro takové pfi-
pady.

Uvazujme model Fy: Necht nahodny vektor X = (Xy,...,Xx)' ma multinomické
rozdéleni Multk (n, p(0x)), kde 8x € ® c R je nezndmy d-rozmérny parametr, d <
K -1, a p je funkce zobrazujici ® do (0, 1)X takové, ze p(8)"1x = 1 pro vSechna 6 € ©
(soucet vSech slozek p(0) je vzdy 1). Zajima nds, zdali rozdéleni X lze popsat timto
modelem nebo ne.

Priklad. V néjaké populaci se urcity gen vyskytuje ve dvou variantach (alelach) A
(napf. tmavé oci) a a (napf. svétlé oCi). Mezi vSemi geny v celé populaci tvoii alela
A podil 0x € (0,1) a alela a md podil 1 - 0x. Kazdy jedinec mé dva exemplére piislus-
ného genu (jeden po otci, jeden po matce). Pokud se geny michaji nezavisle (plati
tzv. Hardyho-Weinbergovo ekvilibrium), pravdépodobnosti tfi moZnych variant ge-
notypu jedince jsou:

Genotyp Pravdépodobnost

AA 62
Aa 29){(1 - 9){)
aa (1-06x)2

Pozorujeme genotypy n nezdvislych jedinct a oznacime X;, X», X3 pocty jedinct s ge-
notypem (po fad€) AA, Aa, aa. Plati-li Hardyho-Weinbergovo ekvilibrium, pak vektor

X = (X1,X0,X3)"T md rozdéleni Multz(n, p(x)), kde p(6x) = (62,20x(1 — 6x), (1 -
0x)?)T. Na zdkladé pozorovani X chceme otestovat, zdali se populace nachédzi v Hardyho-
Weinbergové ekvilibriu.

Parametry 0y potfebujeme odhadnout. K tomu je pfirozené vyuzit metodu maxi-
malni vérohodnosti. VSimnéme si, Ze logaritmicka vérohodnost ma4 tvar

K
01(8) = 10g (g1 [PLO) -+ [pxc(0)1%%) = 3" X log pe(8) +10g (s5z1)-
k=1

9£,(6)

Tedy soustava vérohodnostnich rovnic =45 = 0, vede k soustavé d rovnic o d

e |0:§,,
neznamych 6,,:"
Xk 0pr(0n) _ 0
1 pr(6,) 99

* V knihéch prof. Andéla (napf. v Andél, 1998) je tato soustava rovnic odvozena jinym zptisobem a me-
toda odhadu se nazyva modifikovanou metodou minimdlniho y2.

(8.4)
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Uvazujme testovani hypotézy
Hy:360x € ® p=p(Ox) (model ¥, plati)
proti alternativé
H,:V0x €©® p+p(Ox) (model % neplati).

Nejprve ziskime odhad 6, parametru 6y vyfesenim soustavy (8.4). Poté miizeme
otestovat hypotézu H, testem dobré shody s odhadnutymi parametry namisto para-
metrt skutecnych. Rozdéleni testové statistiky je stdle za nulové hypotézy asympto-
ticky y?, ale za kazdy odhadovany parametr se ztraci jeden stupen volnosti.

Tvrzeni 8.4 Plati-li hypotéza Hy, pak testova statistika

XZ _ i [Xk - npk(én)]z
=1 npi(6,,)

ma (za jistych piedpokladii regularity’) asymptoticky rozdéleni y2 , |, kde d je pocet
odhadovanych parametrt.

Platnost tohoto tvrzeni plyne z teorie maximdlni vérohodnosti, kterd bude vysvét-
lena v navazujici prednésce.

Vsimnéme si, Ze za nulové hypotézy E X; = npi(0x). Testova statistika tedy porov-
ndva pozorovanou cetnost Xy v kategorii k s npk(én), coZ je vlastn€ odhad ocekdavané
Cetnosti za platnosti hypotézy. JelikoZ proti Hy svédci velké hodnoty testové statis-
tiky, tak

Hy zamitneme < XZ > )(f(_d_l( 1-a), (8.5)

kde % _, (1 - a) znaci (1 — a)-kvantil rozdéleni y% , ;.

Poznamka. Izde je nutné mit dostatec¢né velky pocet pozorovani v kazdé sloZce vek-
toru X.

Priklad (Pochdzi ndhodny vybér z dané parametrické rodiny rozdéleni?). Méjme né-
hodny vybér 7, ..., Z,. Zajima nés, zdali pochézi z rozdéleni Fx(x) = F(x;0x), kde
0x € © neni zndmo (napf. néjaké normdlni, gama nebo Poissonovo rozdéleni).
Stanovime si intervaly (ax-1,ax), k =1,...,K, ay = —0, ax = o tak, Ze jejich pocet K
je vyrazné mensi neZ n a do kazdého z intervalti padne dostate¢ny pocet pozorovani.
Spocitdme, kolik pozorovéni padlo do k-tého intervalu: Xi = 37 1(4, ,,a,)(Zi).
Pochézi-li ndhodny vybér Z7,..., Z, z rozdéleni s distribu¢ni funkci F(x;6x), po-
tom vektor X = (X, ..., Xk)" ma multinomické rozdéleni Multx (n, p(0x)), kde prav-
dépodobnosti jednotlivych kategorii jsou pi(0x) = F(ax; 0x) — F(ak-1; 0x).

* Predpoklady regularity lze najit napiiklad ve vété 12.9 v Andél (2002). Diikaz pak v kapitole XI.3 v Andél
(1985).
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Resenim soustavy (8.4) ziskdme odhad 6, parametru 0. Provedeme test hypotézy
Hy testem dobré shody podle vzorce (8.5). Zamitne-li test hypotézu, prokdzali jsme,
Ze ndhodny vybér 7, ..., Z, nepochézi z dané rodiny rozdéleni.

Zdtraznéme, Ze k platnosti tvrzeni 8.4 je zapotfebi odhadovat parametru 6y me-
todou maximdlni vérohodnosti v modelu X ~ Multg(n, p(6x)). Tvrzeni 8.4 by ne-
platilo, pokud bychom pouzili odhad metodou maximalni vérohodnosti v modelu
Zi ~ F(-; 9)(), tj. pro

0, = argmaXZlogf(Z,, 0),
0cO -1

kde f(-; 8) je hustota ndhodné velic¢iny Z; vzhledem k néjaké o-kone¢né mire p.

8.2. KONTINGENCNI TABULKY

Necht ( ) je ndhodny vektor, jehoZ obé dvé slozky jsou kategoridlni. Konkrétné pied-
pokladejme, ze X € {1,...,J}a Z € {1,...,K}. Necht

)2

je ndhodny vybér z rozdéleni daného vektorem ( ) o (pevném) rozsahu N. Oznac¢me
pocet jedincti klasifikovanych do j-té kategorie veliCiny X a k-té kategorie veliciny Z
jako
N
k=) WXi=j,Zi=k}, je{l,...J} ke{l,.. K}
i=1
Nahodnou veli¢inu nj, nazyvdme pozorovanou cetnosti’ pro kombinaci kategorii j

a k. OznaCme pjy =P[X =j,Z=k]ap=(pn,.. .,pjx) . Vzhledem k tomu, Ze pozo-
rované Cetnosti byly vyvoreny klasifikaci N nezavislych jedincti do /K kategorii, na-

hodny vektor n = (n1y,..., njx)" musi mit multinomické rozdéleni Mult;x (N, p). Pro-
toZe pracujeme s multinomickym rozdélenim, mtiZeme pouZzivat vSechny vysledky
z kapitoly 8.1.

Oznac¢me dale

K J J K
o= Yt k= Y = Y3 e =N
k=1 j=1 j=1 k=1
J K
pj+ = Zp,k, Pik = Zp,k, Pit+ = ZZp-k =1
j=1 k=1

Pravdépodobnosti pji urCuji sdruzené rozdéleni X a Z, pravdépodobnosti p;, =
P[X = j] urcuji marginélni rozdéleni X, pravdépodobnosti p,x = P[Z = k] urcuji
margindlni rozdéleni Z.

* Angl. observed frequency
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Pozorované cetnosti miizeme sestavit do tabulky, kterou nazyvdme kontingencni
tabulka’.

Z=1 ... Z=K | X
X=1 ni nik ni+
X=2 na21 naox na4
XZ] nsp nix njyy
Z I’l+1 cee n+K N

Podobné muZeme sestavit tabulku pravdépodobnosti, ktera popisuje sdruZené roz-
déleni vektoru (X, Z)T i marginélni rozdéleni velicin X a Z.

Z=1 ... Z=K >
X=1| pu ... pix | P+
X=2| pa1 ... pxx | P
X=J| pn .- Pk | P+
Z p+1 ces p+K 1

Oznacme jesté podminéné pravdépodobnosti

. Pjk
PIX=jlZ=k]=pix =—,
J Pjk) Dak
. Pjk
PlZ=k|X=j]=pow=".
Pj+
TESTOVANT NEZAVISLOSTI y?-TESTEM
Nédhodné veli¢iny X a Z jsou nezdvislé, pravé kdyz pro kazdé j € {1,...,J} ak €

{1,...,K} plati
P[X=j,Z=k]=P[X=j]P[Z=k] neboli pji=pjpsr.

Pokud plati hypotéza, Ze X a Z jsou nezdvislé ndhodné veliCiny, pravdépodobnosti
p=(p11,...,psx)" specifikujici multinomické rozdéleni vektoru n jsou funkcemi d =
J + K — 2 parametrt

OX = (pl+r ) ]9(]—1)+» P+1 .- »p+(K—1))T'

Maximélné vérohodny odhad parametru €y za hypotézy nezdvislosti nalezneme jako
feSeni soustavy rovnic (8.4), které v tomto piipadé maji tvar

ok @)

=1 k=1 pjr(6,) 90

* Angl. contingency table
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Vsimnéme si, Ze derivujeme-li podle parametru p;, dostdvame

J K K K K
ZZ Njk ap]k(o) njk _ Z("!k_”lk)zﬂ_%
— P]k(e) ap]+ e Pj+P+k P+k = p}+l’+k P+ = £ Pj+ Pj+ Pj+ pj+°
] = = =
Dostavame tudiz rovnice
n; n
J+ J+ .
ﬁ—:ﬁ—, ]:1,...,]—1.
j+ J+

A analogicky pro derivace podle parametru p,

Ny _ N4k

ﬁ+k ﬁ+K

Re$enim této soustavy (J + K — 2) rovnic (o J + K — 2 neznamych) pak je

o ny-D+ Ny 4 (K-1)

—~ —~ —~ ~ T T
071:(p1+7---;p(]—1)+7p+17---!p+(K—1)) :(%,”‘, N 7T,---)T) .

Maximdlné vérohodné odhady slozek vektoru p za hypotézy nezavislosti pak vyjdou

NjyNyg
N2

Pk (On) = DjePek = . je{l..Jhk={l... K}

Odhadnuté ocekavané cetnosti v kontingenéni tabulce za platnosti hypotézy jsou
tedy

NjyNyg
N

Testova statistika z tvrzeni 8.4 mé tedy v tomto specidlnim pfipadé pro test neza-
vislosti tvar

ijk(én) = NpjPsk =

J K (n n”n*k)z
L
)(2 _ Z Z - (8.6)
j=1 k=1 N

Podle tvrzeni 8.4 m4 tato statistika za platnosti hypotézy nezavislosti asymptoticky
x2-rozdéleni s poctem stupni volnosti JK —d — 1, kde d = J + K — 2. ij. X%}—l)(K—l)‘
Hypotézu nezavislosti zamitneme, pokud x* > 17, ;) ,_;,(1 - a).

Pozndamka. Zde popsany test se nazyva y?-test nezdvislosti v kontingencni tabulce.
Vyse uvedené miizeme shrnout nédsledovné.

Model (pro konting. tabulku): (!),..., (") je nahodny vybér z rozdéleni, které je dané
diskrétnim ndhodnym vektorem ()Z() Tedy pro Cetnosti v kontingenc¢ni tabulce plati

n~ Mult]K(N, (pn,...,p]]()), kde Pjk = P[X =j,Z = k] (8.7)

Tento model budeme nazyvat sdruzené multinomicky model.
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Hypotéza a alternativa:

Hp : X a Z jsou nezavislé, neboli pjr = pj+p+x Vj € {1,...,J}, Yk e {1,...,K} (8.8)

..........

Testova statistika: y> dand vzorcem (8.6)

S.

Rozdéleni testové statistiky za Hy: ¥ = x?]_l)(K_l)

Kriticky obor (asympt.): Hy zamitneme < y? > x%]_l)(K_l)(l - a).

}(2 -TEST JAKO TEST HOMOGENITY MULTINOMICKYCH ROZDELENT

Nékdy je prirozené na kontingencéni tabulku nahliZet po sloupcich jako na realizace
K nezavislych multinomickych rozdéleni. Ozna¢me n ) = (nik, ..., n %) | vektor cet-
nosti v k-tém sloupci a px) = (p1(ey, - - p](k))T vektor odpovidajicich pravdépodob-
nosti, kde na pj) miizeme nahlizet jako na p;) =P [X =j| Z =k].

Model (pro konting. tabulku):

N (k) ~ I\/Iult](n+k,p(k)), ke{l,...,K}, kde (1)) -+ TU(K) jSOll nezavislé. (8.9)

Tento model budeme nazyvat sloupcové multinomicky model.

Hypotéza a alternativa:
Ho:pa)=...=pw), Hi:3kieq,..k) Pk # P (8.10)

Nyni si uvédomme, Ze slozky diskrétniho ndhodného vektoru (é) jsou nezavislé,
pravé kdyz pro vSechna j € {1,...,J} ak € {1,...,K} plati

P[X=j|Z=k]=P[X=j] neboli Pjk) = Pj+ -
Tj. nulova hypotéza nezdvislosti plati, pravé kdyz

Pj(1) = Pj2) =---=Pjk) provsechna j € {1,...,J}.

Z predchoziho plyne, Ze nezavislost X a Z je ekvivalentni tomu, Ze vektory podminé-
nych pravdépodobnosti p(y),..., p) jsou totozné.

Tedy vidime, Ze hypotéza homogenity multinomickych rozdéleni (8.10) je ekviva-
lentni nezavislosti X a Z (8.8) ve sdruzené multinomickém modelu (8.7). Odtud se da
vyvodit, Ze testova statistika y> dand vzorcem (8.6) je také vhodna statistika pro tes-
tovani nulové hypotézy (8.10) ve sloupcové multinomickém modelu (8.9). Déle se da
ukdzat, Ze za vhodnych pfedpokladii na sloupcové rozsahy vybért (n,, ..., n.x) plati
za Hy stejné jako vyse y> = x%]_l)( x_1)- Tedy test hypotézy homogenity multinomic-
kych rozdéleni (8.10) ve sloupcové multinomickém modelu miiZeme provést tiplné
stejnym zptisobem jako test nezavislosti ve sdruzené multinomickém modelu.
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Poznamka. VySe uvedené by se dalo také shrnout ndsledovné. Testov4 statistika (8.6)
se d& pouzit jak pro testovani hypotézy nezavislosti (8.8) v modelu (8.7), tak pro testo-
vani hypotézy homogenity multinomickych rozdéleni (8.10) v modelu (8.9). To, ktery
model a hypotézu si vybereme, zavisi na interpretovatelnosti modelu a nulové hypo-
tézy pro nase konkrétni data.

Za povsimnuti také stoji, Ze v pfipadé sloupcové multinomického modelu a hypo-
tézy (8.10) se vlastné jednd o K-vybérovy test” na shodu parametrti K multinomickych
rozdéleni).

8.2.1. KONTINGENCN{ TABULKY 2 X 2

Zabyvejme se nyni specidlnim pfipadem J = 2 a K = 2, kdy obé veli¢ciny mohou
nabyvat pouze dvou hodnot. Vysledna kontingen¢ni tabulka obsahuje 2 x 2 ¢etnosti:

Z = ]_ Z = 2 z Z = 1 Z = 2 Z
X=1 ni ni2 ni+ X=1 P11 P12 P1+
X=2| nog Ny | Hos X=2| pa p22 | P2+
z ni ni2 N z P+1 P+2 1
Testova statistika je
2 2 (njk - %)
j=1 k=1 N

Za platnosti hypotézy nezévislosti md asymptoticky rozdéleni y. Hypotézu nezavis-
losti zamitneme, pokud x> > y3(1 - @).

¥?-TEST JAKO TEST HOMOGENITY DVOU BINOMICKYCH ROZDELENT

Predstavme si, Ze veli¢ina Z urcuje ¢islo vybéru: mdme jeden vybér hodnot ndhodné
veli¢iny X z jedinct spliujicich Z = 1 a druhy vybér ndhodné veli¢iny X z jedinct
spliujicich Z = 2. V prvnim vybéru bylo n;; hodnot X = 1 (Gspéch) a ny; hodnot
X = 2 (neuspéch), celkem n,; pozorovéani. Pravdépodobnost uspéchu v 1.vybéru je
p1(1) = p11/p+1. V druhém vybéru bylo ni» hodnot X = 1 (ispéch) a ny» hodnot X = 2
(neuspéch), celkem n.,, pozorovani. Pravdépodobnost ispéchu v 2.vybéru je p;2) =
p12/p+2-

Z pfedchoziho vime, Ze na y?-test lze nahliZet jako na test shody parametrti p; 1) a
p1(2) dvou nezavislych binomickych rozdéleni Bi(n.1, p1(1)) a Bi(n42, p1(2)). Tuto situ-
aci jsme vlastné resili v kapitole 7.2.

Znaceni zavedené v kapitole 7.2 mlizeme snadno prevést na znaceni pouzivané
nyni a naopak. Nase kontingen¢ni tabulka prepsané do znaceni z kapitoly 7.2 vypada
takto:

*

K -vybérové testy pro kvantitativni data budeme uvaZovat v kapitole 9.
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Z=1 ZzZ=2 z
X=1 X Xo X1 +Xo
X=2n-X3 m-X | n+m-X1-Xo
z n m n+m

Rozdil proti situaci v kapitole 7.2 spociva v tom, Ze tam byly oba vybéry nezavislé,
zatimco nyni uvazujeme jeden vybér z multinomického rozdéleni se ¢tyfmi moznymi
hodnotami. Tehdy byly rozsahy obou vybérti n, m pevné, nyni jsou to binomické na-
hodné veli¢iny a pouze celkovy pocet pozorovdni N = n + m je pevny. Znovu jsme
narazili na dvé razné formulace dvouvybérového problému, podobné jako je disku-
tovdno na zacatku kapitoly 6 o dvouvybérovych testech pro kvantitativni data. Stejné
jako v kapitole 6 i nyni nezdleZi z hlediska provedeni testu na tom, kterou formulaci
pouzivame a jakym zplisobem byla kontingen¢ni tabulka vytvotena. V§echny studo-
vané metody plati pro obé dvé formulace.

Kapitola 7.2 vysvétluje, jak porovnat riziko uddlosti [X = 1] pro rtizné hodnoty Z.
MuZeme pouZit tfi zptisoby porovnéni:

* rozdil pravdépodobnosti dx = py(1) — p1(2) odhadneme pomoci d = i

P ~ e _ 1 _ nung.

* podil pravdépodobnosti rx = p1(1)/p1(2) odhadneme pomoci 7= 712
_ nopd-pe)
P12 (1-p1(1))
Sanci nékdy rika kriZovy pomer).

odhadneme pomoci 0 = 2122 (proto se poméru

. “ . x p
pomer sanci ox ni2nzy

Metody pro testovani téchto parametra a konstrukci intervalt spolehlivosti jsou uve-
deny v kapitole 7.2.
Vsimnéme si, Ze nezavislost ndhodnych veli¢in X a Z je ekvivalentni jednomu ze
vztaht
dXZO, I’X:L Ox:1~

Test na nulovost rozdilu rizik nebo jednotkovost relativniho rizika ¢i poméru Sanci je
v této situaci zdroven testem nezavislosti X a Z.

Pozndamka. D4 se ukdzat, ze v tomto piipadé pro testovou statistiku y?-testu neza-
vislosti (8.11) plati
XZ = sz ’

kde T; je testova statistika pro rozdil pravdépodobnosti z (7.5).

8.2.2. KONTINGENCNI TABULKY 2 x K

Nyni budeme uvazovat specidlni pripad / = 2a K > 2. Kontingen¢ni tabulka obsahuje
2 X K Cetnosti:

* Angl. cross ratio
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Z=1 Z=2 Z=K | 2
X=1| nn ni2 mg | N+
X=2| np n22 nog | N2y
) ny nyp nyg N

Z=1 Z=2 Z=K | 2
X=1| pu p2 pPik | P1+
X=2]| pa  p2 P2x | P2+
2z P+1 P+2 P+K N

Toto je zobecnéni situace feSené v kapitole 7.2. MliZeme si ji pfedstavit i tak, Ze
mame (po sloupcich) K vybért z binomického rozdéleni s potencidlné riznymi prav-
dépodobnostmi uspéchu p;i/p+r nebo mame (po fadcich) dva vybéry z multinomic-
kého rozdéleni s potencidlné riznymi vektory pravdépodobnosti

T T
pn pe pic P p2 px
(P1+’P1+""’P1+) (P2+’P2+""’P2+)

TESTOVANT NEZAVISLOSTI y*> TESTEM

X a Z jsou nezavislé, praveé kdyz pi1y = pi2) = ... = pix)- To vyzaduje, aby pro
kterékoli dvé skupiny Z = k; a Z = k» byl rozdil rizik 0 nebo relativni riziko ¢i pomér
Sanci 1. Zatimco zobecnit testovdni pomoci rozdilt rizik, jednotkovosti relativniho
rizika ¢i pomért $anci na tento pfipad by vyzadovalo dalsi préci, y? test nezavislosti
lze zobecnit snadno.

Pokud plati hypotéza, Ze X a Z jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, pravdépodobnosti

p = (p11, P21, -- - P1K> P2K) | specifikujici multinomické rozdéleni vektoru n jsou funk-
cemi pi4+ a pi1, ..., p+(k-1), celkem K parametri. Mame tedy Ze testova statistika je
2
2 K (n L - m)
j N
2 _
= Z Z M+ tk
=1 k=1 N

Za platnosti hypotézy nezavislosti md asymptoticky rozdéleni x5, . ,, tj. x4_,. Hy-
potézu nezavislosti zamitneme, pokud x> > y2 (1 - ).

Podobné jako jsme se v kapitole 8.2.1 divali na y?-test nezdvislosti jako na test ho-
mogenity dvou binomickych rozdéleni, tak se nyni miZeme na test nezavislosti divat
jako na test hypotézy, Ze K vybért z binomického rozdéleni ma stejné pravdépodob-
nosti ispéchu (jde tedy o K-vybérovy test na binomické rozdéleni).

Alternativné pak miZeme na test nahliZet také jako na test, Ze dva vybéry z multi-
nomického rozdéleni maji stejné vektory pravdépodobnosti (jde tedy o dvouvybérovy
test na multinomické rozdéleni).
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8. Multinomické rozdéleni a kontingencni tabulky

Priklad. Piedpoklddejme, Ze mame data o nejvy$sim dosazeném vzdélani (ZS, SS a
VS) a o tom, zda doty¢ny je kurak ¢i nekufdk. Zajima nds, zda koufeni souvisi se vzdé-
lanim.
Nulovou hypotézu, Ze koufeni nesouvisi se vzdélanim lze nahlizet dvéma ekviva-
lentnimi zptisoby:
e pro kazdou ze tii skupin dle dosazeného vzdélani je pravdépodobnost koureni
stejna (tj. porovnavame tfi binomicka rozdéleni);
¢ sloZeni dle vzdélani se mezi kurdky a nekurdky nelisi (tj. porovndvame dvé mul-
tinomicka rozdéleni).

Poznamka. Uvazujme, Ze pozorujeme K nezdvislych ndhodnych velicin X, ..., Xk,
kde Xi ~ Bi(ng, px) pro kazdé k € {1,..., K}. Chceme otestovat hypotézy

Hy:py=---=pk, Hi:3kzjpr # pj-
Pro tuto situaci se v literatufe ¢asto doporucuje zamitnout nulovou hypotézu, pokud
K

2 _ 1 ~ =2
Q= jyx_1(1-a), kdeQ——ﬁ(l_me;nk(Pk p)°,

ks~ X o= _ 1 vk _ vk
priCemz py = 3, p = § i1 Xk aN =X Bk,
V tomto pripadé se da ukazat, Ze

Q=%

kde y? je testova statistika y2-testu nezavislosti spocteného z nésledujici kontingencni
tabulky:

Z=1 Z=2 ... Z=K )
X=1| X X, ... Xk SR Xk
X=2|\m-Xi np-Xo ... ng—Xg |N-Yr Xk
2 n; no ng N

Tudiz pfistup zaloZeny na statistice Q je totozny s y2-testem nezdvislosti.
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8. Multinomické rozdéleni a kontingencni tabulky

Pripravné priklady ke zkouSce.

Vase teseni by mélo obsahovat matematicky model, hypotézu, testovou statistiku a
jeji presné (ci asymptotické) rozdéleni za nulové hypotézy. Ddle pak kriticky obor nebo
vzorec pro vypocet p-hodnoty. Mélo by byt také receno, zda je dany test presny nebo
asymptoticky.

1. Terc je rozdélen do 4 segmentt. Do j-tého segmentu padlo n; stfel, j =1,...,4.
(a) Navrhnéte test hypotézy, Ze pravdépodobnost zasazeni prvniho a druhé seg-
mentu je stejna.

(b) Navrhnéte test hypotézy, Ze pravdépodobnost zasaZeni prvniho segmentu
je dvakrat vétsi nez pravdépodobnost zasaZzeni ¢tvrtého segmentu.

(c) Sestavte interval spolehlivosti pro podil pravdépodobnosti zasazeni prvniho
a ¢tvrtého segmentu.

2. Ve velkém obchodnim domé jsou vedle sebe 3 vytahy. Vedeni obchodniho domu
ma udaje o tom, kolikrét byl ktery vytah béhem posledniho tydne vyuZity. Jak
byste otestovali domnénku, Ze zdkaznici nepreferuji zddny z vytahu.

3. Ctyfti fakulty (MFE PYE FSV a FF) se dohodli, Ze se pokusi porovnat své studenty
z hlediska toho, zda jsou pravaci nebo levaci. Kazda fakulta zjistila tuto skutec-
nost u 100 ndhodné vybranych studentti. Navrhnéte vhodny test hypotézy, Ze
mezi fakultami neni rozdil, co se tyka sloZzeni pravaka a levak.
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9. K-VYBEROVY PROBLEM PRO
KVANTITATIVNI DATA

Dvouvybérové testy ovéruji, jestli se dvé skupiny nezavislych pozorovani lisi v néjaké
charakteristice, nejcast€ji ve stfedni hodnoté. Jak ale porovnat vice skupin najednou?
Pro kategoridlni data (binomické ¢i multinomické rozdéleni) jsme problém porov-
nani nékolika skupin fesili v minulé kapitole. Nyni budeme studovat tento problém
u kvantitativnich ndhodnych veli¢in.

Maéame K > 2 nezévislych ndhodnych vybért (skupin)

Yi1,..., Y1, z rozdéleni F,
Y21,..., Yopn, Z rozdéleni P,
a Yxi,...,Ykn, zrozdéleni Fk.

Pozorovéani oznacujeme Y;;, kde k je Cislo vybéru jdouci od 1 do K a i je index po-
zorovani v ramci daného vybéru bézici od 1 do ng, kde ny je rozsah k-tého vybéru.
Oznaéme N = ¥}y ngan=(m,...,ng)". Plati 1¥n = 33, ng = N.

K-vybérovy problém testuje hypotézu nulového rozdilu

Hy: Fi(x) =F(x)=...= Fx(x), VxeR, 9.1)
proti alternativé, Ze alesponl mezi dvéma skupinami je néjaky rozdil, tj.

Hy : 3gz; 3x € R : Fi(x) # Fi(x).

9.1. ANALYZA ROZPTYLU (JEDNODUCHE TRIDENT)

Budeme predpoklddat platnost modelu. VSimnéme si, Ze ten poZaduje, aby viechna
rozdéleni Fy, ..., Fx méla shodny rozptyl.

Podobné jako v pfipadé jednovybérového a dvouvybérového ¢-testu za predpo-
kladu shody rozptylt (viz kapitoly 5.3 a 6.3) bude nize uvedeny test presny za pred-
pokladu normality pozorovani a asymptoticky bez tohoto predpokladu.

Model:
Fn = {Fc =N(ux, 0?), pc € R,k € {1,...,K},0* >0} 9.2)
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9. K-vybérovy problém pro kvantitativni data

nebo
Fas = {Fr € L2,k € {1,..., K}, picemi var (Y1) = var (Ya1) = var (Yg1) & o2}.

Vsimnéme si, Ze v normdlnim modelu ¥, se jednotlivé skupiny mohou navzijem lisit
pouze stfedni hodnotou.

Oznacme p; stfedni hodnotu k-té skupiny, tj. ux = E Y;. Budeme se zabyvat otaz-
kou, zdali vSechny skupiny maji stejnou stfedni hodnotu.

Testované parametry: Stfedni hodnoty uy = E Y.

Hypotéza a alternativa:

Hy:py=---=pg, Hi:dgspx # U

Znaéeni.diecht’ y

* Viy =X Yiia Yy = n,;l ¥ Yk jsou soucty a praméry jednotlivych skupin,

f . . . = df . e o

ey, & Yo 2 Vi je celkovy souceta Y., o N1 i 2 Yii je celkovy primér.

Vsimnéte si, Ze Y., je vaZzeny pramér skupinovych praméra Y, s vahami ng, tj.
= 2115:1 nk?k+
—+= T -
2115:1 ng

Oznacme dale pozorovani ve skupindch Yy = (Y4, ..., Yknk)T, ke{l,...,K}avSechna
pozorovani Y = (Y',...,Y)T.

N4&s pristup bude zaloZen na nékolika druzich souctti ¢tvercu, které zavadi nésle-
dujici definice.
Definice 9.1 Soucty ¢tvercu v analyze rozptylu:
df 37 2 s 2 - X v 0 %
* SSc = X3y 2 (Yki — Yar)” nazyvame celkovy soucet ctvercii,
df = = 2 L < x o .
* SS4 = Y&, nk(Yis — You)” nazyvame soudet crvercty skupin',

df gy 2 s 2 . . , v v o
eSS, = ZIk(:l Z:.l:kl (Yei — Yi+)” nazyvame residudini soucet Ctverciit.

Véta 9.1 Plati
§8¢c =854+ SS..

Diikaz.

g

K
(Yk+ - ?++)2 +2 Z Z (Yki - ?k+) (?k+ - ?++)
k=11i

* Angl. total sum of squares 1 Angl. between group sum of squares ¥ Angl. residual sum of squares,
error sum of squares
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9. K-vybérovy problém pro kvantitativni data

g

(Yk+ - ?++) Z (Yki - ?k+)

K
k=1
=88, +S8S4+0,

TP

kde jsme vyuzili toho, Ze

ng

Z(Yki—?kJr):Y]H—nk?kJr:O, pro k €{1,...,K}.
i=1

Zde konci
4 o~ s oy . e e . Ppredn.22
Poznamka. SS: méfi celkovou variabilitu dat. Tu mtizeme rozloZit na variabilitu mezi (13.12)

jednotlivymi skupinami vyjadtujici jejich vzajemnou odliSnost (SS,) a variabilitu uvnitf
jednotlivych skupin SS,.

JelikoZ Yy, je odhadem ;. a Y., je odhadem celkové stfedni hodnoty (za Hp), bude
za platnosti hypotézy SS4 malé vzhledem k SS,. Pokud je SS4 velké vzhledem k SS,,
znamena to, Ze se pruméry jednotlivych skupin od sebe pfrili§ 1isi a hypotézu o rov-
nosti sttednich hodnot bychom méli zamitat.

Testova statistika tedy bude porovnavat variabilitu vybérovych priimeérii (SS4) a va-
riabilitu uvnitr jednotlivych skupin (SS.). V nasledujicim nejdfive prozkoumdame vlast-
nosti statistik SS, a SS4.

Lemma 9.2 Nechf plati model #;.
(i) Potom
ESS, = (N - K) ¢

(ii) Pokud dokonce plati model ¥, tak % ~ XA k-

Diikaz. Cast (i) Vsimnéme si, Ze

K n K
SSe = sz] (Yei = Yie) = kz;(nk -1)SE, 9.3)

k=1 i=1

kde 82 = Lo 37 (Vi — Yi+)” je vybérovy rozptyl v k-té skupiné. Dle véty 2.6(ii) je Sz

I’lk—l
nestrannym odhadem rozptylu 2. Tudiz

K
ESS, = Z(nk ~1)o?=(N-K)d>
k=1

Cést (ii) Pomoci (9.3) miiZeme psat

SS, i (ne—1)82

o? o2

k=1
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9. K-vybérovy problém pro kvantitativni data

1y Q2
Pro k € {1,...,K} maji ndhodné veliciny /% dle véty véty 2.8(i) y2-rozdéleni

o ny — 1 stupnich volnosti. Navic jsou tyto ndhodné veli¢iny nezavislé. TudiZ ndhodna
veliCina 2 ma y*-rozdéleni o ¥ (nx — 1) = N - K stupnich volnosti.
i

Nésledujici lemma shrnuje vlastnosti statistiky SS4. JeSté nez jej vyslovime, tak si
ozna¢me ,prumeérnou stfedni hodnotu“

Lemma 9.3 Necht plati model #,;.

(i) Potom
K

ESSa= > mi(uk - 1)° + (K - 1)o?,
k=1

(ii) Pokud navic plati model ¥, tak SS4 a SS, jsou nezavislé.
(iii) Pokud navic plati model ¥, a jesté také hypotéza H,, pak SU%A ~ X1

Diikaz. V diikkazu budeme vyuzivat toho, Ze dle véty 9.1
584 =8S¢c - SSe. (9.4
Cast (i). Spoctéme nejdiive E SSc. Podobné jako ve vété 2.4(ii) mzeme psat

K ng
= 1
S8S¢c = Z Z (Yki - Y++)2 = YTA(;Y, kde Ac=Iy- NlNlL. (9.5)
k=1 i=1

Tedy s vyuzitim lemmatu 2.5

K 1473
ESSc=EYTACEY +tr (AC var (Y)) =3 (e -2+ 0P (Ac)
k=1 i=1

K
= me(pe - W*+ 0% (N - 1).
k=1
Déle z lemmatu 9.2 vime, Ze E SS, = (N — K) o?. Tedy s vyuzitim (9.4)

K
ESSa=ESSc—ESS, = ) mi(pe - W)*+ 0% (K - 1).
k=1

Cast (ii). V§Simnéme si, Ze Y ~ Ny(+, o%ly). JelikoZ budeme smérovat k vyuziti lem-

matu 2.7(ii), tak si potfebujeme nejdiive vyjadrit SS, a SS, jako kvadratické formy
vSech pozorovani Y.
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9. K-vybérovy problém pro kvantitativni data

Nejdrive si vS§imnéme, Ze s vyuzitim (9.3) podobné jako v (9.5) dostavame

K K
SSe =) (k=1 S =D Y (Il - 410 ) Ye =Y (W -B)Y, (96
k=1 k=1
kde
nillnl 1-;!;1 @nlxnz “ee @annK
@ngxnl nlzlnz]-—,ll—z e ®n2><”1(
B =
@)nKxnl ®n1<><nz e ian l;ll—K

Déle pro SS, s vyuzitim (9.4), (9.5) a (9.6) dostavame
SS4=8Sc—8Se=YT(Iy - #1n13)Y - Y (ly - B)Y
=YT(B-+1y1])Y. 9.7)

Jelikoz = = var (Y) = o?ly, tak nyni dle lemmatu 2.7(ii) staci ovérit, Ze soucin matic
(B - £1y51])(Iy — B) je nulovd matice. Pocitejme, tedy

(B-11y13)(In-B)=B- 11y1] -BB++1y1\B

=B-11y1} - B++1n1Y = Oyxn,

kde jsme vyuzili, toho Ze
BB=B a 1,B=1}. (9.8)
Cast (iii). Nejdrive si vS§imnéme, Ze statistika SS, je invariantni vii¢i posunuti, tj. hod-
nota SS, se nezméni, pokud ji budeme poéitat z ,posunutych“ dat Y =Y — cly, at
je jiz ¢ € R jakékoliv.
Tedy s vyuzitim (9.7) mame

S84 (v-pan\" 1 T\ (Y-u1
7 = () (B -yl (),

kde p je spolecnd hodnota parametrli y;, ..., ux za hypotézy.
Nyni % ~ Ny (0,ly). Jsme tedy v situaci lemmatu A.4s A = B— %11\;1} aX=Ily.
Zbyvéa ovéfrit, Ze matice AX =B — %1 ~1} je idempotentni. Pocitejme, tedy

(B- 4181} ) (B- $181%) = BB - F1n1TB - BE 1IN + F1n1TH1n1]
=B - +1y1} - 21n10 + 21n15 =B - 21517,

kde jsme vyuzili (9.8), symetrie matice B a toho, Ze %1} 1y = 1. Tedy SU%A ma dle lem-
matu A.4 y>-rozdéleni s poctem stupiiti volnosti

tr( —ﬁlNlﬁ) —K-1.
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VSimnéme, si Ze dle lemmatu 9.2(i) je statistika Affj,( nestranny odhad o2. Naproti
tomu dle lemmatu 9.3(3i) je % nestrannym odhadem o2 pouze za nulové hypotézy,
kdeZto za alternativy plati E % > o2, To nés privadi k nasledujici testu.

Testova statistika:
_8S4/(K - 1)

~8S./(N - K)

Hypotézu budeme zamitat pro prili§ velké hodnoty Fa.

Fy

Véta 9.4 Necht plati model ¥, a navic plati hypotéza Hy, potom F4 ~ Fx_1 n—k-

Diikaz. Statistiku F4 miZeme prepsat do tvaru

/(K -1)
FA = Sse—.
S5 /(N - K)
Z lemmatu 9.3(ii) a z lemmatu 9.2(iii) plyne, ze 3% ~ y2 |, a 3% ~ 32 . Z lem-
matu 9.3(ii) pak plyne nezavislost ndhodnych velic¢in Sai;‘ a % Tvrzeni véty pak plyne
z definice F-rozdéleni (viz definice 2.5). O
Zde konct
Pomoci véty 9.4 a tvah pred touto vétou dostdvame. predn. 23
Kriticky obor: (20.12.)

Hy zamitneme < Fy > Froin-x(1—a),

kde Fx_1n-x (1 — @) je (1 — a)-ty kvantil F-rozdéleni s K — 1 a N — K stupni volnosti.

P-hodnota: 1-G(s), kde s je pozorovand hodnota testové statistiky F4 a G je distribu¢ni
funkce rozdéleni Fx_ y-k-.

Pozndmka.

* VySe popsand metoda se nazyva analyza rozptylu” kvili tomu, jakym zptiso-
bem je sestavena testova statistika (porovnavaji se v ni vlastné dva odhady o?).
Uéelem analyzy rozptylu v§ak neni analyzovat rozptyl. Samotny test se pak
nazyva F-test analyzy rozptylu.

¢ V normdlnim modelu se shodnymi rozptylu (tj. v modelu #,) je F-test analyzy
rozptylu presny test rovnosti sttednich hodnot v K > 2 nezavislych vybérech.

* Bez predpokladu normality, ale stéle za prfedpokladu shodnosti rozptyla (tj. v mo-
delu %), se da ukazat, Ze F-test analyzy rozptylu dodrZuje hladinu alespon
asymptoticky.” To plyne z toho, Ze se za nulové hypotézy pro N — co dokéze, Ze

2 (1-a
K—1 a také FK—LN—K(]- - (x) — %,

pricemz druhd konvergence plyne pfimo z definice F-rozdéleni.

* Angl. analysis of variance, ANOVA T Vliteratufe se toto tvrzeni zpravidla odbyva tim, Ze je to znamo.
Dtikaz l1ze nalézt napiiklad v Kika (2015).
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Poznamka. Vysledky analyzy rozptylu se tradi¢né uvadéji formou tabulky.

ZderJ. . VSouce’E Stupnu' Podil P
ménlivosti  ¢tverci  volnosti
Skupina - $S, K-l @y/e%

Residualni SS, N-K ]\ffeK

Celkovy SSc N-1

Tvrzeni 9.5 Pokud K = 2, pak plati

Fy=T?

np,ny’

kde F, je testovd statistika analyzy rozptylu a T2, je Ctverec testové statistiky dvou-
vybérovéto t-testu pro test shody stfednich hodnot za predpokladu shody rozptylt
(viz kapitola 6.3).

Diikaz. S vyuzitim (9.3) lze Citatel testové statistiky F4 psat jako

SSe 1
N—K_ n1+n2—2

((m - DSE+ (2 - 1)S3) =S5 . (9.9)

kde S,% je vybérovy rozptyl v k-té skupiné.

Pro tpravu Citatele testové statistiky F,4 si nejdiive vSimnéme, Ze

n1?1+ + n2?2+ np (?1+ - ?2+)

?1+ - ?++ = ?1+ - =
ny + np ny+np
A podobné
— — Yo, =Y
Yo, — Yo, = M
n + ny
Tedy
= = \2
SS — — \2 — — 2 Yi,-Y,
T v\ (v v \2
ning (Y1+ - Y2+) (Y1+ - Y2+)
= = 1 T (9.10)
ny+np a0 + ™
Pomoci (9.9) a (9.10) pak dostavame
2
_ SSA/(K - 1) _ Y1 — Yo, 2
Fa= g3 /(N -K) 2 1.1, Ty
¢ Snlvnz (n_l + n_z)
coz bylo dokézat. ]
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9. K-vybérovy problém pro kvantitativni data

Pro porovnani dvou skupin je tedy analyza rozptylu ekvivalentni dvouvybérovému
t-testu za predpokladu shody rozptyla (viz kapitola 6.3). AvSak pro K = 2 je zpravidla
vhodnéjsi pouZit tento t-test, protoZe umoznuje testovat i jednostranné hypotézy a
lze z néj jednoduse odvodit interval spolehlivosti.

Naopak pro K > 2 jiz nelze mluvit o jednostrannych hypotézach a ani jiz tuto situ-
aci nelze fesit jednim intervalem spolehlivosti.

Poznamka. Analyza rozptylu se déle zobeciiuje na vicendsobné tfidéni. Tato zobec-
néni se probiraji v predmétu Linedrni regrese. Napt. dvojné tiidéni spocivd v tom,
Ze se pozorovani klasifikuji do KJ skupin podle dvou kategoridlnich veli¢in s K a J
hodnotami. Zajima nés, zdali nékterd z obou kategoridlnich veli¢in ovliviiuje stfedni
hodnotu pozorovani.

PORUSENTf PREDPOKLADU

Poruseni shodnosti rozptylti. V tomto piipadé F-test analyzy rozptylu nedodrzuje
predepsanou hladinu testu presné ani asymptoticky. Nicméné publikované simula¢ni
studie ukazuji, Ze pokud je pocet pozorovani ve vSech skupindch pfibliZzné stejny, pak
skute¢nd hladina F-testu analyzy rozptylu je blizkd pfedepsana hladiné.

Pro ptipad nestejnych rozptylti navrhl jiz Welch (1951) zobecnéni testové statistiky a
aproximaci jejiho rozdéleni. Jde vlastné o zobecnéni dvouvybérového Welchova testu
na vice vybért. Testova statistika tohoto testu zohlednuje potencidlni riiznost roz-
ptyld a je ddna vzorcem

S T \2
Fo— ZIk(:l Wk (Yk+ - Yw) 1
v K-1 1+2A(K -2)’
— K Y,
kde wy = % je vaha, kterou pfirfazujeme k-té skupinég, Y, = W je odhad spo-
k=1 "k

k
le¢né stfedni hodnoty za hypotézy a

K 1 (1 _ Wk )
k=1 mp—1 2w
K2-1
je jista korekce, kterd je pro velké rozsahy vybért ve vSech skupinach blizka nule.

Daé se ukézat, Ze za platnosti hypotézy i bez pfedpokladu shodnosti rozptyli (a také
bez pfedpokladu normality) plati

A=

d
(K-1)F, — X%(—l
kde rozsahy vSech vybért rostou do nekonec¢na, tj.

min {n,...,ng} — oo azdroven £ — At >0, ke{l,...,K}. (9.11)

Nicméné podobné jako u Welchova dvouvybérového ¢-testu (viz str. 118) se z divodu
opatrnosti doporucuje porovnévat testovou statistiku F,, s kvantily F-rozdéleni o K-1
a 1/(3A) stupnich volnosti.
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9.2. MNOHONASOBNA POROVNAVAN{

V analyze rozptylu porovnavdme mezi sebou stfedni hodnoty K skupin. Pokud F-test
analyzy rozptylu zamitne hypotézu, Ze vSechny skupiny maji stejnou stfedni hod-
notu, pak usoudime, Ze alespon nékteré skupiny se od sebe 1isi ve stfednich hodno-
tach. Nevime ovSem, kolik takovych odlisnych skupin je, ani které to jsou.

Kdybychom chtéli porovnat stfedni hodnoty pouze dvou skupin, tfeba skupin k a [,
pouzili bychom dvouvybérovy ¢-test. Mohli bychom pak provést dvouvybérové testy
pro véech “5=Y moznych dvojic skupin a otestovat viechny hypotézy HY' : . =
na hladiné a. Potom ale pravdépodobnost, Ze alespon jednu hypotézu zamitneme za
podminky, Ze vSechny hypotézy plati, neni rovna «, ale je vétsi.

Problém soucasného testovani vice hypotéz se ve statistice ¢asto nazyva problém
mnohondsobnych porovndvdni” nebo mnohondsobného testovdni'.

Obecny problém mnohondsobného testovani mizeme formulovat nasledovné. Ma-
me m hypotéz HJ, ..., H[", které chceme otestovat. Pro test hypotézy Hé pouZzijeme
testovou statistiku 7; a kritickym oborem C; zvolenym tak, aby kazdy test mél hladinu
ap. Pro kazdé j € {1,..., m} tedy plati

PH({ [T] € Cj] = ag.

Celkova pravdépodobnost zamitnuti alespori jedné hypotézy za predpokladu, Ze vSechny
plati, je

Poge (U3 € 6 = ac.

Pochopitelné ac je vétsi nez ay, Casto vyrazné. Nasim cilem tedy je pro pfedepsané a
najit takové testy 7; s kritickymi obory C;, aby

¥ j";lH({( T 651]) s @

Podobné pro intervaly spolehlivosti. Necht By, ..., B;, jsou intervaly spolehlivosti
pro parametry o, ..., 9)((’"), které spliuji

P(Bjae)((j)):l—a, je{l,...,m).

kde 1 - a je predepsana pravdépodobnost pokryti.

Potom typicky
P(31 E) 0)((1),...,3,,, 5 0}({”)) <1l-a.
Nagim cilem je sestavit intervaly spolehlivosti Bj, ..., B,,, pro které plati

P(El > 9)((1),...,§m 5 9)(('")) >1-a.

Intervaly By, ..., B,, pak nazyvame simultdnni intervaly spolehlivosti*.
V této kapitole si uvedeme nejprve jeden obecny piistup k tomuto problému a pak
specidlni metodu pro porovnavani stfednich hodnot nékolika nezavislych vybért.

* Angl. multiple comparisons 1 Angl. multiple testing * Angl. simultaneous confidence intervals
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9.2.1. BONFERRONIHO METODA

Méame danou celkovou hladinu a a chceme zarucdit, Ze a¢ < a. K tomu pouZijeme
nésledujici lemma.

Lemma 9.6 (Booleova nerovnost) Pro libovolné ndhodné jevy A, ..., A,, plati

< zml P(A)).
j=1

Booleova nerovnost je trividlni pro m = 2, pro vy$si m se snadno dokdZe matema-
tickou indukci.
Madame tedy

m

Pl A

j=1

ac=P j,,ilHé‘ (U]nil [T] € C]]) < may.

Zvolime-li @y = a/m, pak musi platit ac < a. Chceme-li tedy provést m testt tak,
aby celkovd hladina v3ech testti (pravdépodobnost zamitnuti alespoii jedné hypotézy
za podminky, Ze vSechny plati) byla nejvySe a, provedeme jednotlivé dil¢i testy na
hladiné a/m.

Podobné, chceme-li sestrojit m interval( spolehlivosti tak, aby pravdépodobnost,
Ze vSechny intervaly pokryji hledané parametry, byla alespon 1-a, staci stanovit prav-
dépodobnost pokryti jednotlivych dil¢ich interval na 1 — a/m. Tento pristup k mno-
hondsobnému testovani a konstrukci simultdnnich intervala spolehlivosti se nazyva
Bonferroniho metoda’ .

Vyhodou Bonferroniho metody je jeji jednoduchost a universalita. Jeji nevyhodou
je, ze tprava hladiny @ na a/m je témér vzdy pfili§ pfisnd. Bonferroniho metoda tedy
déava testy s malou silou a zbytecné Siroké intervaly spolehlivosti. Tyto nevyhody se
snazi napravit rizné specidlni metody mnohondsobného porovnavani, které byly od-
vozeny pro konkrétni problémy (viz napt. Tukeyho metoda popsana nize).

Aplikace Bonferroniho metody na mnohondsobnd porovndvdni v analyze rozptylu
vypada takto: provedeme @ dvouvybérovych ¢-testl pro viechny moZné dvojice
skupin a otestujeme viechny hypotézy Hf' : ux = i na hlading 2% Pokud je
nékterd z téchto hypotéz zamitnuta, prohldsime stfedni hodnoty danych dvou skupin
za vyznamné odlisné na celkové hladiné a.

Mame-li napftiklad a = 0,05 a K = 6 skupin, provadime 15 test( rovnosti stfednich
hodnot pro 15 dvojic riznych skupin na hladin€ 0,05/15 = 0,0033. To je natolik nizka
hladina, Ze mtiZze byt obtizné najit kterékoli dvé odlisné skupiny, prestoze F-test ana-
lyzy rozptylu zamitd hypotézu, Ze vSechny stfedni hodnoty jsou stejné.

Poznamka. Pfi pouZivani metod, které berou v potaz problematiku mnohonésob-
ného testovani, se nékdy zavadi tzv. upravend/korigovand p-hodnota'. Tato upravend
p-hodnota se v piipadé Bonferroniho metody spocte jednoduse jako

ﬁj:min{mpj,l}, jed{l,...,m},

* Angl. Bonferroni correction T Angl. p-value adjusted for multiple comparison
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kde p; je klasickd (neupravend) p-hodnota j-tého testu.

9.2.2. TUKEYOVA METODA

Tato metoda vychézi z normdalniho (homoskedastického) modelu (9.2) predpoklada-
ném pii analyze rozptylu. Za platnosti tohoto modelu pak ve srovnani s Bonferroniho

metodou dava testy s vyssi silou a krat$i intervaly spolehlivosti.
Pozn.: Tato ¢ast nebyla v roce 2020/21 prfednaSena.

Méjme nezavislé ndhodné veli¢iny Z; ~ N(u, 0?) pro j € {1,...,m}. Necht S? je
odhad rozptylu o2 takovy, zZe S? je nezavislé na 7, ..., Z, a pro néjaké pfirozené v
¢ vS?

plati 3~ ~ x3. |
Definujme tak fe¢ené studentisované rozpeti jako

.....

S

Lze ukdzat, Ze ndhodnd veli¢ina Q mé rozdéleni zavisejici pouze na hodnotdch m a v.
Oznac¢me kvantilovou funkci tohoto rozdéleni g,, ,(a). (Vzorce pro hustotu a kvanti-
lovou funkci studentisovaného rozpéti nebudeme uvadeét.)’

Studentizovaného rozpéti 1ze pouzit k sestrojeni simultdnnich intervala spolehli-
vosti pro rozdily stfednich hodnot. Tento postup se nazyva Tukeyova metoda.*

Véta 9.7 (Tukeyova) Necht Zi,..., Z,, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim
Z; ~ N(uj, 0%). Necht $? je odhad rozptylu o? takovy, ze S? je nezévislé na Zi, ..., Z,
a pro néjaké prirozené v plati "0—822 ~ x2. Pak

PlZy—Zj = Sqmy(1—a) < pp—pr £ Zr—Zj+Sqm(1-a), Vk # j € {1,...,m}] =1-a.

Tukeyovu vétu lze snadno pouzit i na testovani hypotéz. Hypotézu H(;C T = p i
zamitneme, pokud |Z; — Zj| > Sqm,»(1-a). Hypotézu Hy : p1 = ... = p,, zamitneme na
celkové hladiné a, pokud pro alespon jednu dvojici k # j plati |Z;C -Z j| > Sqmyv(1-a).

Tukeyovu vétu mtiZeme piimo aplikovat na mnohonédsobnd porovndvani v analyze

rozptylu, pokud rozsah vybéru vSech skupin je totozny, tj. n; = - - - = ng = n. Pak totiz
Y1+, ..., Y+ jsou nezévislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim Yy, ~ N( g, "72). Za S%, tj. za
odhad ”72 vezmeme % Méame v = N - K. Hypotézu H(f’ ! Uk = pj zamitneme,
pokud

— = SS. 1

Yir =Y | > — k(1 —-a). 9.12

|k+ ]+_\/N_K\/an,NK( @) (9.12)

" Angl. studentized range 1 Studentisované rozpéti se nékdy definuje jako Q/V2. Na to je tfeba da-
vat pozor pii pouZivani tabelovanych nebo softwarem vypoctenych hodnot g, («). Pro kontrolu mu-
Zeme porovnat rozdé€leni Q pfi m = 2 s rozdélenim #;. Pro nasi definici jsou tato dvé rozdéleni totoZna.

* Angl. Tukey method, Tukey's range test, Tukey's HSD (honest significant difference) test.
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Pokud rozsahy vSech vybérli nejsou stejné, nemiizeme Tukeyovu vétu pfimo pouZit,
protoZe nejsou splnény jeji predpoklady. Lze ale dokézat, Ze pokud vyraz \/% v (9.12)
nahradime vyrazem /- + 2%,-’ celkova pravdépodobnost zamitnuti nékteré z plat-

nych hypotéz H(;cj nepiekroci a. Tukeyova metoda tedy po této tpraveé stale funguje,
pouze se stdva ponékud konservativni.

9.3. KRUSKALOV-WALLISUV TEST

Kruskaliiv-Wallistiv test je zobecnénim dvouvybérového Wilcoxonova testu na po-
rovnani K > 2 vybért. I nadéle pouzivime znaceni zavedené na zacatku kapitoly pro
K-vybérovy problém.

Model: F = {Hg(-) rostouci funkce 3F spojitd d.f. 36;,...,0x e R :
g(Xi1) ~ Fi, Fe(x) = F(x - 8;) Vx € R,k € {1,...,K}}

Jde o K spojitych rozdéleni, které jsou po néjaké vhodné rostouci transformaci g
navzdjem posunutd v poloze.

Hypotéza a alternativa:
Hy:61=---=0k, Hjy:3gz Ok # 0.

Poznamka. Pokud plati model ¥ a hypotéza Hy, rozdé€leni ve vSech skupinéch jsou
totoZznd. Potom plati mezi K skupinami rovnost veSkerych charakteristik (tj. plati hy-
potéza nulového rozdilu (9.1)).

Ndznak odvozeni testové statistiky

Lze ukdzat, Ze testov4 statistika dvouvybérového Wilcoxonova testu (6.8) je ekvi-
valentni Citateli testové statistiky dvouvybérového ¢-testu (tj. rozdilu pramér), po-
kud do ni misto ptivodnich pozorovani dosadime jejich poradi. Se stejnou logikou
muzeme zkusit postupovat jako pfi konstrukci F-testu analyzy rozptylu, kde hod-

noty ptivodnich pozorovéani ve spojeném (sdruzeném) vybéru Y = (Yi1,..., Yine) "
nahradime jejich poradimi Ry, ..., Rkn, (tj. Rk je pofadi Yi; mezi vSemi porozorova-
nimi Y).

Potom

. K
S :Z Rk+ )»

kde Ri; = - 7% Ry; je praimérné pofadi v k-té skupiné a
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je celkové primérné poradi.

Déle se vS§imnéme, Ze ve standardni analyze rozptylu veliina =% odhaduje ne-
znamy rozptyl var (Yi;) = o2. V pfipadé poradi vSak diky vété 2. 16(111) vime, Ze za hy-
potézy o2 = var (Ry;) = % Jako testova statistika se pak nabizi

SSe

~ S8, 12 o)
=% = D 1)an(R,H ) 9.13)

D4 se ukazat', ze v asymptotickém smyslu plati analogie lemmatu 9.3(iii), tj. za hypo-
tézy a pfi rostoucim poctu pozorovani, viz (9.11),

~ d
Q— 7(12<_1-

Jak ale ukdZeme nize, tak plati EQ = (K - 1) Protoze viak limitni y2_| -rozdéleni

ma stfedni hodnotu K - 1, tak pro zlepSeni asymptotické aproximace se pouZzivad Q =
N-173
N

Testova statistika:

— 2
L= Nw+D ;"’“(R’“_NTI) :

Kriticky obor (asymptoticky): JelikoZ proti nulové hypotézy svédci velké hodnoty testové
statistiky, tak pro asymptoticky test dostdvame

Hy zamitneme < Q > )(i_l(l - ).

Vyse uvedeny test se nazyva Kruskaliiv-Wallistiv test. Podobné jako u (dvouvybéro-
vého) Wilcoxonova testu se pro malé rozsahy vybéru (v pfipadé, Ze v datech nejsou
shody) pouzivaji presné kritické hodnoty, které jsou tabelovany.

Pozndmka. Polozme Ry, = ¥ Ry;. Potom

K 2
an(Rk+ N+1)

k=1

2
N+l
(Rk+ - nkT+)

3|~

M T

RZ  N(N+1)2
(R Rk+l’lk(N+1)+n2(N+l) ) Zﬁ_%
=1 T

~
Il
—_
S| =
=

Proto se Casto testova statistika Q uvadi ve vypocetné jednodussi formé (viz napft.
Andeél, 2002, kapitola 11.3.1)

12 R
Q= N¥NiD ;n—k—g,(zvﬂ). (9.14)

* Viz napt. Hajek and Sidak (1967).

171



9. K-vybérovy problém pro kvantitativni data

Poznamka. Vyuzijme nyni vzorce (9.14) pro vypocet stfedni hodnoty statistiky Q za
hypotézy. Za timto Gicelem nejdiive s vyuZzitim véty 2.16 spoctéme

ERZ, =var (Res) + (ERiy)”

ng 2
= Zvar (Rg;) + Z Z cov (Ryi, Ryir) + (Z N; 1)

i=1 i’=1,i"#i i=1

_ (N2 -1 (= DN +1) (N +1)?

12 12 4
TudiZ (za hypotézy)
2
EQ=N(N+1)Z ~3(N+1)
(N2 -1 (m-D(N+1)  m(N+1)?
N(N+1) Z 12 T2 -3+l
_K(N-1) (N—K)

+3(N+1)-3(N-1)=K -1,
- > +3(N+1)=3(N - 1)
coz odpovida stfedni hodnoté rozdéleni 7(?<—1 a vysvétluje, proc se misto testové sta-

tistiky Q dané vzorcem (9.13) pouZiva statistika Q.

PORUSENTf PREDPOKLADU

Shody kvili zaokrouhlovani. Kviili zaokrouhlovani byvaji v aplikacich v datech ¢asto
shody. Testova statistika Q se pak spocte s vyuzitim tzv. priumeérnych poradi, viz. (2.6).
Da se ukdzat, Ze potom za nulové hypotézy

Q d -

— % ,
1-kor. () Xk-1

kde kor. je korekce upravujici rozptyl dané predpisem’

pficemz t, znaci pocet, kolikrat se mezi vSemi hodnotami Y13, ..., Ykp, vyskytla hod-
nota y. Za povSimnuti stoji, Ze bez této upravy by byl test (asymptoticky) konzerva-
tivni.

Neplati zobecnény model posunuti. Nejdiive si vSimnéme, Ze test (asymptoticky)
dodrzuje hladinu, pokud jsou vSechna pozorovéni Y1; ..., Yx,, nezavisla a stejné roz-
délend. Neplatnost modelu posunuti mé tedy, podobné jako u dvouvybérového Wil-
coxonova testu (viz kapitola 6.4), dva nepfijemné dlisledky pro chovani testu za al-
ternativy:

* Viz napt. Hollander et al. (2013), str. 205.
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1. interpretacni problém - jestliZze neplati zobecnény model posunuti, pak ze za-
mitnuti nulové hypotézy lze vyvodit pouze to, Ze rozdéleni v jednotlivych sku-
pinach nejsou shodné. Obecné vSak nelze vyvozovat, Ze se 1i8i stfedni hodnoty,
resp. medidny skupin.

2. sila testu - podobné jako u Mannovy-Whitneyho formulace dvouvybérového
Wilcoxonova testu (viz str. 126) 1ze ukézat, Ze Kruskaltiv-Wallistiv test se zamé-
fuje na zkoumani, zda pro viechna k, [ € {1,..., K} plati P[Y;; < ¥;1] = 1/2. Po-
kud v zobecnéném modelu posunuti je 6 # §;, pak vskutku P[Yz; < V1] # 1/2.
Pokud vSak za alternativy dojde k jinym zméndm neZ pouze v parametrech po-

lohy, pak nenfi ziejmé, jaky to bude mit disledek na silu testu.
Zde konct

predn. 25
(3.1.)
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Pripravné priklady ke zkouSce.

Vase reseni ,praktickych tiloh“ by mélo obsahovat matematicky model, hypotézu,
testovou statistiku a jeji presné (Ci asymptotické) rozdéleni za nulové hypotézy. Ddle
pak kriticky obor nebo vzorec pro vypocet p-hodnoty. Mélo by byt také receno, zda je
dany test presny nebo asymptoticky.

1. Mame udaje o télesné vySce 500 dospélych Zen a jejich barveé oci, pficemz rozli-
Sujeme hnédou, modrou a zelenou barvu. Navrhnéte vhodny test, ktery by zjis-
til, zda télesné vyska souvisi s barvou oci.

2. Mame udaje o platech 2 000 pracovnikii v oboru IT a regionu (8 mozZnosti), ve
kterém Ziji. Navrhnéte vhodny postup, ktery by pfi dodrZeni predepsané cel-
kové hladiny hledal dvojice regionti, pro které lze vysi platu povazovat za rtz-
nou.
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()3

dvouslozkovych ndhodnych vektorti a n > 3.

UvaZujme nahodny vybér

10.1. PEARSONUV KORELACNI KOEFICIENT

Chceme otestovat nezavislost mezi X; a Y;, pfipadné sestrojit interval spolehlivosti
pro korelacni koeficient definovany jako

cov (Xl ’ Yl)

— o(X: V) = _ (10.1)
0 =0(X:, ¥i) Vvar X;vary;
Jeho konsistentnim odhadem je vybérovy korela¢ni koeficient
Py Sxy ?zl(Xi _)_(n)(Yt _?n)
xor \/Z?:l(Xi _Xn)2 Z?:l(yz - Yn)z
_ Z,"lzl XiY; —nX, Yy 10.2)

—2 —2
\/( i1 Xi2 - ”Xn)( i1 Yiz - ”Yn)

Poznamka. Pfipomenime, Ze p = 1 (resp. —1), pravé kdyzZ existuji konstanty a € R a
b > 0 (resp. b < 0) takové, Ze s pravdépodobnosti jedna plati Y =a + b X.
Podobné p, =1 (resp. —1) pravé kdyz existuji konstantya e R a b > 0 (resp. b < 0)

zavedeny v definici 3.8.

takové, Ze Y; = a + bX; provSechnai=1,...,n.

VétSina zdkladnich tvrzeni o korela¢nim koeficientu jsou odvozena za predpokladu
normality.
Model:

X; p1 0?2  poiov ) ,
= ~ hl y 1 y ) E&, 0, 0’ __1’1 .
T {(YZ) 2((#2) (PUWZ o3 f, p2 €R, 07 > 0,05 >0,p €(-1,1)

Yev s

Neékterd tvrzeni vSak plati i v obecnéjsim modelu

Fas = {dvourozmérné rozdéleni pricemz var (X;) € (0, c0), var (Y;) € (0, oo)}.
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10.1.1. TESTOVANT HYPOTEZY NEZAVISLOSTI

Hypotéza a alternativa:
Hp : X; a Y; jsou nezavislé H; : X; a Y; nejsou nezavislé. (10.3)

Tvrzeni 10.1 Necht plati model ¥, a navic jsou slozky X; a Y; nezavislé (tj. p = 0).

Potom

T,=Vn-2—2"— <1,

Vsimnéme si, Ze za hypotézy nezavislosti (10.3) je korelacni koeficient p nulovy.
Tudiz proti hypotéze nezavislosti svéd¢i hodnoty vybérového korela¢niho koeficientu
on prilis vzdalené od nuly. Tedy diky tvrzeni 10.1 dostdvame kriticky obor:

Hy zamitneme < |T,| > t,_2(1 — a/2). (10.4)
Tento test md (za platnosti modelu ¥,,) presné hladinu a.

Poznamka.
e Za platnosti modelu #, je test nezdvislosti (10.3) ekvivalentni s testem nekore-
lovanosti, tj.
Hy : p = 0 proti alternativé H; : p # 0.

JelikoZ zavislost v dvourozmérném normadlnim rozdéleni implikuje, Ze p # 0,
tak se da ukdzat, Ze vySe popsany test je v modelu ¥, konzistentni.

¢ Da se ukdzat, Ze pro platnost tvrzeni 10.1 staci, Ze pouze jedna z veli¢in md nor-
malni rozdéleni a druhd je s ni nezévisld a ma rozdéleni s kone¢nym a nenulo-

vym rozptylem.

Necht ()é’ ),i=1,...,njenahodny vybér z dvourozmérného rozdéleni z modelu
(tj. nepredpokladdme normalitu) Potom se d4, za prfedpokladu, Ze X; a ¥; jsou neza-
vislé, ukazat

—O 9 N1 (10.5)
N

Tj. bez predpokladu normality je test s kritickym oborem (10.4) asymptotickym tes-
tem hypotézy nezdvislosti (10.3). Tento test bude citlivy proti alternativam (tj. konzis-
tentni pro alternativy), pro které je skutecny korelacni koeficient p nenulovy, tj. mezi
veli¢inami se d4 detekovat linedrni zavislost. Na druhou stranu test v§ak nebude kon-
sistentni, pokud X; a ¥; sice nebudou nezavislé, ale jsou nekorelované, tj. o = 0. Ex-
trémni pfikladem takové situace je, kdyZz X; mé symetrické rozdéleni kolem nuly a
Y; = X2.

Je dililezité si uvédomit, Ze se zde jednd o test nezavislosti nikoliv vSak o test neko-
relovanosti, tj. o test hypotézy, Ze Hy : p = 0. Existuji totiZ dvourozmeérna rozdeéleni,
pro kterd je p = 0, ale asymptoticky vysledek (10.5) neplati.

T,=Vn -2

* Diikaz, viz véta 6.2 v Andél (2002).
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10.1.2. TESTOVANT OBECNE HODNOTY KORELACNIHO KOEFICIENTU A INTERVAL
SPOLEHLIVOSTI PRO p

Necht plati model F, a gy # 0. VSimnéme si, Ze tvrzeni 10.1 (ani vysledek (10.5)) nelze
roz$ifit na testovani hypotéz

Hy : p = po, Hi :p # po. (10.6)

Na zakladé téchto tvrzeni nelze také sestrojit interval spolehlivosti.

I kdyz se da za platnosti modelu ¥, nalézt (pfesné) rozdéleni vybérového korelac-
niho koeficientu p,,, tak toto rozdéleni je analyticky natolik sloZité, Ze se v praxi ne-
pouziva. Nicméné se pomoci A-metody (tvrzeni 1.7) d4 ukdzat, Ze

Vn (o — ) ni—m> N(0, (1 - *)?). (10.7)

Odtud bychom mohli sestavit asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr p jako

_52 —p2
(En _ ul—a/f/(ﬁ]' Qn)’b‘n + ul—a/i/(ﬁ]' gn))'

Ukazuje se vSak, Ze pro g blizké plus nebo minus jedné je 1épe pouZit transformaci
stabilizujici asymptoticky rozptyl

1+x
1-x’

arctghx = % log

kterou navrhl R. A. Fisher. Tato transformace se nazyva Fisherova Z-transformace.

Tvrzeni 10.2 Necht plati model #,. Potom
Vn-3 (arctgh on — arctgh 9) LN N(O, 1).
n—oo

Diikaz. Dtikaz plyne z asymptotické normality korela¢niho koeficientu (10.7) a A-metody
(tvrzeni 1.7). O

Poznamka. Pouziti Vn — 3 misto tradi¢niho v/n nemé na asymptotické rozdéleni vliv.

Ukazuje se vSak, ze normdlni aproximace je pro Vn — 3 pfesnéjsi nez pro v/n. Davo-
dem je, Ze v modelu 7, se da odvodit, Ze

var (arctghp,) = -L5 + 0(3).

Chceme-li tedy otestovat hypotézu (10.6), tak spocitdme testovou statistiku
Z, = Vn -3 (arctgh g, — arctgh o)

a Hy zamitneme na hladiné «, pokud | Z,| > u1_4/2. Z tvrzeni 10.2 dostdvame asympto-
ticky interval spolehlivosti pro arctgh p ve tvaru

(arctgh On — u%/sz , arctgh g, + —u%/;)
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exp(2x)-1

Odtud pak zpétnou transformaci pomoci funkce tgh x = P

ticky interval spolehlivosti pro g

dostaneme asympto-

(tgh (arctgh g, — \}L/Z) tgh (arctgh g, + \}%’;))

Zdtiraznéme, Ze Fisherova Z-transformace spoléhd na dvourozmérnou norma-
litu. Pro jind rozdéleni tvrzeni 10.2 obecné neplati. Pokud nechceme predpokladat,
Ze data pochézeji z dvourozmérného normélniho rozdéleni, tak je tfeba pomoci A-
metody (tvrzeni 1. 7) najit asymptotické rozdéleni vybérového korelaéniho koeﬁcientu.
uvedeno v (10.7). Alternativné lze také vyuzit metodu bootstrap, s niz se 1ze sezndmit
v pfedmétu NMST434 Moderni statistické metody.”

10.2. SPEARMANUV KORELACNi KOEFICIENT

Spearmantiv korelac¢ni koeficient vychézi z vyrazu (10.2), ale dosazuje do néj poradi
namisto ptivodnich pozorovani. Ozna¢me R; poradi pozorovani X; v ndhodném vy-
béru Xi,..., X, a ozna¢me S; poradi pozorovani Y¥; v ndhodném vybéru v, ..., Y,. Po-
kud X; je nezavislé na Y; pro kazdé i, pak by nemély byt zavislosti ani mezi pofadimi
R; a Si.

(Vybérovy) Spearmantiv korelacni koeficient' dostaneme dosazenim R; misto X; a
S; misto Y; v (10.2):

~(S) _ ?:1 R;S; — nﬁngn
On > o
\/( i R - an) (Z?:I S7 - ”Sn)

Poznamka. VSimnéme si, Ze

= = _n+l 10,0 2)
Rn:Sn: 2 ’ Z ..ZEZ;JR-I-S L
i=1 = i=

(10.8)

n

(Ri - Si)°.

NI»—!

Déle za ptedpokladu, Ze v datech nejsou shody (tj. vSechny hodnoty Xj, ..., X, jsou
odli$né a také vSechny hodnoty V3, ..., Y, jsou odlisné) plati

n n n
2 2 2 nn+1)(2n+1)
;Ri_;si—Zz = 6 .

i=1

¥z

Pak Ize prepsat 5,(, v jednoduss$im tvaru:

n
~(S) _ 6 2
=1- R; - S;)". 10.9
On n(nz_l);(l ) (10.9)

* Od roku 2022/23 bude bootstrap souéasti prednasky NMST545 Matematickd statistika 4. 1 Angl.
Spearman correlation coefficient
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JelikoZ shody nemohou vzniknout, pokud médme ndhodny vybér ze spojitého rozdé-
leni, tak nékteti autofi predpokladaji nejdfive spojitost margindlnich rozdéleni a de-
finuji vybérovy Spearmantiv korela¢ni koeficient rovnou jako (10.9).

Z definice (10.8) vidime, Ze Spearmanuv korela¢ni koeficient je vlastné Pearsontiv
korela¢ni koeficient pocitany z poradi. Tedy podobné jako u Pearsonova korelacniho
koeficientu pomoci Cauchy-Schwarzovy nerovnosti dostadvame, Ze 5,(15) = 1 pravé kdyz
existuji konstanty a € R a b > 0 takové, Ze R; = a + bS; pro kazdé i. Jelikoz R; a S; jsou
poradi, tak nutné dostavame, Ze v tomto piipadé R; = S; (v pripadé, Ze v pozorova-
nich nejsou shody to vlastné okamzité plyne z prepisu (10.9)). Uvédomme si vSak, Ze
poradi X; a Y; jsou si rovna, pravé kdyz existuje rostouci funkce h takova, ze V; = h(X;)
pro kazdé i. Tedy 5,(,8) = 1, pravé kdyz Y; je rostouci transformaci X;. Pfipomerime, Ze
Pearsontiv vybérovy korela¢ni koeficient p,, = 1, pravé kdyz X; je rostouci linedrni
transformaci Y;.

Podobné Ize odvodit, Ze g3’ = —1, pravé kdyZ R; = n+1 - §;, tj. kdyZ existuje ostfe
klesajici funkce h takova, ze X; = h(Y;) pro kazdé i.

Poznamka. Spearmantiv korela¢ni koeficient rozhodné neni odhadem teoretického
korela¢niho koeficientu p daného rovnici (10.1). D4 se ukézat, Ze podobné jako vybé-
rovy korela¢ni koeficient p,, odhaduje teoreticky korela¢ni koeficient p, tak 0.5 odha-
duje

cov (Fx(X;), Fy (Y;))

\/var (Fx(X;)) var (Fy (Y;)) |

kde Fx a Fy jsou distribu¢ni funkce ndhodnych veli¢in X; a ¥;. Tj. na o miizeme
nahliZet jako na Pearsontiv korela¢ni koeficient transformovanych ndhodnych velicin
Fx(Xi) a Fy(Y;).

0® =

TESTOVANT NEZAVISLOSTI

Spearmantiv korelac¢ni koeficient se zpravidla vyuziva k testovdni hypotézy nezavis-
losti (10.3). Podobné jako pro Pearsontiv korelacni koeficient se d4 ukézat, Ze pokud
X; a ¥; jsou nezavislé a maji nedegenerovana rozdéleni, pak
s 5(8) d
78 =Vn -2 n N(O, 1). (10.10)
~(5))2 "o
1- (Qn )

Za povsimnuti stoji, Ze vySe uvedeny asymptoticky vysledek nevyzaduje (kromé ne-
zdvislosti) Zddné specidlni predpoklady, tj. plati v modelu

F = {dvourozmérné rozdéleni s var (X;) > 0, var (Y;) > 0}.

Nyni analogicky jako pro Pearsontiv korela¢ni koeficient dostdvdme asymptoticky
kriticky obor
Hp zamitneme < |Tn(s)| > t,0(1 —a/2). (10.11)
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Poznamka. Pokud v datech nejsou shody, tak se pro malé rozsahy vybéru mohou
pouzivat piesné kritické hodnoty, které jsou tabelovany.

Podobné jako test zaloZeny na Pearsonové korelacnim koeficientu v pfedchozi sekci
bude tento test citlivy viici alternativdm (tj. konzistentni pro alternativy), kdy je ko-
relacni koeficient mezi Fx(X;) a Fy(Y;) nenulovy. Naopak nebude konsistentni proti
alternativam, kdy X; a ¥; sice nejsou nezavislé, ale o' = 0.

Poznamka. V pripadech, Ze margindlni rozdéleni X; a ¥; jsou spojitd, tak 1ze ukazat,
7e za platnosti nulové hypotézy

1
~(S ~(8
EQ,(l):O a var(Q,(, )):m

JelikoZ také za platnosti nezdavislosti (v modelu ) plati

Vi1 —25 N0, 1),

n—oo

tak nékteti autofi uvadéji kriticky obor asymptotického testu nezavislosti ve tvaru

Hp zamitneme < Vn -1 |§,(ZS)| > Ul_q)2-

PORUSENTf PREDPOKLADU

Shody (napft. kvili zaokrouhlovani). Kviili zaokrouhlovéni byvaji v aplikacich v da-
tech casto shody. Spearmantiv korela¢ni koeficient E,ES) se pak spocte stdle dle defi-
nice (10.8) s vyuzitim tzv. priimérnych poradi, viz. (2.6)." V tomto piipadé stéle za nu-
lové hypotézy plati asymptoticky vysledek (10.10), tj. Ize testovat pomoci kritického
oboru (10.11).

Tedy pouze je potteba si dat pozor na to, Ze v pfipadé shod nelze k vypoctu Spear-
manova korela¢niho koeficientu Eﬁls) pouZit vzorec (10.9).

" Viz napt. kapitola 8.5 knihy Hollander et al. (2013) T Nutno poznamenat, Ze literatura v tomto neni
jednotnd. Napfiklad v knize Andél (2002) je Spearmantiv korelacni koeficient v pfipadé shod definovany
jinak.
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10. Korelacni analyza

Pripravné priklady ke zkouSce.

Vase reseni ,praktickych tiloh“ by mélo obsahovat matematicky model, hypotézu,
testovou statistiku a jeji presné (Ci asymptotické) rozdéleni za nulové hypotézy. Ddle
pak kriticky obor nebo vzorec pro vypocet p-hodnoty. Mélo by byt také receno, zda je
dany test presny nebo asymptoticky.

1. Méame tidaje o télesné vysce 1000 dospélych muzii a jejich IQ. Navrhnéte vhodny
test, ktery by zjistil, zda télesnda vyska souvisi s 1Q.
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A. APPENDIX

A.l. ROZDELENT y? A ¢

Definice A.1 (y?>-rozdéleni) Necht Xi,..., X jsou nezavislé nahodné veli¢iny s rozdé-
lenim N(0, 1). Pak rozdéleni ndhodné veliciny Zle Xl.2 se nazyva y?-rozdéleni o k stup-
nich volnosti. Znacime ¥ ~ y%.

Definice A.2 (t-rozdéleni) Necht X ~ N(0,1) a Z ~ X% jsou nezévislé. Pak rozdéleni
X

\Z/k

nahodné veliCiny T i se nazyva [Studentovo] ¢-rozdéleni s k stupni volnosti.

Znacime T ~ t;.

A.2. IDEMPOTENTNI MATICE

Definice A.3 Ctvercovou A (typu nxn) nazveme idempotentni, jestlize plati AA = A.
Lemma A.1 Vlastnimi Cisly idempotentni matice jsou pouze nuly a jednicky.

Diikaz. Necht A je idempotentni matice a A je vlastni ¢islo této matice a = pfislusny
vlastni vektor. Potom z vlastnosti vlastnich ¢isel a vektorti na jednu stranu plati

AAz = A(Az) = Adz = \°z.
Na druhou stranu vak z vlastnosti idempotentni matice plati
AAz = (AA)z = Az = L.
Tedy dostavame, ze A2z = Az a tudiz A miZe byt bud pouze nula nebo jedna. |
Lemma A.2 Hodnost idempotentni matice se rovna jeji stopé.

Diikaz. Vime, Ze pro ¢tvercovou matici plati, Ze stopa se rovnd souctu vlastnich cisel.
Déle z lemmatu A.1 vime, Ze vlastni ¢isla idempotentni matice jsou pouze nuly a jed-
nicky. Tedy stopa idempotentni matice se rovnd nasobnosti vlastniho cisla jedna. To
vS§ak odpovid4d hodnosti idempotentni matice. |
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A.3. ROZDELENT KVADRATICKYCH FOREM

Lemma A.3 Necht X ~ N4(0,%). Potom Y%, X? m4 stejné rozdéleni jako ndhodna
veli¢ina Z;’l:l AiYiz, kde V1, ..., ¥; jsou nezdvislé ndhodné veliciny s rozdélenim N(0, 1)
akde A4, ..., A4 jsou vlastni ¢isla matice X.

Diikaz. Matice X je positivné semidefinitni, tudiz dle spektrdlniho rozkladu existuje
ortonormalni matice U takov4, Ze

>=UDUT

kde D = diag (11, ..., Aq) je diagondlni matice, kterd ma na diagonéle vlastni ¢isla ma-
tice X.

Z definice mnohorozmérného normalniho rozdéleni miizeme ndhodny vektor X
reprezentovat jako X = UD'2Y, kde Y = (v3,...,Yy)" aYi,..., ¥, jsou nezavislé na-
hodné veli¢iny s rozdélenim N(0, 1). Tudiz

d
X =XTX =Y DVAUTUD'AY = YDY = ) A, v2
i=1

iMe

O

Dtlezitym specidlnim pfipadem je, Ze X ~ N;(0, ), kde matice X je idempotentni.
Potom s vyuzitim lemmat A.1 a A.3 m4 ndhodnad veli¢ina Y4 | X? chi-kvadrat rozdé-
leni, kde pocet stupniti volnosti odpovida poctu nenulovych vlastnich cisel. Ten je
v8ak dle lemmatu A.2 roven stopé idempotentni matice. Nadsledujici lemma rozsituje
tuto ivahu na o néco obecnéjsi situaci.

Lemma A.4 Necht X ~ N,(0,%) a necht A je positivné semidefinitni matice typu
n x n takova, Ze AZX je nenulova a idempotentni. Pak

T 2
X' AX ~ Xer (AS)-

Ditkaz. Oznacme r = h(X). Z definice mnohorozmérného normélniho rozdéleni mu-
Zeme reprezentovat X jako X = BY, kde B je matice typu n x r takov4, Ze = = BB a
ndhodny vektor Y mé nezavislé slozky s rozdélenim N(0, 1). Tudiz

X'AX=Y'B'"ABY.

Nyni sta¢i ukézat, Ze matice je B' AB je idempotentni. Tvrzeni lemmatu pak poplyne
z Givah predchézejicich toto lemma a déle z toho, Ze

tr (BTAB) = tr (ABB') = tr (AZ).
Dle predpokladu lemmatu je matice AX idempotentni, tudiz plati

AZ AZ = AZ.
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Tedy
ABB'T ABB" = ABB".

Vyndasobeni vyse uvedené rovnice zleva matici B' a zprava matici (B")~ pak dava
(BTAB) (B"AB) = BTAB,

¢imz jsme ovérili, ze matice BT AB je vskutku idempotentni. ]

A.4. TRANSFORMACE NAHODNE VELICINY JEJf DISTRIBUCN{
FUNKCI

Lemma A.5 Necht ndhodna veli¢ina X mé spojitou distribu¢ni funkci F. Potom né-
hodna veli¢ina F(X) ma rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0, 1).

Diikaz. Pro u € (0, 1) pocitejme
P[F(X) <u|=P[X < F'(w)] =F(F () =y,
kde v posledni rovnosti jsme vyuzili spojitosti distribu¢ni funkce F. |

Nésledujici lemma je ,inverzni“ k prfedeslému lemmatu a pouziva se naprtiklad ke
generovani ndhodnych veli¢in s rozdélenim s predepsanou distribu¢ni funkci F. Za
povsimnuti stoji, Ze oproti lemmatu A.5 neni vyZadovéna spojitost distribucni funkce F.

Lemma A.6 Nechf ndhodna veli¢ina U ma rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0, 1)
a F je n&jaka distribu¢ni funkce. Potom néhodnad velic¢ina F~!(U) mé rozdéleni dané
distribu¢ni funkci F.

Diikaz. Necht x € R. Pocitejme

P[FL(U) < x] =P[U < F(x)] = F(x).

A.5. GAMA FUNKCE A BETA FUNKCE

Gama funkce je definovana jako

[(z) = / x* e dx,
0

pricemz pro naSe potieby postaci uvazovat z > 0. Z vlastnosti gama funkce se v pri-
kladech casto vyuZziv4, Ze pro n € N plati I'(n) = (n — 1)
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Beta funkce je pro a, b > 0 definovédna jako

1
B(a,b) = / 211 - x)Pdx.
0

Plati
I'(a)T(b)

Bla.b)=To5p)

(A.D)
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