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!vo! a za! a!ne in!ormacie

Uvod a priebeh semestra

[d 12 prednasok | 12 cvi€eni | 6 tématickych okruhov;
[ Prerekvizita: NMFM301 - Statistika pro finanéni matematiky;

Vyrovnavani dat, klouzavé priméry;
Diferencialni rovnice a modely ristu;
Linearni regulace a linearni soustavy;
Markovovy tetézce s diskrétnim ¢asem a stavovym prostorem;

Casové fady, ARMA procesy;

O 0o oodo

Poissontliv proces a ptibuzné modely;

1 Podrobnosti na http://www.karlin.mff.cuni.cz/~maciak
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!VO! a za! a!ne Informacie

Doporucena literatira

[ Mandl P.: Pravdépodobnostni dynamické modely.
Academia Praha, 1985.

4 Praskova, Z., Lachout, P.: Zaklady nahodnych procesii I.
Matfyzpress, Praha, 2012.

(1 Praskova, Z.: Zaklady ndhodnych procesi Il.
Karolinum, Praha, 2004.
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+ bibliografické odkazy a referencie v priebehu prednasky;
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Kapitola 1

Vyrovnavani dat
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Co st to data?

? Co j je to model?
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Co si to data? Co j je to model?
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1 (Anglické) slovo "data” prvykrat pouzité v roce 1640;

[V zmysle "transmittable and storable computer information” v roce 1946;
4 Data — konkrétne hodnoty kvalitativnych a kvantitativnych premennych;
[d Merané, zbierané, analyzované, reportované a interpretované hodnoty;
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rednaska yrovnavani dat

Data ve statistice

1 NajcastejSie sa v Statistike pouziva nahodny vybér;
(nezévisle, stejné rozdélené nahodné veli¢iny — i.i.d. — odvodené z
anglického "independent and identically distributed random variables”)

1 V praxi Casto ¢asovo zavisla Struktiira pozorovani — ¢asové fady;
(vyvoj hodnot v &ase — diskrétnych Zasovych okamzZikoch)

[ napr. hodnota kurzu x(t) pro t € {t1,...,ta};
[ alebo vzdjomne porovnanie, napr. x(t) vs. y(t);
1 alebo data (xl,yl)T, L (x,,,y,,)T, pro uspofadané indexy;

1 Zavislé a ¢asto nestejné rozdelené nahodné velic¢iny — n.i.n.i.d;
(jak takéto data analyzovat a jaké (vhodné) metédy/modely pouzivat?)
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Vyrovnavani dat

Vyrovnavani dat — prolozeni dat néjakou hladkou kfivkou, kterd v
néjakom zmyslu vystihuje néjaku zakladni vlastnost dat, ale nebere v
potaz drobné chyby, nepfesnosti, fluktuace (charakterizace dat).
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Jak volit "hladku k¥ivku”?
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S

—

10 o 7 ©

_ o
o @i og g o g ,:,dF ,%":‘ 95
ED,-E =} o iy O %‘ELI m @

= o | Bp o 90 T —
X o ;F %@D g & "-"_"Dn _— EF‘

o | ta 5 °

? 7 o

o o

T' T T T T T I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

time t

NMFM310 | Zéklady matematického modelovani
8 / 207
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Jak volit "hladku k¥ivku”?
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 20.02.2018

Od parametrickych po neparametrické

V zésade rozliSujeme tri zakladné pristupy pri modelovani dat, resp. pri
prekladani dat (ne nutné hladkou) kfivkou. Zadladny rozdil je v celkové
mife flexibility a komplexity vysledného modelu.

1 Parametricky postup
3 jednoduchost
(formalny vypocet, model, interpretdcia, vlastnosti)
1 malo flexibilny
(prilis jednoduchy model, ktory &asto nedostate¢né vystihuje data)
(1 Neparametricky postup
[ vyborna flexibilita
(bez akychkolvek predpokladov na konkrétny parametricky tvar kfivky)
3 prilis zlozity
(pomerne niroény na vypocet, vlastnosti a takmer nemoZn3 interpreticia)
[ Semiparametricky postup
[ dostatecne flexibilny, akceptovatelna zloZitost
(bez predpokladov na konkrétny tvar, ale pomocou (skrytych) parametrov)
1 malo intuitivny
(kombinacia dobrych, ale aj Spatnych vlastnosti parametrickych a
neparametrickych postupov)
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!re!na!!a l !yrovnavanl !al !!I!!ll!

Metdéda nejmensich ctverci

[d metoda sa postupne vyvinula v sivislosti
s astronémiou a geodéziou pri rieSeni
problémov s navigaciou lodi;

(1 P.S.Laplace a T. Mayer vyuzili tzv.
metodu priemerov pre vysvetlenie pohybov
nebeskych telies jiz v roce 1750;

0 prvykrat publikovana (Legendre, 1805)
ako algebraicky nastroj na fitovanie
linedrnych rovnic na data;

1 C.F. Gauss v 1809 publikuje pracu o
metode najmensich $tvorcov a dava ju
stvislosti s teériou pravdepodobnosti a

Charles Friedrich Gauss (1777 — 1855) nOrmé|nym rozdelenim;
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!re!na!!a l !yrovnavanl !a! !ll!!l!!

r Ve

Parametricky spisob vyrovnavani

Kfivka jednoznaéne uréena parametrami

[ ptedem zvolime tvar hladké kivky napr. parabola x — a + bx + cx?;
neznama krivka definovand pomocou neznamych parametrov a, b, c € R;
parametre maji konkrétnu a cCasto priamociaru interpretaciu;
odhady parametrov jako minimalizace souctu Etvercii odchylek;

volba poctu parametri = konkrétny tvar a flexibilita k¥ivky;

O dJooo

rozhodnuti mezi celkovym poctem parametr( a velikosti souctu ¢tverci;
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 20.02.2018

r Ve

Parametricky spisob vyrovnavani

Kfivka jednoznaéne uréena parametrami

4

O dJooo

predem zvolime tvar hladké k¥ivky napr. parabola x — a+ bx 4 cx?;
nezndma kfivka definovana pomocou nezndmych parametrov a, b, ¢ € R;
parametre maji konkrétnu a cCasto priamociaru interpretaciu;

odhady parametrov jako minimalizace souctu ¢tvercli odchylek;

volba poctu parametri = konkrétny tvar a flexibilita k¥ivky;

rozhodnuti mezi celkovym poctem parametr( a velikosti souctu ¢tverci;

There is no free lunch!

N
4
]

pro dostate¢ne velky pocet parametrov —> interpolace dat;
interpolace = nulovy soucet ¢tvercli = zadne vyhlazeni dat;

tzv. Bias-variance Trade-off (vychylenie vs. variability);
(rozhodnutie ohladom flexibility a komplexity modelu)
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redn yrovnavani

Metdéda nejmensich ctvercl — algebraicky

[ obecné predpokladame tvar néjaké hladké kfivky
x — a1fi(x) + axfa(x) + - -+ + apfp(x),

pro néjaké nezndme parametry ai, ... a, € R;
d ozna¢me odhadnuté hodnoty parametrov jako ai,...3, € R;

1 pak vyrovnani hodnotu v datech Ize zapsat jako
Vi = a1h(x) + ah(x) + -+ 3pfp(xi),

kde y; znaci vyrovnani hodnotu prislusnii hodnoté y;;

[ pro skrateny zapis pomocou vektorov pouzivame znaceni

y=0r ..oy I=0n )
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redan yrovnavani
Metdda nejmensich ctverclii — maticové

[ explicitne po zlozkach dostaneme vyrovnané hodnoty jako

N f1(x: fa(x: o (X .
. y.l fiEX;; figx;g S f‘;gxig 3.1
A D ; : - : :
¥ ) Blw) o Folx) %

[ stru¢ny/alternativny zapis v maticovom tvare jako
§=F-3,

kdea=(41,...,5)";

1 odhady nezndmych parametrov ay, ..
Ze minimalizuji nejmensi &tverce (soulet Ctverch odchylek)

S0 =3 (5= D ah00) = S0 502 = Iy - 913

i=1 j=1 i=1
= (y —Fa)' (y — Fa);

., ap € R jsou definované tak,
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Pfedndska 1 || Vyrovnavani dat 20.02.2018

Metoda nejmensich ¢tvercii — formalné

d formalné zapsané, odhady parametrov ai, ..., ap jsou definované jako
rieSenie minimalizaéného problému
n

(31,...,3,) = Argmin Z (y,- — zp: ajﬁ(x,-))2 (1)

i=1 j=1

= Argmin ||y —Falf3;
P

(1 Ide o konvexny problém (minimalizicia konvexnej funkcie, cez konvexn(i
mnozinu) a teda existuje globalne minimum, které je rieSenim normalnych
rovnic. Ak m4 F pInti hodnost, tak existuje jednozna&né riesenie;

Samostatny kol

1 Ukazte, ze problém (1) je naozaj konvexny problém. Za akych
podmienok ma matica F € R"*? pln(i hodnost?

1 Dokazte, ze dosazené feseni je skute¢né globalnim minimem.
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 20.02.2018

Metéda nejmensich ctverci — priklad

)T

Uvazujte data (yi,x1 ,...,(Xn,yn)T, které chceme prelozit jednoduchou
pfimkou, t.j. x — a+ bx, pro a, b € R nezndme parametre.

Najdéte explicitné FesSeni pro rovnicu vyhlazovaci pfimky.
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Metéda nejmensich ctverci — priklad

)T

Uvazujte data (yi,x1 (Xn,yn)T, které chceme prelozit jednoduchou
pfimkou, t.j. x — a+ bx, pro a, b € R nezndme parametre.
Najdéte explicitné FesSeni pro rovnicu vyhlazovaci pfimky.

Pravdépodobnostni interpretace:
0 nahodny vektor Y = (Yi,..., Ys)" ajeho realizace y = (yi,...,yn) ' ;
(1 predpokladame, Ze plati model Y = Fa + ¢;
O vektor ndhodnych chyb € = (e1,...,&,)" ~ (0, 5°I);
[d z vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu Ize prepsat jako

EY = Fa VarY = o1,

pro jednotkovou matici I = Diag{1,...,1}, typu n x n;




Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 20.02.2018

Regresni model — teoretické vlastnosti odhadu

Véta: Sttedni hodnota a rozptyl odhadu parametru v linedrni regrese

Méjme linedrny regresny model Y = TFa + &, pro vektor
nadhodnych chyb se slozkami s nulovou stfedni hodnotou Ee =
(Ee1, ..., Eep)T =(0,...,0)" a rozptylovou matici oI

Pak plati, ze

[ odhad parametru a € R? metédou nejmensich &tverca je
nestranny a jeho rozptyl je o?(F'F)~;

0 jsou-li navic (yi,e/)7, pro i =1,..., n nezévislé a stejné rozdelené
(i.i.d.), pak je a konzistentni odhad vektoru a;

[ plati-li navic g; ~ N(O, 02) pak odhady parametri ai, ..., ap maji
také normalné rozdéleni a plati, ze & ~ N,(a, o?>(F'F)™%);

Gauss-Markova véta fika, ze odhad a je nejlepsi, nestranny, linearni odhad vektoru
parametrov a € RP (tzv. BLUE — Best Linear Unbiased Estimate)
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Parametricky = Semiparametricky postup

Parametre, ktoré sa nachadzaji v modeli nemaji priamy vztah na tvar
neznamej krivky a taktiez nemaji intuitivnu interpretaciu, jako tomu bylo
v ptipadé parametrickych modelov.

0 SPLINY - po &astech (lokalne) parametrické vyhlazovani;
(nezndma kfivka je pofad definovand pomoci parametri, ale
parametre nedefinuji pfimo tvar dané kfivky)

[d Vhlazovani je proto mnohem flexibilnejSi a adaptivnejsi;
(kromé samotnych nezndmych parametri jsou ale potfebné
dodatecné parametry — tzv. uzly a tieZ mnoZina tzv. bazickych
funkcii, tzv. splinovd baze)

[ uzly definuji podintervaly definicného oboru kfivky;
(diilezitd je pak otdzka, jak uzly spravné volit; v podintervalech jsou
Casti krivky definované riizne, ale celkova kfivka ma hezké, predem
dané vlastnosti)
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 20.02.2018

Lokalni vyhlazovani pomoci Splint

Necht & < & < -+ < & je poslouplnost vnitinich uzlli z de-
fini¢niho oboru D = [y, k+1]. Pak splinem ¥adu ¢ € N nazveme
nazveme libovolnou funkci f takovou, kterd je v kazdém intervalu
(&, &+1), pro j =0, ..., k polynomem stupné £ a kterd ma v celém
definiénim oboru D = UJ’-‘:O[@-,@H] spojité derivace (jednostranné
derivace v krajnich bodech) az do fadu (¢ — 1) (véetné).
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Lokalni vyhlazovani pomoci Splint

Necht & < & < -+ < & je poslouplnost vnitinich uzlli z de-
fini¢niho oboru D = [&o, £k+1]. Pak splinem ¥adu ¢ € N nazveme
nazveme libovolnou funkci f takovou, kterd je v kazdém intervalu
[&.&41], proj =0, ..., k polynomem stupné ¢ a kterd ma v celém
definiénim oboru D = Ufzo[gj,€j+1] spojité derivace (jednostranné
derivace v krajnich bodech) az do fadu (¢ — 1) (véetné).

UvaZujte interval (0, 1) jako defini¢ny obor D. Definujte posloupnost uzld 0 <

&1 < & < 1 a navrhnéte spline tfetiho fadu (¢ = 3) na D tak, aby splfioval
definici.




Riizne splinové bazy

Existuje celad Fada riznych zplsobu, jak definovat splinovu bazu a sestrojit spline.
Nektéré metody jsou intuitivné a jednoduché, ale vypocetné naro¢né pro velké n € N.
Jiné jsou pomerné zlozite a hodné Spatné interpretovatelné, ale zase vypocetné

stabilngjsi.
[ Truncated Splines
[ jednoduché, intuitivne, jednoduché na odvodenie;
[ vypocetne nestabilné hlavne pre velké n € N;

1 B-Splines
[ vypocetné stabilné a jednoduché pro invertovani F;
[d pro obecny stupen ¢ € N nelze jednoducho vyjadfit (napr. De Boor -

rekurze);

1 Ortogonalne spliny
O vypoletne velmi jednoduché, okamzita invertibilita, numericka stabilita;
[ netrividlne na vytvorenie, naro¢né na interpretaciu;
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[ jednoduché, intuitivne, jednoduché na odvodenie;
[ vypocetne nestabilné hlavne pre velké n € N;

1 B-Splines
[ vypocetné stabilné a jednoduché pro invertovani F;
[d pro obecny stupen ¢ € N nelze jednoducho vyjadfit (napr. De Boor -

rekurze);

1 Ortogonalne spliny
O vypoletne velmi jednoduché, okamzita invertibilita, numericka stabilita;
[ netrividlne na vytvorenie, naro¢né na interpretaciu;

(4 Mnoho jinych ...
d Box spliny, M-Spliny, T-Spliny;
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Porovnani: T-spliny, B-spliny, O-spliny

1 Uzly: & = 0.3,& = 0.7; Stupeni ¢ = 1 (linedrne spliny (baze));

Basis Functions Basis Functions

00 02 04 06 08 1.0
\
00 02 04 06 08 10
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00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10

Porovnani: T-spliny, B-spliny, O-spliny

1 Uzly: & = 0.3,& = 0.7; Stupeni ¢ = 1 (linedrne spliny (baze));

Basis Functions

Basis Functions

00 02 04 06 08 1.0

1 Uzly: & = 0.3,& = 0.7; Stupen ¢ = 3 (kubické spliny (baze));

Basis Functions

Basis Functions

00 02 04 06 08 10
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 20.02.2018

Truncated splines — "zkosené” spliny

Priklad

0 mé&jme uzly & < & < &3 uvnité D, a necht £ = 1 (linearni spliny);
Pak pfisluéné funkce fi(x), ..., fo(x) maji nasledujici tvar:

i) =1 Ak)=x,  f(x)=(x=&),
f(x) = (x — &)+,
fi(x) = (x — &)+

O pro stejné uzly &1 < & < &3 uvnitf D, a fad £ = 3 (kubické spliny);
Pfislusné funkce fi(x), ..., fr(x) maji tvar:

A =1 hx)=x  fx)=(x-=&),
Bx)=x A =X i) =(x-&)}

Pro splinové bazy obecné plati, ze p = ¢+ k+ 1, kde £ € N je stupen splinové
bazy,resp. ¥ad splinu a k € NU {0} je polet vnitfnich uzld & < -+ < & € D.
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Semiparametricky = Neparametricky postup

Bez parametrov - zadny konkrétny tvar nezndme kfivky, ani zapis
neznamej krivky pomoci linedrnej kombinace funkci bazy.

1 Klouzavé praméry (KP) — lokalny neparametricky postup vyhlazovani;
(schopny zachytit trend — t.j. smér a miru pohybu pozorovanych hodnot)

[ nevystupuji tady zaddne nezname parametre, které bychom odhadovali;
(vyslednd vyhlazovaci kfivka je pouze funkci pozorovanych dat)

1 jedna se o lokalni vyrovnavani pozorovanych dat;
(v daném bodé x € D zavisi vyrovnani pouze od nékolika sousedii)

[ formalné zapsano, pro pozorovani y; ziskame hodnotu y; jako

r
yi:ZVijH,j pr0i=r+1,---.n_r§

j==r

O pro vahy w; plati, ze ij:_r wj=1;
(¢islo r € N se nazyva délka klouzavého priméru)
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Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)

[ vyhlazené hodnoty jsou definovany jako y; = er.:_r W, Yitj,
ale pouze prodata y; kdei=r+1,...,n—r;

d pro vahy w; plati, ze w; = Tirl a tiez ij:ir w; =1;

4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;
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Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)

[ vyhlazené hodnoty jsou definovany jako y; =
ale pouze pro data y; kdei=r+1,...,n—

r
Zj:—r WjYi+j,
r,

, ;v 1 P r .
L pro vahy w; plati, Ze w; = 55 a tiez ZF# w; =1;
4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;

o
[m]
o
- — o H a
s ® B ]
[m]
> o -
, =
- o
|
cl\| ] :
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

NMFM310 | Zaklady matematického modelovani

23

207



redn yrovnavani

Obycejné (aritmetické) klouzavé priméry (KP)
[ vyhlazené hodnoty jsou definovany jako y; = er.:_r W, Yitj,
ale pouze prodata y; kdei=r+1,...,n—r;
d pro vahy w; plati, ze w; = Tirl a tiez Zj;ir w; =1;
4 pro r = 1 dostaneme y; pomoci y; a dvou vedlejSich sousedd;

o~ -
[m
[m]
— — . o H
]
o . L] .
> o
. o
[m] o g
- | o
I
cr _ B
T T T T T I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X NMFM310 | Zaklady matematického modelovani

23 /207
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Jak definovat vahy w; pro KP?

[J Stejné vahy pro vSechny j = —r,...,r;

1 jednoduchost, w; = ﬁ a vyrovnana hodnota y; je pouze obycejny
aritmeticky primer z 2r + 1 okolnich hodnot, navic nezdporne véhy;

(1 neni vyrovnan poéateni a koncovy lsek dat (potfebna data nejsou k
dispozicii) a obecné se nejednd o hladkou kfivku v D;
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1 jednoduchost, w; = ﬁ a vyrovnana hodnota y; je pouze obycejny
aritmeticky primer z 2r + 1 okolnich hodnot, navic nezdporne véhy;

(1 neni vyrovnan poéateni a koncovy lsek dat (potfebna data nejsou k
dispozicii) a obecné se nejednd o hladkou kfivku v D;

[d Obecné rizne vahy pro w;, j = —r,...,r;

[ p¥i spravne volbé Ize dosdhnout hladkou kfivku v celém defini¢énim oboru D
a lze vyrovnat aj pocatecné a koncové hodnoty;

A nutnost dodateénych vypoctov, pripadné néjakych dodatecnych parametr(;
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Obycejné aritmetické klouzavé priiméry

[ Pri urcitém zobecnéni pro libovolné x € D nedostaneme nutné hladkou
kfivku, ale pouze po Castech konstantné "vyhlazeni”.
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gridu bodd z D) v kterych poéitame vazeny priimér.
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Konstrukce KP vyrovnanim uasekii polynomy

J IDEA: vahy w; pro vyrovnani hodnot y; volime tak, Ze 2r + 1 &leni fady,
t.j. hodnoty yi—r, ..., ¥i, ..., Yitr, aproximujeme vhodnym polynomem
stupné p € N; Vyrovnana hodnota §; je pak hodnota polynomu, ktora
odpovida pozorovani y;.

1 hodnota p € N se nazyva rad klouzavého priiméru;

1 formalné zapsano, pro pozorovani yi_,, ..., yi+r uvazujeme polynom

y,-+uzco+c1u+czu2+-~~+cpup prou = —r,...,r; 2

[ resp. zapsano v maticovem tvafe y(;) =~ Fc, kde
Yier L (=r) (=r .. (=r)y <
Yitr 1 r r . rP Cp
[ vyrovnanou hodnotu J; pro y; pak dostaneme dosazenim u = 0 do (2);
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!re!na!!a l !yrovnavanl !al !!I!!ll!

Vahy pomoci projekéni matice

(0 pro &ast pozorovani y;y = (Vi—r, ... ,yirr)| méame pro vyrovnani vztah
Jyhy=F-¢
[0 pro odhadnuté parametry & = (&,...,¢,)" zase plati

&= (F'F)'Fyu;

U pro vyrovnané hodnoty §( = (Ji—r, ..., Ji+r)  proto dostaneme

Y5 =F(F'F)'F 'y = Hyg);

[0 matice H = F(F"F)"'F" se nazyva projekéni matice;

0 projekéni matice definuje lindrne zobrazeni z R**! do p rozmérného
podprostoru (projekce z R*** do RP);

[ projekéni matice H je typu (2r + 1) X p a v prostfednim Fadku obsahuje
vahy pro vyrovnani hodnoty y;;
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!re!na!!a l !yrovnavanl !a! !ll!!l!!

Vahy w; vs. parametre cy,...c,

4 pro vyhladené hodnoty y;, pro i =r+1,...,n— r, mame obecné

Vi= Z wiyir; = hlayp = &,

j=—r
kde h,41 = (h(,+1)1, R h(,+1)(2,+1))T = (Wfr, . Wr)T, je (r + 1)-n|'
fadek projekéni matice H = (hy, .. ., h2,+1)T;

[ maticové mizeme taktiez pouzit vyjadreni ve tvaru
i) = Hy) = F(F'F)'F 'y = Fe,
pri¢emz vyhlazena hodnota §;, ktera nas zajima, je (r + 1)-ni element
vektoru .;'(i) = (_)’7,'7,, - ,}A/,'+,)T;

[ je ddlezité si uvédomit, ze vahy w_,, ..., w, nezdvisi na indexu
i=r+1,...,n—r apro kazdou vyhlazeni hodnotu y; jsou stejné;
(vahy w_., ..., w, zavisi pouze na matici F, kterd je pofid stejnd)

O naproti tomu odhadnuté parametre & = (&;,...,&) " na indexu
i=r+1,...,n—r zavisi, a pro kazdé y; jsou parametry obecné riizne;
(odhady &1, ..., &, zavisi na matici F, ale také na vektoru y(;)
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Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 20.02.2018

Odhad parametrii ¢y, .. ., ¢,

d odhad parametrov ¢y, .. ., ¢, metédou nejmensich ctverci;

Samostatny kol

Jak vypada v tomhle pfipadé matice F a jak se meni v zavislosti na pozadovanej
hodnote y;, pro i = —r, ..., r, kteri chceme vyhlazovat?

Jak vypada projekéni soustava normalnych rovnic a pfislusna projekéni matice?

Priklad

Uvazujte kubicky polynom pro p = 3 a r = 2. Polynom pro uréeni vah je
ve tvaru yji, = ¢ + cu + cou? + czu, kde g, ...,c3 € R jsou nezname
parametry.

[ sestavte pfislusnou matici IF;

[0 najdéte projek&nou matici H = F(F'F)~'FT;

d najdéte vahy w;, pro j = —2,1,0, 1,2 a spoltéte y;, pro
i=3,...,n—2;




Prednaska 1 || Vyrovnavani dat 20.02.2018

Vyrovnané hodnoty a predikce

4

N

na rozdil od klasickych aritmetickych klouzavych priméri je mozné vyuzit
vazené klouzavé priméry aj k vyrovnani pocatecnych a koncovych hodnot;
pro vyhlazeni napr. koncového tseku sta&i v (2) vhodne dosadit za u;
Napr.pror=1ap=1 méme yiy, ~c+cau, prou=-10,1ai=2,...,n—1,

Pro vylazeni y, dosadime: i<~ n—lau<+ 1=y, =y, 1)1~ +caf==C +
analogicky Ize pouZit vyraz (2) i pro budouci predikce;

Napr. pror=2ap=2, mémey;+uzco+c1u+cZu2, pou=-2,...,2ai=3,...,n—2;

Predikce yni1: i <= n—2a u <3 = ypi1 = Yn-2)43~ 0+ 3¢ + 9 a Ypi1 = & + 38 + 985

Uvazujte kubicky polynom pro p = 3 a r = 2. Polynom pro uréeni vah je
ve tvaru yjr, = ¢ + cu + ou? + czud, kde g, ...,c3 € R jsou nezname

parametry.
(1 spoctéte predikci o jeden krok dopfedu a explicitné vyjadfite vahy
pro vazeny primeér;




Prednaska 2 || Vyrovnavani dat 27.02.2018

Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

1 Parametrické vyrovnavani dat;
(prokladana k¥ivka je jednoznagne uréena pomoci nékolika mélo
parametr(i, které jsou odhadnuté pomoci metody nejmensich &tvercii)

[d Semiparametrické vyrovnavani dat;
(proloZena kfivka definovand jako linedrni kombinace nékolika malo
bazickych funkci — napr. splinii — odhady metodou nejmensich &tverci)

1 Neparametrické vyrovnavani dat;
(prolozend kfivka definovana pouze lokalné pomoci nékolika méalo sousedi
— p¥ipadné vahy ziskané metédou nejmensich &tverci)

NMFM310 | Zaklady matematického modelovani
32 /207




Pfednédska 2 || Vyrovnavani dat 27.02.2018

Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

1 Parametrické vyrovnavani dat;
(prokladana k¥ivka je jednoznagne uréena pomoci nékolika mélo
parametr(i, které jsou odhadnuté pomoci metody nejmensich &tvercii)

[d Semiparametrické vyrovnavani dat;
(proloZena kfivka definovand jako linedrni kombinace nékolika malo
bazickych funkci — napr. splinii — odhady metodou nejmensich &tverci)

1 Neparametrické vyrovnavani dat;
(prolozend kfivka definovana pouze lokalné pomoci nékolika méalo sousedi
— p¥ipadné vahy ziskané metédou nejmensich &tverci)

[ P¥islusnd metoda vyrovnavani musi byt zvolena s ohledem na naslednou
aplikaci/vyuziti prolozené kfivky: jiné pozadavky jsou kladené pro
interpretaci, jiné pro vhodné zachyceni neznameho trendu;

[ Problém optimalneho vyhlazeni: hladkost prolozené kfivky vs.
korespondence s pivodnimi daty (tzv. bias-variance trade-off);
(neboli flexibilita vs. komplexita findlneho modelu)
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Vychyleni vs. variabilita

[ Jak zvolit/vybrat vhodnou miru vyhlazeni?
[ Lze aplikovat néjaké optiméalne kritérum pomoci kterého se rozhodnout?

00 05 1.0

y(t)

-1.0
|
o

Time t
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Vychyleni vs. variabilita

[ Jak zvolit/vybrat vhodnou miru vyhlazeni?
[ Lze aplikovat néjaké optiméalne kritérum pomoci kterého se rozhodnout?
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Vychyleni vs. variabilita

[ Jak zvolit/vybrat vhodnou miru vyhlazeni?
[ Lze aplikovat néjaké optiméalne kritérum pomoci kterého se rozhodnout?
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Vychyleni vs. variabilita

[ Jak zvolit/vybrat vhodnou miru vyhlazeni?
[ Lze aplikovat néjaké optiméalne kritérum pomoci kterého se rozhodnout?
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Vychyleni vs. variabilita

[ Jak zvolit/vybrat vhodnou miru vyhlazeni?
[ Lze aplikovat néjaké optiméalne kritérum pomoci kterého se rozhodnout?
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Vychyleni vs. variabilita

[ Jak zvolit/vybrat vhodnou miru vyhlazeni?
[ Lze aplikovat néjaké optiméalne kritérum pomoci kterého se rozhodnout?
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!re!na!!a ! !yrovnavanl !al !ll!!ll!

Whitttacker-Hendersonova metoda

Zakladnou dlohou vyhlazovani dat je odhadnout hladky, pomalu se
ménici trend. Zaroven cheme dosidhnout co nejlepsi zhodu mezi
pavodnimi daty a vylazenymi daty;

4 Dokonalé vyhlazeni
= prili$ velky soucet ¢tverch odchylek, a mald zhoda s pivodnimi daty;

1 Dokonala zhoda s daty
= nulovy soucet ¢tvercil odchylek, prili§ velka variabilita, interpolace;
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Pfednédska 2 || Vyrovnavani dat 27.02.2018

Whitttacker-Hendersonova metoda
Zakladnou dlohou vyhlazovani dat je odhadnout hladky, pomalu se
ménici trend. Zaroven cheme dosidhnout co nejlepsi zhodu mezi
pavodnimi daty a vylazenymi daty;

4 Dokonalé vyhlazeni

= prilis velky soucet Ctvercl odchylek, a mald zhoda s pivodnimi daty;
1 Dokonala zhoda s daty

= nulovy soucet Ctvercli odchylek, prilis velka variabilita, interpolace;

Whittacker/Hendersonova metoda
Metoda, kterd umoznuje hledat kompromis mezi témeto dvéma
pozadavky tim, Ze jim ptidéluje rozdilnou vahu. Vyrovnané hodnoty
minimalizuji kritérium
n n
M(3) = (i =92 +X- D (A7),

i=1 i=r+1

soucet ¢tvercli penalta

kde A > 0 je néjaky vhodné zvoleny ladici parametr.
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Whitttacker-Hendersonova metoda

W-H metoda nepredpoklada zadny konkrétny tvar prokladané krivky;
symbol A"J; oznaluje rekuzivnou r-tou zpétnou diferenci posloupnosti ¥;;
obecné plati, ze A =9, a A=Ay =9 — §i1;

pro r-tou zpétnou diferenci plati A"y = A7), — AT,

| I I WA R

obecné Ize také zapsat pomoci binomické formule

re r ~ r N r r N
Ay = < 0 )y;—( 1 )yi1+"'+(—1) ( . >yir,
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rednaska yrovnavani dat

Whitttacker-Hendersonova metoda

[ W-H metoda nepredpoklada zadny konkrétny tvar prokladané kfivky;

[ symbol A"y; oznaluje rekuzivnou r-tou zpétnou diferenci posloupnosti y;;
1 obecné plati, ze A% = §i a Ay = Ay = §i — Jio1;

[ pro r-tou zpétnou diferenci plati A™); = A"y, — AT 1) 1,

[ obecné Ize také zapsat pomoci binomické formule
re r ~ r N r r N
Ay = ( 0 )y;—( 1 )yi1+"'+(—1) ( . )yir,
IDEA:

Rekurzivni zpétna diference je diskrétné zobecnéni pojmu derivace. Zakladnou
myslienkou je penalizovat prili§ velké rozdiely v danej r-tej diferencii. Napr. pro r = 1
penalizujeme prili$ velké rozdiely v prvni diferencii, t.j. pro A — oo dostaneme
vyhlazeni ve tvaru primky.
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Whitttacker-Hendersonova metoda

[ kritérium M(y) lze zapsat aj v maticovém tvaru jako
ME) =y =9 (v =9+ 7 KKy,

[d matice K je typu (n — r) X n a ma tvar

(=1)" _(;) 1 0

K — (—1)" 7({)

N

[ derivovanim podle y dostaneme soustavu normaélnich rovnic

M(5 M(3
VyM(y) = (aa}gly),...,aay(:’)> =2y — 2y + 20K 'Ky

[ rieSime soustavu rovnic V;M(y) = 0 = YeSeni ve tvaru
y=(I+XK'K) y;
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rednaska yrovnavani dat

To conclude

d Rézne metody vyhlazovani dat — prokladani vhodnou hladkou kfivkou;

1 Parametrické metody

(jednoduché, ale mélo flexibilné)
[J Semiparametrické metody

(vyrovnani jako linedrni kombinace fukci baze, pomerné dobra flexibilita)
1 Neparametrické metody

(bez omezeni na tvar prokladané kfivky, nelze ale vyjadFit explicitné)

[V nékterych pripadech Ize konstruovat predikci do budoucnosti;
(neni vhodné pouZivat na predikci o moc krokii dopredu...)

4 Whitttacker-Henderson - regularizacni neparametricky postup;
(vhodnou volbou X\ > 0 a r € NU {0} Ize dosdhnout poZzadovany tvar)

1 P¥i vyhlazovani dat pamatovat na vztah medzi vychylenim a variabilitou;
(prilisné vyhlazeni = mal3 variabilita a ptilis velké odchylky | vice versa)
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Kapitola 2

Diferencialni rovnice
a modely rustu
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Prednaska 2 || Diferenciélni rovnice a modely riistu 27.02.2018

Modely riistu — motivace

Modely, kde velikost zmény (rlistu) zavisi na aktudlnem stavu...

Siroké uplatnéni modela v ...
(1 bioldgii
(rast populace mikroorganizma, vyrusy, ...)
1 fyzice
(3tiepenie, nukledrne reakcie, laviny)
d ekondémia a finance
(pyramidové schémy, modely kapitélu a
poptavky)
1 IT a informatika
(vypocetna sila a zloZitost, singularity, atd'.)

0 min




!re!na!!a ! !I erenclalni rovnice a mo!ey rustu !!l!!l!!

Modely rastu — formalné

[ jedna se viceparametricky deterministicky (nelinedrni) model pro
modelovani ristu né&jaké populace (polet obyvatelstva, zasoby néjakého
statku, objem komodity, atd);

(]

zauzivané znaeni: y(t) — stav (velikost) populace v ¢ase t € R;

[ model uréen pomoci deferencialni rovnice, ¢o umoziuje vyjadFit zavislost
rychlosti ristu na velikosti populace v Case t € R;

1 IDEA: otekavame, ze populace by méla rist rychleji, kdyz je velka, a
naopak zase pomaleji, kdyz je mal3;

[ diferencialni rovnice €asto v tvaru, ktery v uréitem zmyslu modeluje
linearni zavislost ristu na velikosti:

dy Z)
a2l

kde y = y(t) je funkce t € R a a, k > 0 jsou nezndme parametry;
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!re!na!!a ! !I erenclalni rovnice a mo!ey rustu !!l!!l!!

Korekce linearni zavislosti rastu na velikosti

Funkce g(+) v zapisu diferencialni rovnice se pouziva ke korekci linedrni
zavislosti rlistu na velikosti populace — bez tehle korekce je totiz vétsSina

modell prakticky nesmysinych;

[d Volba g(x) = 1: Klasicky model exponencialniho rastu

d

w =iy = feseni y(t) = be™;

1 Volba g(x) = 1 — x: Model logistického riistu

dy y S k.
E:ay(l—;> —> reseni y(t):m,
d Volba g(x) = — log x: Model Gomertzovej kfivky
% =—a-y-log (}_l:) = fegeni y(t) = k- exp{—be *};
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Prednaska 2 || Diferenciélni rovnice a modely riistu 27.02.2018

Modely riistu

Priklad

Uvazujte jednoduchy model exponencialniho ristu. Ukazte, Ze funkce
y(t) = be™

je skuteéné feSenim diferencialni rovnice dy/dt = ay.

Priklad

Uvazujte model logistického ristu pro néjaké obecné k > 0.
[ ukazte, ze funkce y(t) = ﬁ je FeSenim diferencialni rovnice
dy/dt = ay(1 — y/k)
[ najdéte inflexni bod a dokazte, ze kfivka logistického ristu je
symetrickad kolem tohto bodu;




Modely exponencialniho riistu

[ rdzne hodnoty a > 0, b= 1,

N — a=1
— 8 ] — a=2
\; 8 _ — a=4
— _]
o -
T T T T T
-10 -5 0 5 10
[ rizne hodnoty b >0, a =1, t
1= 0=
— o | — b=2
t/>\ § _ — b=4
— —
o -
T T T T T
-10 -5 0 5 10
t
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Modely logistického riistu

Qk=1]a>0, b>0;

© 11— a=1|b=1
S 7| | — a=2|b=1
— - | — a=4|b=1
s <« --- a=1|b=5
o | --- a=1|b=10
o
o T T I
-10 -5 0 5 10
O k=1]a>0b>1, t
—— a=1|b=1 )
© —— a=2|b=1
= — —— a=4|b=1
< --- a=1|b=5
> ¥ A |- azijb=10
o —
T T T T I
-10 -5 0 5 10
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Modely Gompertzové krivky

Qk=1]a>0, b>0;
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Prednaska 2 Di!erenciélnl’ rovnice a modely riistu 27.02.2018

Modely ristu — aplikace

(1 Model exponencialniho ristu

[ model neomezeného riistu p¥i neomezenych zdrojich;
1 aplikovatelny pouze v kratkodobem ¢asovem horizontu;
[d v praxi vétSinou nedostupnost zdrojl pfi urcitem stavu populace;

1 Model logistického riistu

[ model s korekci pro saturovanou hodnotu — parametr k > 0;
[ pro celkovy stav populace vidy plati, Ze 0 < y(t) < k pro t € R;
1 (1 — y/k) omezuje nové pfirdstky, pro velkou populaci — malo zdrojii;
(1 jedna se o tzv. sigmoidalni kfivku (sigmoid function);
1 Gompertzova krivka
1 zbecnéna sigmoidalni k¥ivka (prudky nartist, pomalejsi saturace);
[ inflexni bod pro t € R, kde y(t) = k/e) (symetricka;)
[ Zasta aplikace nap¥. pro tabulky Gmrtnosti, rist nadortl, pocet mobilnich
telefénl v populaci, a pod.;
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redn ITerencialni rovni m y rustu

Odhady parametrii pro modely ristu

Zakladny problém spodiva v tom, ze funkce, které chceme prokladat daty,
nejsou linearni funkci hledanych (nezndmych) parametri — koeficientd.
Nelze proto pfimo aplikovat metodu nejmensich ¢tvercd.

Reseni:
[d preparametrizovani modelu do linedrniho tvaru;
[ aproximace modelu a iterativni postupy;

[ numerické feseni pomoci pocitac;
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Pfednéska 2 || Diferencialni rovnice a modely riistu 27.02.2018

Odhad parametri pro exponencialni rast

[ zakladni diferencidlni rovnice a pFislusné Feseni:

%:a-y a y(t) = be™;

pro né&jaké nezname parametry a, b > 0;
[ rovnici Ize logaritmovat a vyjadfit ve tvaru

log(y(t)) = log(b) + at;

[ nasledné lze metodu nejmensich Ctvercl aplikovat na data

(t1,log(y (1)) ", ... (tn, log(y(ta))) "

Samostatny kol

Uvazujte jednoduchy exponencialni rist a najdéte feseni pro odhad parametri
log(b) € R a a > 0. Vyjadfete pt¥islusni matici F a spoététe také projekéni
matici H. N4jdéte vhodné odhady pro a, b > 0.
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Pfednéska 2 || Diferencialni rovnice a modely riistu 27.02.2018

Odhad parametria pro logisticky rist

[ zakladni diferencidlni rovnice a pFislusné Feseni:

dy _ ,z) _ k.
dt"’y( ) & Y=

pro néjaké nezndme parametry a, b > 0;
[ diferencialni rovnici lze aproximovat pomoci diferenéni rovnice

Ayy }’t,-)
N ( K

[d nasledné Ize metodu nejmensich ¢tverch aplikovat na data

A
Yt )T’ . (}/t,,y

Atoyr,
pro parametre a a a/k. Parametr b > 0 pak vyjadFit z rovnice pro feSeni.

(yf2v

Samostatny tkol

Uvazujte jednoduchy logisticky riist a najdéte feseni pro odhad parametri
a, k > 0. Najdéte také vhodny odhad pro parametr b > 0.
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!re!na!!a ! !llerenaa ni rovnice a mo!ey I'USIU !ll!!ll!

Vylepseni odhadii pro logisticky riist

Odhady parametril a, b, k > 0 ziskané v predchozim kroku jsou hodné hrubé jelikoz
jsme diferencialni rovnici diskretizovali — t.j. aproximovali pomoci diferenéni rovnice.
Ziskané odhady ale Ize vylepsit — opét pomoci metody nejmensich &tverci.
[ FeSeni diferencidlni rovnice lze také parametrizovat jako
d
= 1+ be—at = c+ e—(a1te)t’

y(t)

_ _1 _d
proa=ai+e b=2ak=2.
[d pro hodnoty et hodné malé, Ize pouzit Taylorov rozvoj

e Tl —et;

[d ndsledné dostaneme aproximaci pro y;, ve tvaru

d

_, =1...,m
c+ e ati(1 — et;) "

Yy =

[ metodu nejmensich ¢tverch nasledné aplikovat na model

ot ot
yye M d—cyy +etiyye” T, i=1,...,nm
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Vylepseni odhadii pro logisticky riist

Samostatny kol

Uvazujte logisticky model rlstu a navrhnéte, jak by méla vypadat matice IF pro
vylepSeni odhadu parametri a, b, k > 0 pomoci nové parametrizace

(t) = k _ d
AL A 1+ be—3t ¢4 e(arte)’

proa=a;+¢ b=1 < a k—
Najdéte soustavu linearnich rovnlc pro odhad parametrii d, ¢ a e.

[ dosazenim odhadov 3, ¢ a € do vyjadreni pivodnich parametril a, b a k
dostaneme vylepsené odhady 3, b a k;

[d tenhle postup lze iterativne opakovat a ziskat jesté presnéjSi odhady;
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Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

(1 Diferencialni modely a modely riistu jako vhodné a uzite¢né nastroje pro
modelovani ristu populaci v zavislosti na jejich velikosti.

1 Jedné sa o nelinedrné parametrické modely, pfi¢emz na odhad neznamych
parametr( nelze vé¢éinou pfimo aplikovat metodu nejmensich Ctvercd.

1 Model exponencialniho ristu — jednoduchy model ale aplikovatelny pouze
v kratkodobem &asovem horizontu (pfedpoklad neomezeného ristl pfi
neomezenych zdrojich);

[ Model logistického riistu — modifikace pfedchoziho modelu pomoci
dodatecného parametru — tzv. saturaénej hladiny pro maximalni droven
modelované populace;

1 Model Gompertzovej kfivky — rozsiteni modelu logistického ristu pro
pfipady s nesymetickym pocateénym narlstem a konecnou saturaci —
model asymetricky kolem inflexniho bodu;

[ Odhady nezndmych parametrd v téchto modelech pomoci iterativnych
postupov, aproximaci a pfeparametrizovani plvodnich rovnic, tak aby bylo
mozné aplikovat metodu nejmensich ctverci;
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Newton-Raphson: Algoritmus

IDEA: Odhad nezndmych parametr{i pfimo pomoci minimalizace souctu
Ctvercl — hledame ale argument minima nelinearni fukce. Napr. pro
logistickou kfivku feSime

' n k 2
5(3, b, k) = Argmln Z (yti — ]_—'—t)e_at!> ,

abk>0 4

kde predpoklddame, Ze mdme pozorovani y;,, ...,y v Casech ti, ..., ty;

1 predpokldadame, ze existuji néjaké pocatecné hodnoty ag, bo, ko > 0, které
jsou dostateéne blizko skute¢nym (nezndmym) hodnotdm, pro které je
dosazeno minimum;

(1 Newton-Raphsonovd metoda pak spotiva v aproximaci S(a, b, k) pomoci
Taylorovej Fady v okoli bodu (ag, bo, ko) ';

[ opakovanym postupom — iteracemi — ziskame finalné Feseni;
(findlné Feseni je pouze aproximace skutecného Feseni... dokonalost

aproximace zavisi od volby po¢ateénych hodnot ag, by, ko > 0 a také od
celkového pocti uskutecnénych iteraci)
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Newton-Raphson: Teoretické odvozeni

(1 Taylorov rozvoj pro S(a, b, k) v bodé& (ao, b, ko):
S(a, b, k) = S(a0, bo, ko) + V' S(ao, bo, ko) (a — a0, b — by, k — ko) "
+ %(a — a0, b — bo, k — ko)V>S(a0, bo, ko)(a — a0, b — bo, k — ko) "
+ R(3, b, k);

[ hleddme bod, pro ktery VS(a, b, c) = 0, teda
(—1) - VS(ao, bo, ko) = V>S(a0, bo, ko)(a — a0, b — bo, k — ko) "

[ pro iterovany postup definujeme obecné krok ¢ € N nasledovné:

VS(ar_1, be1, ke—1) = —=V>S(ar_1, be_1, ke—1y(ar—ae—1, be—by1, ko—ke—1)";

[ postup opakujeme, az kym nedosdhneme pozadovanou presnost, t.j.
lae — ap—1| < €, |be — be—1| < € a |ke — ke—1| < €, pro né&jaké malé ¢ > 0;
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Priklad: Rust ceského strakatého skota

Priklad

Modelovani dynamiky rustu hospodarskych zvirat

1 vyhodné z ekonomického i hospodafskeho hlediska;

chov na maso: rychly rist (fiziologicky), vysokd hmotnost;

4

4 jednoduché modelovat v kratkodobem horizontu;

[ nutné pouzit nékolik modeld od narozeni az po dospélost;
a

byky ¢eského strakatého skota mezi 30 az 1470 dna:

y(t) = 926.07 exp{—2.548e %'}  (Negetiilovd, CZU);

O

odhady parametrov a, b, k > 0 pomoci Newton-Raphson metody;

[ pozdéji vylepSeni pomoci modelu dvoch logistickych krivek;




Kapitola 3

Teorie Linearni Regulace
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Modely linearni regulace

1 jedna se o modely, kde vstupné data — t.j. posloupnost wo, u1, 2, ..., je
prevadéna na vystupne data — posloupnost yo, y1, 2, ..., a to pomoci
specifické linedrni transformace — tzv. linearni regulace;

[d model linearni regulace Ize formalné zapsat jako

t e’}
ye = E hjue—; = E hjue—j,
j=0 j=0

prot€Zay j=u_j=0proj=12.....

4 nezname parametre h; pro j =0, 1, ..., urCuji konkrétni tvar modelu
linearni regulace;

A vliv posloupnosti wo, u1, U2, ... na yo, y1, y2, ... nemusi byt pfimy, ale
napr. prostfednictvim dalSich stavov systému — tzv. linedrni soustavy;
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Model jednotkového impulzu

Definice: Model jednotkového skoku

Vstupni posloupnost je ve tvaru up = 1,u; = 0,up = 0,...,
nazyvame jednotkovym impulzem. Odezvou systému linedrni re-
gulace na tento impulz je pak posloupnost hg, hy, ho, ... ,, ktera se

nazyva impulzni charakteristika soustavy linedrni regulace.

Samostatny kol

Z definice modelu linearni regulace Ize okamzZite ovérit, Ze plati:

d pro t =0: yo = houg = ho;

d prot=1:y; = houi + hiup = hy;

[ prot =2: yo = houp + hitn + houo = ho;
d proteN: yy = hour + - + heug = hy;
dproteNy =u_=0;
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Model jednotkového skoku

Definice: Model jednotkového impulzu

Vstupni posloupnost ve tvaru uy =1 pro t =0,1,2,... nazyvame
jednotkovy skokem (v &ase t = 0 se totiz hodnoty u; zméni z
0 na 1). Odezvou systému linedrni regulace na tento skok je pak
posloupnost, kterd se nazyva prechodova charakteristika soustavy
linearni regulace a plati, Ze

oo t t
Yi = Z hju;_j = Z hju;_j = Z hj.
Jj=0 Jj=0 Jj=0

K analyze linarnich soustav se obecné hodi pouzivat tzv. vytvorujici
funkce pro Ciselné posloupnosti a specialné tzv. z-transformace.
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Z-transformace

Z-transformace se obecné pouziva pro vyjadreni signalu s diskrétnim
Zasem (t.j. posloupnosti redlnich, nebo komplexnich &isel) pomoci
reprezentécie vramci komplexnej frekvenénej domény. Jedna se o
diskrétni verzi Laplacovej transformace.

Definice: Z-transformace (jednostranna)

Pro libovolnou posloupnost redlnych &isel {ax; k € NU {0}} defi-
nujeme jeji z-transformaci jako funkci

o0
A(z) = Z ajz_j, obecné pro z € C.
j=0

[ V tedrii se také pouZiva tzv. bilateralni (oboustrannd) z-transformace;
Pro oboustrann( z-transformaci plati A(z) =Y > az ™/

j=—o00
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Definice znaceni pro z-transformaci

Samostatny tkol

(1 Nekone&na Fada Z}’:O a;jz~/ konverguje pro |z| > z a diverguje
pro |z| < zo, pro néjaké z € [0, oo];

1 Mnozina {z € C; |A(z)| < oo} se &asto v literatife zna&i jako
ROC (tzv. "Region Of Convergence");

[ na kruZnici |z| = z se fada muZe chovat libovolné (konvergovat
pro nékteré body a divergovat pro jiné);

[ pro posloupnost vstupli {u;; t € NU{0}} budeme znatit pfislusni
z-transformaci jako funkci U(z);

[ pro posloupnost vystupl {y:; t € NU{0}} budeme znatit pfislusni
z-transformaci jako funkci Y(z);

[ pro impulzni charakteristiku {hs; t € NU{0}} budeme znacit pfislusnu
z-transformaci jako funkci H(z);
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Impulzni prenosova funkce soustavy

Definice: Impulzni prenosova funkce

Funkce -
H(z) = Z hiz™
j=0

se nazyva impulzni pfenosové funkce soustavy.

Samostatny tkol

Ukazte, Ze pro impulzni pfenosovou funkci soustavy plati
Y(z) = H(z) - U(2),

pro takovd z € C, ze H(z) a U(z) konverguiji.
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Impulzni prenosova funkce soustavy

Definice: Impulzni prenosova funkce

Funkce

H(z) = Z hjz_j
j=0

se nazyva impulzni pfenosova funkce soustavy.

Samostatny tkol

Ukazte, Ze pro impulzni pfenosovou funkci soustavy plati

(oo} oo oo oo o0
Y(z) = Zyjz_j = Z Z heuj_y z = Z hez™* Z Llj_gZ_(‘j_e)
j=0 j=0 \ ¢=0 =0 j=0
oo oo oo oo
= Z hyz=t. Z vz = Z hez™t- Z uiz7l = H(z) - U(2),
¢=0 j=—2 £=0 =0

pro takovéd z € C, ze H(z) a U(z) konverguji.

A y
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Priklad: Bakalafi na australskych univerzitach

Priklad

Chceme zjistovat zavislost poétu bakaldfskych promoci na podtu studenti
zapsanych v predchozich letech do prvniho ro¢nika.

[ pocet studentli zapsanych do studia v roce t: u;

(do prvniho roéniku teda nastoupi v roce t + 1)
[ pocet studenti v i-tém rocniku v roce t: xt(i) proi=1,...,4

1 podil studentd, ktefi prejdou z i-tého do j-tého ro¢nika v
nasledujicim Skolnim roce: pjj;

[ podil studentd, ktefi skonéi v i-tém ro¢niku: g;;
[ zfejme plati, Ze p;i + pj(i+1) + gi = 1 pro viechny i =1, 2,3, 4;

Bakaléfsky titul Ize ziskat v tfetim roce (Pass Degree), nebo pokralovat ve
¢tvrtem roce a ziskat Honours Degree.
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Priklad: Bakalafi na australskych univerzitach

Priklad

[0 necht y; znad&i polet promujicich bakaléfil v roce t;

[ pak lze psat, ze
3
Ye = C3Xt( ) iy c4xt(4),
pro cs, ca € (0, 1) proporce studentu, ktefi v tfetim a &tvrtém
roce promuji.

[ zfejme také plati nasledujici:

Xt(i)l = u: + p11Xt(1); (3)
i+l i i+l .
Xt(ﬂ = pi(i+1)Xt( ) + p((iil))(iJrl)' proi=1,23; (4)

[ proporce odhadnuté pomoci historickych statistik na univerzitach:
pi2 = 0.61; po3 = 0.71; p3a = 0.16; c3 = 0.81; ¢4 = 0.91;
p11 = 0.15; p» = 0.11; p33 = 0.10; pag = 0.05;
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Jak teda zavisi y; na hodnotach u;_;?

Priklad

[ Obecné miizeme pro xt(i) psat, ze

xt(i) = Z G(i)ut,j, (5)
j=0

kde lj.(i) je podil t&ch, co se zapsali pred j lety a ted jsou v i-tém
ro¢niku a plati, ze 1‘0(0 =0 pro vSechny i = 1,2, 3,4,

(1 P¥mym dosazenim do (3) dostaneme
Z ﬂ(l)uwlﬂ' = us + pu1 Z fj‘-(l)Ut—j;
j=0 j=0

a P?rovnénir{m koeficielntu dostanleme: )
i’/ =1, fz():Pufl():Pn, @,():Pufé):Pn, o f = pi1
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Priklad: Bakalafi na australskych univerzitach

Priklad

(1 celkovy pocet studentil v prvnim rocniku v roce t lze vyjadFit jako
soucet nové zapsanych a recyklovanych studenti:

Xt(l) = U1+ Z(Pll)jilut—j;

(1 Nasledné dosadime (6) do (4):

o0 oo
(I
Ut+1 —j = Pi(i+1) Ut—j + P(i+1)(i+1) Ut =0

Jj=0 j=0 j=0

3

[ ZjednodusSeni: obecné predpokladdame, ze 6.(") =0, proj<i;
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Priklad: Bakalafi na australskych univerzitach

Priklad

[ Postupné dostaneme:

£ = paf) + prafio = pra
f3(3) = p23 @(2) + p33 fg(a) = P23f2(2) = p12p23

a obecné:

i+1 i i+1
6(+J1r ) = Pi(i+1)ﬂ-() + p(i+1)(i+1)ﬂ( i

A Celkové pro y; teda mame:

oo

Jj=0

= 0.3508u;—3 4+ 0.1901u;—4 + 0.0567u;—5 + 0.0131u—6 + . ..




rednaska eorie Linearni Regulace

Maticovy zapis | Stavovy model

1 Ptiklad o bakalafich na australskych univerzitach lze také zapsat i pomoci
alternativného maticového zapisu (vice kompaktné);

1 Necht x; = (xt(l), . ,xt(4))T. Pak Ize problém zapsat jako

P11 0 0 0

1
. pr2 p2 O 0 0
Xt+1 = 0 ps pw 0 Xt + 0

0 0  p3s  pas 0

Ut

——
A b
= (0,0, cs, . 0 -u.
yt = (0,0, 3, ca) -xe + uy

c d

[ Uvedény zapis definuje linedrni stavovou ;
(vstupni posloupnost u;, stavy systému x;, vystupna posloupnost y:)
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Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

1 Modely linearni regulace
< posloupnost vystupnych dat je vyjadiena jako specificka lineadrni funkce
vstupnych dat, t.j. y: = hour + - - - + heuo, pro t € NU {0}
a vhodné zvolené parametry ho, ..., h: € R;

1 Z-transformace a impulzni pfenosova funkce;
< impulzni pfenosova funkce Y(z) = H(z)U(z) jako néstroj pro
reprezentaci vystupnej posloupnosti {y:} vo frekven&nej doméné pomoci
z-transformace vstupu {u:} a parametru {h;}:

U(z) = Z}jo uiz7l a H(z) = Z}):Oo hiz;

1 Linearni soustavy;

— komplexny systém linearni regulace, kde meZ| vstupni a vystupnfi

posloupnosti existuje mnozina stavov x; = (xt( t( )) ;

[d Obecny zapis linearni soustavy
Xer1 = Axe + buy;
Ye=cC-Xxt+d- u,
pro matici A € R™*", vektory b, c € R" a skaldr d € R;
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Stavovy model — formalné

]
N
N
]

uvazujeme systém, jehoz stav lze popsat vektorem x € R";

vyvoj systému pak definujeme pomoci posloupnosti {x;; t € NU{0}};

predpoklddame, Ze stav systému v ¢ase t = 0 je xo = 0 € R";

nasledujici stavy systému v Case t + 1 jsou popsdny pomoci modelu
Xer1 = Ax: + bug,

pro né&jakou &tvercovou matici A € R™*" a vektor b € R’;

nepozorujeme ale pfimo stav systému, ale pouze vystup y; ve tvaru

Ve = CTXt + du,

pro néjaky vektor ¢ € R" a skaldr d € R;

Jak ziskat z tohto modelu p¥imou zavislost vystupni posloupnosti y: na
vstupnich datech u; ve tvaru y; = Z}fo hjus—;?
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Stavovy model a stavové rovnice

[d namisto piivodniho systemu rovnic

Xt+1 = Ax; + bu;

= CTXt + duy

1 budeme uvazovat systém rovnic ve tvaru

oo oo
—t —t —t
E Xt+1Z =A E XtZ +b E utz
t=0 t=0

t=0°
—— ——
X(z) U(z)
Zytzft —c' Z Xz ' —i—dz uz "
t=0 t=0 t=0
N—— N—— N——
Y(2) X(2) U(2)

< kde jsme piivodni rovnice postupné vynasobili faktorem z~* a pak
seCetli prez vsechny hodnoty prot =0,1,2,...;
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Stavovy model a stavové rovnice

[d namisto piivodniho systemu rovnic
Xt+1 = Ax; + bu;

= CTXt + duy

1 budeme uvazovat systém rovnic ve tvaru

o0 oo
—t—1 —t —t
zg Xt11Z :AE x:z  +b E urz
=0 £=0

t=0°
—— ——
X(z2) U(z)
Zytzft —c' Z xz '+d Z Uz "
t=0 t=0 t=0
N—— N—— N——
Y(2) X(z) U(z)

< kde jsme piivodni rovnice postupné vynasobili faktorem z~* a pak
seCetli prez vsechny hodnoty prot =0,1,2,...;
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Stavovy model a stavové rovnice

[d namisto piivodniho systemu rovnic

Xt+1 = Ax; + bu;
= CTXt + duy

1 budeme uvazovat systém rovnic ve tvaru

ZXt+1Z t—Athz +bz uz "

t=—1

t=0%°
ﬁz—/ ———
X(z2) U(z)
Zytzft —c' Z xz '+d Z uz "
;,_/ ——— ———
Y(z) X(2) U(2)

< kde jsme piivodni rovnice postupné vynasobili faktorem z7*

a pak
seCetli prez vSechny hodnoty pro t =0, 1, 2,
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Stavovy model a stavové rovnice

1 namisto ptvodniho systemu rovnic
Xt+1 = Ax; + bu;

= CTXt + duy

1 budeme uvazovat systém rovnic ve tvaru

oo o0
—t—1 —t —t
zE Xt41Z :Ag x:z  +b g urz
t=0

t=—1 t=0°°

—— ——
X(z2) X(2) U(z)
Zytzft —c' Z xz "+d Z ez "
t=0 t=0 t=0
———

Y(z)

< kde jsme piivodni rovnice postupn& vynasobili faktorem z~* a pak
seletli prez vSechny hodnoty prot =0,1,2,...;
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Stavovy model — feSeni

[d systém rovnic v maticovem zapisu:
zX(z) = AX(z) + bU(z2)
Y(z) = ¢ X(z) + dU(z2)

O pokud existuje inverze (zI — A)™", Ize fedeni pro X(z) ziskat jako:
zX(z) — AX(z) = bU(z2)
(zI = A)X(z) = bU(z)
X(z) = (zI — A)" - bU(2)

[ nasledné pak pro Y(z) ziskame FeSeni ve tvaru:
Y(z) = ¢ X(z) 4+ dU(z)
=[c" (- A)"'b+d] U(2)
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Prenosova funkce soustavy

Definice: Prenosova funkce soustavy

Funkce H(z) = [¢T - (zI — A)~'b + d| se nazyva prenosové funke
soustavy a plati, ze

pro kazdé z € C, pro které funkce Y(z) a U(z) konverguji.

Samostatny tkol

Ovette, ze pro libovolnou matici A € R"X", vektory b,c € R’ a redlni &islo
d € R, takové, Ze inverzni matice (zI — A)~! existuje, je funkce H(z) funkci z
R do R, pro z € R (tzn., ovéfte pfisluiné rozméry v zépisu funkce H).
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Pfrenosova funkce soustavy — vyjadreni

Samostatny tkol

Pfenosovou funkci soustavy lze vyjadfit jako podil dvou polynomi stupné

nejvyse r. Plati, ze

c¢TAdj(zI — A)b + d - det(zl — A)
det(zI — A)

N(z) noz"+---+n  no+---+nz "

T D(z)  doz'+---+dr  do+---+dizr

H(z)=[eT - (z1-A)T'b+d] =

kde N(z) a D(z) jsou ptislusné z-transformace polynémi ng + --- +n,z=" a
do+ - +drz".
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Priklad: Bakalafi na australskych univerzitach

Priklad

d pro model s bakalafi na australskych univerzitich mame

pii O 0 0
pi2 p2 O 0 T
A= , b=(1,0,0,0)",
0 p3 p33z O ( )
0 0  p3a  pas

c=(0,0,c3,c)", b=0;

[ pro matici (zI — A) dostaneme vyjadFeni ve tvaru

z— p11 0 0 0
—Pp12 zZ— px 0 0
T—A)=
(z ) 0 —pP23  Z— P33 0
0 0 —P34 Z — P44

[ a pro determinant matice (zI — A) dostaneme

det(zl — A) = (z — p11)(z — p22)(z — p33)(z — paa);
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Priklad: Bakalafi na australskych univerzitach

Priklad

[ vzhledem k tvaru vektorii b, ¢ € R" stadi pro adjungovanou matici
spo&ist prvky na pozici [3,1] a [4,1];
(4 pro prenosovou funkci soustavy pak pfimo dostaneme

H(z) = c3P12P23(Z — pas) + c3P12P23P34
(z = p11)(z — p22)(z — p33)(z — paa)

[d pomoci pfenosové funkce soustavy H(z) dostaneme pfime vyjadfeni po&tu
promujicich bakalafi na poéte zapsanych studentd (prostrednictvom
spektralni domény) — bez explicitné pritomnosti stavil systému;




rednaska eorie Linearni Regulace

Obecny model

[d v praxi je vyhodnéjsi uvazovat obecnou situaci, kdy vystup v Case t zavisi
také na predchozich vystupech, t.j., uvazujeme rovnici

dO}/t+"'+dr_)/t—r = noUs + - -+ + NrUs_y, (6)
pro do # 0;
[ co lze také ekvivalentné prepsat jako
di d, n no " n n,
===Vt 1— i — — Y+ U+ — Uy,
Yt doyt 1 doyt T t o t—r
autoregresni ¢ast soustavy regresni ¢ast soustavy
pro do # 0;
(1 délky pro autoregresni ¢ast a regresni ¢ast mohou byt obecné riizne
— nékteré koeficienty di, ..., d,, no, ..., n, mohou byt nulové;

J IDEA: Opét chceme naji vyjadreni ve tvaru y; = Z:io hiye—k;
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Obecny model

[0 analogickym postupem (vynasobime &lenem z~* a seteme pres viechny
hodnoty t) dostaneme vyjad¥eni (6) ve tvaru

[ee]

Z (dozfoytzft +... .+ d,z*’ytirzf(tfr))

t=0

= Z (nozoutz_t + .4 ”rZ_rUf_,z_(t_'))

t=0

1 diky zavedenému znacéeni u_ = y_; = 0 pro t € N miZeme psat

(doz_O 4+ -+ d,z_’) Zykz_k = (noz_0 4+ n,z_') uz ks
k=0

k=0
[ co lze také prepsat do obecného tvaru linedrniho modelu jako
d(z7)Y(2) = n(z"")U(2)
prod(x) =do+ dix+ -+ dx" an(x)=ng+ mx+---+ nx";
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rednaska eorie Linearni Regulace

Obecny model — nékteré vlastnosti

N

4

obecné i zde plati, Ze Y(z) = H(z)U(z), pro takové z € C,
Ze H(z) a U(z) konverguiji;
dostazenim tedy dostaneme, zZe

d(z HY(z) = d(z YH(2)U(z) = n(z ) U(z),
pro takové z € C, Ze prava strana konverguje;
pro pfenosovou funkci soustavy mame

Con(zY) o+ +nz"
Tdz ) dtotdzr

H(z)

rovnice (6) se nékdy zapisuje ve tvaru
(do+---+dz )y =(no+--+nz "u

nebo zjednodudene d(z71)y: = n(z~")ut, kde z se interpretuje jako
operétor posunuti, t.j., zx: = Xe+1 @ z © jako operator zpétného posunuti,
tj., z_lxt = Xt_1;
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Obecny model — priklad

Predpoklddame jednoduchy model lineadrniho systému ve tvaru

yir1 —aye = ur resp. (1—az 1Y)y = ur.

[ pro prenosovou funkci soustavy dostaneme

1 z
H =
@) 1—az1 zZ—a

[ lze jednoduse rozvinout jako

H(z) = Z a“z7k

k=0

[ pro impulzni charakteristiku soustavy teda mame y; = hy = gfe

(1 pro prechodovou charakteristiku soustavy mame y; = ZZ:O hy;
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Stabilita linearni soustavy

([ Stabilita soustavy
Jedna se o zakladni vlastnost, kterd se u linearnich soustav zkouma.

Definice: Stabilita linearni soustavy

Rekneme, Ze linearni soustava je stabilni, pokud plati, ze

t|l>no10 he = 0. (7)

[ Alternativné Ize Fict, ze odezva soustavy na jednotkovy impuls se
postupné vytraci, pokud je soustava stabilni;

[ (7) je zarovefi nutnd podminka k tomu, aby pfechodové charakteristika
soustavy, teda fada Ziio hi, byla konvergentni (ale ne postadujici);
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Stabilita linearni soustavy

Véta: Stabilita linedrni soutavy

Soustava odpovidajici obecnému modelu s prenosovou funkci ve
tvaru
(2) n(z7h)  N(z)
Z) = =
d(z71) D(z)’

kde N(z) = noz" +---+n,z° a D(z) = dpz" +- - - + d,2° jsou ne-

soudélné polynomy, je stabilni pravé tehdy, kdyz se vSechny koreny
polynomu D(z) nachézeji uvnitf jednotkového kruhu v komplexni
roviné.

Jeli h, = a¥, pak je soustava stabilni pravé tehdy, kdy? je |a| < 1.
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Stabilita stavového modelu

[ pro stavovy model obecné plati: D(z) = det(zI — A);
[ kofeny D(z) jsou pravé viechnd vlastni &isla matice A a jsou v absoldtni
hodnoté mensi nez hodnota 1;

Priklad

Uvazujme néjakou stabilni soustavu a jednotkovy skok 1 = wp = u; = ...,
jako vstup. Pak pro prechodovou charakteristiku soustavy, posloupnost y; do-

staneme
t t (o]
lim y: = lim E heyr—kx = lim E h, = E he = Yoo
t—o0o t— o0 t—oo
k=0 k=0 k=0

a soustava se tedy v nekoneéném horizontu ustéli na nové trovni. Obecné
tedy ptedpoklad h; — 0 neni postadujici k tomu, aby Fada z:io h, byla
konvergentni.

1 Pokud jsou ale kofeny D(z) v jednotkovém kruhu (podminka stability),
pak také fada ) ° ' hi konverguje absoliitné.
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Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

[d Modely linearni regulace & linearni soustavy
< modely, které posloupnost vystupnych dat {y:} modeluji jako linarni
funkci vstupnych dat {u¢}, t.j. ye = hour + - -+ + heuo, pro t € NU{0};
[ Obecny maticovy zapis systému se stavy x: = (xe1, ..., Xer)
Xt+1 = Ax: + bug;
Ye=cC-xt+d- u,
pro né&jakou matici A € R™*", vektory b, c € R" a skaldr d € R;

0 Reseni pomoci pfenosové funkce soustavy
— cilem je najit vyjadreni zavislosti vystupné posloupnosti na vstupnich
datech prostfednictvim tzv. pfenosové funkce soustavy: Y (z) = H(z)U(z);

H(z) =Y hz *=[c" (21— A) b+ d] = N(z)/D(z)

1 Zakladni vlastnosti linearni soustavy

1 prechodova charakteristika soustavy ZZ:O hy;
[ stabilita linearni soustavy pro lim¢—oht = 0;
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Kapitola 4

Markovské retezce

NMFM310 | Zaklady matematického modelovani




Deterministické data = Stochastické data

[ v deterministickych modelech je vystup (reakce) jednoznaéné definovana
pomoci vstupu (akce) — napr. model lineadrni soustavy;

[d v stochastickych modelech je pfitomen nahodny element, ktery pfinasi do
vystupu jistou miru neurditosti — napr. ndhodna prochazka;
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Deterministické data = Stochastické data

[ v deterministickych modelech je vystup (reakce) jednoznaéné definovana
pomoci vstupu (akce) — napr. model lineadrni soustavy;

[d v stochastickych modelech je pfitomen nahodny element, ktery pfinasi do
vystupu jistou miru neurditosti — napr. ndhodna prochazka;

2 AENT'S ACTIONS 7 sore RANDIMNESS
UMQUELY DETERMINE INOLIES R
THe aUTcoME &
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Nahodna prochazka na primce

(1 hazime symetrickou minci (pravdépodobnost, Ze padne hlava je 1/2);
[ za¢iname v pocatku, t.j. pocatetny stav je v bodé nula;
[ kdyz padne hlava, posuneme se na ose napravo, kdyz lice, tak nalevo;

Stav s
-2 0
|

-4
|

-6
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Nahodna prochazka na primce

(1 hazime symetrickou minci (pravdépodobnost, Ze padne hlava je 1/2);
[ za¢iname v pocatku, t.j. pocatetny stav je v bodé nula;
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Nahodna prochazka na primce

(1 hazime symetrickou minci (pravdépodobnost, Ze padne hlava je 1/2);
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Nahodna prochazka na primce

(1 hazime symetrickou minci (pravdépodobnost, Ze padne hlava je 1/2);
[ za¢iname v pocatku, t.j. pocatetny stav je v bodé nula;
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Nahodna prochazka na primce

(1 hazime symetrickou minci (pravdépodobnost, Ze padne hlava je 1/2);
[ za¢iname v pocatku, t.j. pocatetny stav je v bodé nula;
[ kdyz padne hlava, posuneme se na ose napravo, kdyz lice, tak nalevo;

2
|

Stav s

-6 -4 -2 0
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Stochastické celociselné posloupnosti

a

a

uvazujme néjakou posloupnost {X,; n € N}, kterd nabyva pouze
celociselné hodnoty;

hodnoty n € N interpretujeme jako ¢asové okamziky, ve kterych
posloupnost {X,} nabyva své hodnoty;

hodnoty s € S, které miize posloupnost {X,} hypoteticky nabyvat,
nazyvame stavy;

mnozina S vSech moznych stavi posloupnosti {X,}, které miize
posloupnost nabyvat, se nazyva stavovy prostor;

budeme uvaZovat pouze diskrétni casové okamziky a posloupnosti,
kde S je nejvyse spocetnd mnozina;

stav poslopnosti {X,} v néjakem konkrétnim &ase n € N zavisi na
predchozich stavech, ale zavislost neni deterministicka;

stav posloupnosti {X,} v ¢ase n € N je vyjadfen prostfednictvim
pravdépodobnostniho modelu;
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Markovsky retézec a markovska vlastnost

Definice: Markovilv fetézec

Rekneme, Ze posloupnost celoéiselnych ndhodnych veli¢in {X,}52,
se nazyva Markovilv Fetézec (markovsky fetézec), jestlize plati, Ze

P[Xn+1 = j|Xn = iny .., Xo = lo] = P[Xos1 = j|Xa = in),
pro kazdé n > 0 a kazdé iy, ..., i, € Z takové, ze
P[Xn:in,...,X():fo] > 0.

MnozZina vsSech stavii je v tomto pfipadé mnozina Z, t.j., S = Z.

Markovskou vlastnosti nazyvame fakt, ze vysledek v ¢ase n+ 1 zavisi
pouze na stavu daného Fetézce v &ase n (tudiZ na stave v predchozim
kroku, neboli v pfitomnosti), nikoli na minulosti, t.j. na posloupnosti
realizovanych stavi pred ¢asem n.

A
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Markovsky retézec a markovska vlastnost

BABE MY/LIFEIS
MARKOV CHAIN

(]

GIVEN THE PRESENT, THE
FUTURE DOES NOT
DEPEND ON THE PAST
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Priklady Markovskych retézcii

4 Prvni aplikace: Andrei A. Markov pouzil Markovsky fetézec na analyzu
20.000 listd z Pushkinovej basne Eugeny Onegin a studoval
pravdépodobnosti vyskytu samohlasek a souhlasek na zakladé predchoziho
vyskytu (samohlisek a souhlasek);

1 Tedria informaci: striktné povedané, kazdy proces pri ktorom zdroj
prendsa néjaké informace, je markovsky fetézec (Shannonova teérie);

O Informatika (1T): aplikicia pre vyhladavacie algoritmy (napr. Google),
hodnotenie web stranok (PageRank), computer performance evaluation;

[ Marketing: systémy hromadné obsluhy, modelovani spravania
zakaznikov/klientov a modelovéani zmén ich preferenci;

d Finance a business: modelovani riiznych finanénych trhov, zmény
riznych stavii, jejich chovani a pod.

1 Matematika: simula¢né metdédy, rozhodovaci algoritmy, analyza a
spracovani dat, atd’.;
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Markovsky fetézec a Eugeny Onegin

Everr i Gorsocses

i1y 587500  s23vskrvom
sweiihe o

111113 49
1/7 7 542

6 71338
B1011 9 442
1011 510 844
424640444315

prvnich 800 pismen z celkovych 20.000
listd v Pushkinovom Eugeny Oneginovi;

vyskyt jednotlivych pismen zapsan
pomoci 40 Etvercovych matic typu
10x10;

spodni matice typu 6 X 6 zobrazuje
frekvenény vyskyt nékterych pismen v
500 ptipadech;

na zakladé této analyzy sa ukazalo,

ze neni zadny matematicky rozdil mezi
kostkou, kterou hodime 1000 krat a
1000 kostkami, které hodime jednou;

Hilgers, P. and Langville, A. (2006). The Five Greatest Applications of Markov Chains.
MAM 2006: Markov Anniversary Meeting . Raleigh 2006.
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Pravdépodobnosti prechodu

Definice: Pravdépodobnost pfechodu

Pravdépodobnost p;(n,n+ 1) € [0,1], pro i,j € S, definovanou
jako

pii(n,n+1) = P[Xp11 = j| X, = 1],

nazyvame pravdépodobnost prechodu ze stavu i v ¢ase n do stavu
j v case n+1;

Definice: Homogenni Markovsky fetézec

Markovsky fetézec se nazyva homogenni, jestlize plati, ze

pij = pi(n. n+1),

pro viechny i,j € &, tudiz pravdépodobnosti prechodl zo stavu i
do stavu j nezavisi na Case n.
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Pocatecni rozdéleni retézce

Definice: Pocate¢ni rozdéleni

Pravdépodobnosti p; € [0, 1], pro i € S, které jsou definovany jako

pi = P[Xo =],

pro i € §, nazyvame pocatelni rozdéleni fetézce.

1 v pripadé homogénnich Markovych fetézcii se obvykle prechodové
pravdépodobnosti zapisuji v maticovem tvaru — tzv. matici pfechodovych
pravdépodobnosti (resp. prechodovd matice): P = (pj)ijcs;

[ pocatecné rozdéleni fetézce se zapisuje pomoci vektoru pravdépodobnosti
potate¢ného rozdéleni: p = (py, ..., p|5‘)T;
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Matice prechodovych pravdépodobnosti

IS

1 matice pfechodovych pravdépodobnosti je definovana jako P = (py);7_;;

(pro nejvyse spoletny stavovy prostor S a stavy i,j € S)

[d matice prechodovych pravdépodobnosti miiZze byt obecné nekoneéng;
(pro nekonecénou, ale nejvyse spoetnou mnoZinu stavii S)

[ matice pfechodovych pravdépodobnosti je stochastickd matice;
(soucet hodnot v kazdém Fadku je roven hodnote jedna)

[ vektor pocatecného rozdéleni fetezce ma soucet jedna;
(v néjakom stave s € S musi fetézec zacit)

(1 obecné fadky ptechodové matice P = (pu)lf‘zl znadi vychozi stav i € S
a v sloupcich matice se uvadéji koncové stavy j € S;

NMFM310 | Zaklady matematického modelovani

96

207



!re!na!!a ! |l ar!ovs!e rel!zce !!l!!ll!

Priklad: Dosazené maximum na hraci kostce

[ obecné v n-tém tahu sledujeme dosazené maximum v n hodech;

[d minimalni hodnota (stav) je jedna, maximalni (stav)je hodnota 6;

Stav s
3
|

Krok k
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Priklad: Dosazené maximum na hraci kostce

Priklad

Hézime spravodlivou hraci kostkou a sledujeme dosazené maximum v n €
N hodech. Mnozina stavi je S = {1,...,6} a matici pfechodovych
pravdépodobnosti pak mizZeme zapsat jako

=

I
o o o o o ol
o o o O oINv ol
o o O olw o= ol
o O old ol ol o=
= ok ok ok o= ok

O ool ol olk Ol Ol

kde pj; znadi pravdépodobnost pfechodu ze stavu i (fadek) do stavu j (sloupec),
pro libovolné i, j € S.
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Existence cesty v Markovském retézci

[ v souvislosti s Markovskymi fetézcemi je nékdy dulezité vysetfit existenci
cesty z néjakého stavu i € S do néjakého jiného stavu j € S;

Véta: Existence cesty v Markovském rétézci

Necht {X,}>°, je homogénni Markovsky Fetézec s nejvySe
spoetnou mnozinou stavi S, pocateénym rozdélenim (p;; i € S)
a maticou prechodovych pravdépodobnosti P = (pj);jes-

Pak plati, ze

P[Xo =io, X1 = i1, ..., Xo = in) = PigPigiy - - - Pin_1ins

pro libovolné stavy iy, ..., i, € S.
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Pravdépodobnosti prechodii vyssich radi

[J existence cesty ze stavu i € S do stavu j € S v n krocich souvisi s

prechodovymi pravdépodobnostmi vyssich fadd — pravdépodobnostmi p,( ),

Definice: Pravdépodobnost prechodu v n krocich

Necht p,(jo) =y a p,(jl) = pj;. Pak pravdépodobnost

+1
(r Z p,k ij

keS

se nazyva pravdépodobnost prechodu ze stavu i do stavu j po
(n + 1) krocich (resp. pfk") je pravdépodobnost prechodu n-tého

fadu ze stavu i do stavu k).

[ pro matici prechodovych pravdépodobnosti n-tého fadu pak pouzivame
znateni P\ = (p,(jn))i,jES;
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Pravdépodobnost prechodu n-tého radu

Véta: Pravdépodobnost prechodu v n-tém kroku

Necht m e NU {0} a /,j € S. Pak plati, ze
PXmn = J1Xm = i] = P
Pro matici prechodovych pravdépodobnosti n-tého radu zaroven

plati, ze
P = pr.

[ stejné jako matice P aj matice prechodovych pravdépodobnosti vyssich
tadi PU™ | jsou stochastické matice, t.j. souget prvkii v kazdém ¥adku je
roven hodnoté jedna;
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Priklad: Dosazené maximum na hraci kostce

Priklad

Hazime spravodlivou hraci kostkou a sledujeme dosazené maximum v n €
N hodech. MnoZina stavi je & = {1,...,6} a matici prechodovych
pravdépodobnosti pak miZzeme zapsat jako

Pro prechodové pravdépodobnosti vyssich Fadi mame

0 pro i > 0;
AN
p}jn) _ (é) pro i = j;

. n . n
(-2 oo
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Chapman-Kolmogorova véta

Véta: Chapman-Kolmogorov

Necht {X,}2°, je homogénni Markovsky fetézec. Pak pro libovolna
n,m € N plati, ze

(ntm) _ (n)
o S ka
kesS

1 IDEA:
Pro pravdépodobnost cesty zo stavu i € S do stavu j € S v n+ m krocich,
se staci podivat na vSechny mozné dosazitelné stavy k € S po n krocich a
pak vSechny mozné cesty zo stavu k € S do stavu j € S v m krocich.




Chapman-Kolmogorova véta
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rednaska asitikace stavu v IViarkovskem retezci

Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

[ Markovské retézce

1 Posloupnosti celo&iselnych ndhodnych veliéin: {X,; n € N};
(uvaZujeme pouze diskrétni ¢as a diskrétne stavy);

1 MnoZina stavil S je nejvySe spoéetnd (napf. S = Z);

[ Plati Markovskd vlastnost: P[Xp+1 = j|Xn, ..., X1] = P[Xnt+1 = j| Xa]:

[ Homogenita: nezavislost prechodov mezi stavy na ¢ase n € N;

1 Pravdépodobnosti pfechodov a pocatecné rozdéleni

1 Pravdépodobnost ptechodu ze stavu i do stavu j:
pij = P[Xat1 = j|Xa = i]
1 Pravdépodobnost ptechodu ze stavu i do j n-tého Fadi:
Py = P[Ximin = j1 Xm = 1]
1 Pocatecné rozdéleni Markovského fetézce pro stavy i € S:

pi = P[Xo = 1]
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Reprezentace Markovského retézce

I. Stravinsky "The Fire-bird” suite melody

Tl L e, Nk
W F:,-' -'.{V.'.‘;.l‘ . e
- e At =" - =
I ‘.'_-."r oy - (Y 1"
1t s & - g
s
= o e
3 '.|: . s
o g
Apic s
e ey ]
Ry
. A.-'l'ha.l."?:
W S,

LLIER IR

1 pomoci matice
prechodovych
pravdépodobnosti
P = (py)ijes;

[ pFipadné matice
prechodovych
pravdepodobnosti
vy&ich tada P(;

[ orientovany graf s
vrcholy pro stavy a
vahami pro jednotlivé
hrany;

[ obrazek ilustrujici matici
prechodovych
pravdépodobnosti;
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Prednaska 6 || Klasifikace stavii v Markovském Fetézci 27.03.2018

Klasifikace stavii Markovského retézce

Definice: Dosazitelnost stavu v Markovském retézci

Rekneme, e néjaky stav j € S je dosazitelny ze stavu i € S, pokud

existuje &islo n € N takové, Ze p,.(j") > 0.

[ pro vyjadFeni faktu, Ze stav j je dosaZitelny ze stavu i (ne nutné v jednom
kroku), pouZivame zna&eni i — j;

Definice: Nerozlozitelnost Markovského retézce

Rekneme, Ze Markovsky retézec je nerozlozitelny, pokud kazdy stav
je dosazitelny z kazdého stavu.

1 dosazitelnost stavii v Markovském Fetézci a nerozlozitelnost fetézce
nemusi byt patrna pouze z pohledu na samotnou matici P;
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Rozlozitelnost a nerozlozitelnost retézce

Priklad

Uvazujme Markovsky fetézec se Ctyfprvkovou mnozinou stavii S a maticou
prechodovych pravdépodobnosti

[eNeN )
o= OO

[ jedna se o rozlozitelny Markovsky fetézec protoze stav 1 nelze
dosahnout ze zadneho jiného stavu 2,3 a 4;

[ pro nerozlozitelnost fetézce by stacilo umoznit prechod ze stavu 2
do stavu 1, t.j., definovat p»; > 0;

Samostatny tkol

| \

Reprezentujte Markovsky fetézec z prikladu pomoci vhodného grafu.
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Uzavfena mnozina stavu

Definice: MnoZna uzavrenych stavi

Rekneme, ze neprdzdna mnozina stavii C C S je uzaviend mnozina,
pokud kazdy stav vné mnoziny C neni dosazitelny z zadneho stavu
mnoziny C.

1 IDEA:
Jakmile Fetézec jednou vejde do néjakého stavu s € C, pak jiz nemiize
fetézec nabyt zadneho jiného stavu, kromé stavii v mnozine C.

(1 uzavfenost ve zmyslu nemiZeme ven, ale pofad miizeme dovnitF,

Véta: Nerozlozitelnost retézce |

Markovsky tetézec je nerozlozitelny pravé tehdy, kdyZz neexistuje
zadna uzaviend mnozina C C S, takova, ze C # S.
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Rozlozitelnost a nerozlozitelnost retézce

Véta: Uzaviend mnozina stavi

Mnozina stavii C C S, takovd, ze C # S je uzavénd pravé tehdy,
kdyz plati, ze

pk=0 pro VjeC a Vk¢C.

Véta: Nerozlozitelnost retézce |l

Retézec je nerozlozitelny pravé tehdy, kdyz po vhodném
precislovani stavi fetézce (a teda ptislusnou permutaci Fadki a
sloupcii matice P) je matice prechodovych pravdépodobnosti ve

tvaru 0
_( P
P( Q R)'

kde P; a R jsou Ctvercové matice a P; je navic stochasticka.
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Doba prvniho vstupu (navratu) do stavu

Definice: Doba prvniho vstupu

Pro libovolny stav i € S definujeme
vi=inf{neN; X, =i}

jako ¢&as prvniho vstupu (resp. doba prvniho navratu fetézce
{Xn; n€ N} dostavu i € S, t.j., zaleZi na polatetném rozdélent).

[ analogicky Ize definovat i obecny ¢as k-tého vstupu (névratu) Yetézce do
stavu i € S jako

vi(k) = inf{n > v;(k — 1); X, =i},

kde definujeme v;(1) = v;, pro i € S;




rednaska asifikace stavil v. Markovském retézci 7.

Doba mezi navraty do stavu

Pro doby, které Markovsky Fetézec stravi mezi jednotlivymi navraty do
daného stavu i € S se obecné zavadi znaleni

1 Ti(1) = v; = vi(1): doba do prvniho navratu/vstupu do stavu j € S;
1 T;(2) = vi(2) — vi(1): doba mezi prvnim a druhym navratem/vstupem;
1 Ti(k) = vi(k) — vi(k — 1): doba mezi k-tym a (k — 1)-vym néavratem;

[ Samozrejme plati, ze

vi(k) = Ti(1) + T:(2) + - - - + Ti(k);

Poznamka:

Je vhodné rozlySovat navrat do stavu i € S (pokud jiZ fetézec v tomto stavu v
minulosti byl) a vstup do stavu i € S (pokud Fetézec v daném stavu jesté nebyl).

V praxi (oviem ne nutné vzdy a vSude) se obecné pouziva vyjadfeni o prvnim vstupu
do stavu i € S ("nulty” navrat) a pak o k-tém navratu (t.j., (k + 1)-ni vstup).
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Trvaly a prechodny stav v Markovském retézci

Definice: Trvaly stav

Stav i € S takovy, ze plati
P,'[V,' < OO] = P[l/,' < OO‘XO = i] =1,

se nazyva trvaly stav rétézce {X,; n e N}.

Definice: Prechodny stav

Stav i € S takovy, ze plati
P,'[V,' = OO] = P[l/,' = OO‘XQ = I] > 0,

se nazyva prechodny (transcientny) stav rétézce {X,; n € N},
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Prechodny a trvaly nulovy a nenulovy stav

[ Trvaly stav je teda takovy, Ze fetézec, ktery vychazi ze stavu i € S (proto

podminka, Ze Xp = i), se v kone¢ne mnoha krocich do tohto stavu vréati s
pravdépodobnosti 1;

[ V opagnem ptipadé (t.j., existuje kladnd pravdépodobnost, Ze fetézec,

ktery zalal ve stavu i € S, se jiz nikdy do tohto stavu nevriti) fekneme, Ze
stav je prechodny.

Definice: Trvaly nulovy a nenulovy stav

[ Trvaly stav i € S takovy, ze Ejv; = oo, se nazyva nulovy stav;

[ Trvaly stav i € S takovy, ze Ejv; < oo, se nazyva nenulovy stav;

Stredni hodnoty v definici jsou definované vzhledem k pravdépodobnostni
mite P;[-] = P[:|Xo = i] (t.j., z&leZi na potatecném rozdéleni);




rednaska asitikace stavu v IViarkovskem retezci

Klasifikace stavii v Markovském fetézci
1 Do trvalého stavu se Markovsky Fetézec vrati nekone¢ne mnoho krat

s pravdépodobnosti 1.

[ Do pfehodného stavu se Markovsky fetézec vrati nekoneéne mnoho krat
s pravdépodobnosti nula.

0 Necht £ = P,[u; = n] (prvni névrat v &ase n) a necht %) = 0. Pak je
ziejmé, ze stav i € S je trvaly, pravé tehdy, kdyz plati, Ze

i fi(n) _ i fi(n) _
n=1 n=0

0 Pro stredni hodnotu Eiv; plati: Evi =Y - nPi[vi=n] = Zn L nf(");

n=1

[d Obecné pro n > 1 plati, ze p” =P[X,=il=3,_f pl(," “,
0 Obecn& pro n>0a i+ j plati pi” = Pi[Xs=j]1= Zk:l A plg."_k),

i
kde fi}") = Pi[vj = n] = P[v; = n|Xo = i] (prvni vstup v &ase n);
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Periodicky a neperiodicky stav

Definice: Periodicky stav

Stav i € § v homogénnim Markovském fetézci {X,; n € N} se
nazyva periodicky s periodou d € N, pokud plati, ze

d=NSD(n>0; pi" >0)>1,

ii

teda nejvétsi spolecny délitel pro ¢as navratu do stavu i je vétsi
jako jedna.

1 Pokud plati, ze NSD = 1, pak fekneme, ze stav i € N je aperiodicky
neboli neperiodicky.
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Stavy stejného typu

Definice: Stavy stejného typu

Rekneme, ¥e dva stavy jsou stejného typu, pokud plati, Ze oba stavy
jsou trvalé/ptechodné, nulové/nenulové a periodické/neperiodické,
so stejnou periodou d > 1.

Priklad

[ Ovérte, ze v Markovském Fetézci s pfechodovou matici

=
[Nl e Ne)
HOOOR
[eNeNoke. )
[N NeNeNe)

jsou véechny stavy periodické, s periodou d = 3 pro p € (0, 1).
1 Co se stane, kdyz do procesu ptiddme jednu smycku typu p; > 07




Prednaska 6 || Klasifikace stavii v Markovském Fetézci 27.03.2018

Klasifikace stava v Markovském retézci

Véta: Trvaly a trvaly nulovy stav

0 Stavie Sjetrvaly & > 7 P = oo;

0 Stav i € S je prechodny < > > pi" < oo;

d Trvaly stav i € S je nulovy < P,(,-n) — 0 pro n — oo;

Véta: Retézec s konec¢né mnoho stavy

1V fetézci s konec¢né mnoho stavy nemohou byt vsechy stavy
prechodné.

1V fetézci s konec¢ne mnoho stavy neexistuji stavy trvalé nulové.

1 Kdyz existuje cesta i — j — i, pak jsou oba stavy i a j stejného typu.
Pokud i — j /~ i, pak stav i je pfechodny.
1V nerozlozitelném fetézci jsou vSechny stavy stejného typu.
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Absorbcné a ergodické stavy

stav a ergodicky stav procesu.

Definice: Absorbéni stav

Stav, ze kterého neni dosazitelny Zadny jiny stav, se nazyva ab-
sorb¢ny.

Definice: Ergodicky stav

Stav, ktery je trvaly, nenulovy a neperiodicky, se nazyva ergodicky.
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Priklad: Dosazené maximum na hraci kostce

Priklad

1 stavieSje trvalyﬁzzopfi"):oo, proi=1,...,6;

[d v nasem ptipadé plati: pls.") = (é)n;
d proi=1,...,n je fada konvergentni;

1 pro i = 6 je suma divergentni;
[ stav /i = 6 je proto trvaly, stavy i = 1,...,5 jsou prechodné;
[ je stav i = 6 nulovy nebo nenulovy?

podle definice: Ejvi=1-1=1 < oo;

stav i = 6 je proto trvaly nenulovy;

stfedni doba navratu do stavu i =6 je 1 (vg = 1);
mnozina stavil {6} je uzavfend, a stav je absorbéni;

ocooo
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Priklad: Nahodna prochazka

Priklad

(")'_7

il

[ otazka zni, jak se chovaji pravdépodobnosti p,

(]

z povahy Fetézce je ziejmé, Ze pf,") =0 pro n € N liché;
(2n

[d pro pravdépodobnosti p;; ) pak dostaneme:

(2n) 2n _on (2n)12727  (2n)27e=20\/47n2—2" 1
= 2 = ~ = — 0,
" n (n!)? n?re=2n2mn Vnm

n

kde jsme vyuzili Stirlingovou approximaci n! =~ n"e™"v/2mn,;

[ tudiz plati, ze pf,-") — 0, pro n — 00;
zaroved plati, ze ) > pl.(l.") = o0;

C

[d vSechny stavy jsou proto trvalé nulové;
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Priklad: Clovece nezlob se!

Samostatny tkol

Uvazujte hru Clovete nezlob se, kde hraci plocha ma pouze 15 stanovidt. Hra&
se posune o tolik krok( doptedu, kolik hodil bodd na kostke. Kdyz hodi hodnotu
Sest, haZe opét a posune se o pocet krokil dany sou¢tem bodl v jednotlivych
hodech. Hra kondéi, kdyz se hra¢ vrati spatky na Startovaci pozici — t.j. policko
¢. 15.

Jak vypadd matice prechodovych pravdépodobnosti? Klasifikujte stavy Mar-
kovského procesu.

4
°®

P AN 4
I 4 4
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rednaska 7 tacionarni a limitni rozdéleni Markovskych retézct .04.

Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

[d Homogénni Markovské fetézce s diskrétnym ¢asem n € N a nejvyse
spocetnou mnozinou stavu S;

1 Klasifikace stavii v Markovském fetézci:

[ Trvalé nulové a nenulové stavy;

1 Ptfechodné stavy;

[ Neperiodické a periodické stavy s periodou d > 1,
[ Absorbéni a ergodické stavy;

[ Rozlozitelnost a nerozlozitelnost retézce:

[d Dosazitelnost stavii (existence cesty i — j — i);
4 Uzavfené podmnoziny stavii = rozloZitelnost fetézce;

[ Zavedené veliCiny a znaceni:

[d Pocatecni a pfechodové pravdépodobnosti: p;, pjj, plg.")

proi,j€S;

0 Cas prvniho (obecné k-tého) névratu/vstupu do stavu i € S: vi(k);
0 Cas mezi k-tym a (k — 1)-nim vstupem do stavu i € S: T;(k);

1 Podminéna pravdépodobnost pociteénym stavem: P;[-] = P[-|Xo = i];

[J Pravdépodobnost nivratu/vstupu do stavu i € S v &ase n € N: fi("), f}fi");
NMFM310 | Zaklady matematického modelovani

123 / 207




Chovani Markovskych fetézcu

1 homogénni Markovsky fetézec {X,; n € N} s diskrétnim &asem
a nejvyse spocetnou mnozinou stavi S;

[ zajima nas dlouhodobé chovani Markovskych fetézci, t.j., pro n — oo;
[ jaké je marginalni rozdéleni ndhodnej velic¢iny X,, pro n — oo;

4 nahodné veli¢iny X, maji obecné riizne rozdéleni pro riizna n € N;
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rednaska acionarni a Iimitni rozdeleni arkovskych retezcu

Chovani Markovskych fetézcu

1 homogénni Markovsky fetézec {X,; n € N} s diskrétnim &asem
a nejvyse spocetnou mnozinou stavi S;

[ zajima nas dlouhodobé chovani Markovskych fetézci, t.j., pro n — oo;
[ jaké je marginalni rozdéleni ndhodnej velic¢iny X,, pro n — oo;

4 nahodné veli¢iny X, maji obecné riizne rozdéleni pro riizna n € N;

[ Otazka: Lze néco obecné Fict o rozdéleni X,, pro n — oo?

[ napf., rozdéleni je stejné pro vSechny n > no,
pro néjaké vhodné zvolené n € N;

1 nebo rozdéleni ndhodne veli¢iny X, konverguje k néjakému
limitnimu rozdéleni pro n — oo;

[d nebo existuje néjaké rozdéleni Markovského fetézce, které zaruCuje néjakou

"stabilitu” fetézce;
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Prednaska 7 || Stacionarni a limitni rozdéleni Markovskych fetézcii 03.04.2018

Stacionarni rozdéleni Markovského retézce

Definice: Stacionarni rozdéleni Markovského fetézce

Rekneme, Ze pravdépodobnostné rozdéleni w = (7;; i € S) na
mnozine stavil S je stacionarni rozdéleni Markovského tetézce, po-

kud plati, ze
n= Y

ics
pro vSechny j € §. Maticové lze také zapsat jako
n =7n'P,

pro matici prechodovych pravdépodobnosti P.

Samostatny tkol

Vysvétlete, co znamend, ze m = (wj; i € S) je pravdépodobnostné rozdéleni
na mnozine stavil S.
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Limitni rozdéleni Markovského retézce

Definice: Limitni rozdéleni Markovského fetézce

Rekneme, Ze pravdépodobnostné rozdéleni P = (p;; i € S) na
mnozine stavil S je limitni rozdéleni Markovského fetézce, pokud
plati, ze

pi = lim pi(n),

n—oo

kde pi(n) = P[X,=1i], proi €S.

Samostatny tkol

Ukazte, ze pro Markovsky fetézec s maticou prechodovych pravdépodobnosti

/2 1/2 0 0
P= ( /2 1/2 0 0 >
= 0 0o 1/2 1/2

0 o 1/2 12

neexistuje limitni rozdéleni.
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Limitni vs. stacionarni rozdéleni

(1 Stacionarni rozdéleni Markovského Fetézce se vztahuje pouze k
pravdépodobnostem prechodu pj, pro i,j € S. Nezavisi teda na
pocate¢ném rozdéleni Markovského Fetézce.

[ Limitni rozdéleni se vztahuje k rozdéleni celého Markovského fetézce.
Je tedy ovplivnéno i pocate¢nim rozdélenim Markovského fetézce.

[ Snadno Ize nahlédnout, ze pokud je poéatecni rozdéleni fetézce rovno
stacionarnimu rozdéleni 7, pak je i rozdéleni fetézce ve vsech dalsich
tasech n € N, t.j. rozdéleni (pi(n); i € S), rovné rozdéleni .

Véta: Stritné stacionarni proces

V pripadé, ze pocCatecni rozdéleni fetezce je stejné jako stacionarni
rozdéleni, pak pro libovoln( posloupnost iy, ..., i stavii z S a li-
bovolné n € N plati

P[Xo =0, X = ik] = P[Xn = ior . Xnskc = ik]-

Takovy fetézec se nazyva striktné stacionarni.




Prednaska 7 || Stacionarni a limitni rozdéleni Markovskych fetézcii 03.04.2018

Limitni rozdéleni = stacionarni rozdéleni

Véta: Limitni rozdéleni a stacionarni rozdéleni

Necht existuje limitni rozdéleni P = (p;; i € S) Markovského
fetézce {X,; n € N}. Pak je toto rozdéleni zarover stacionirnim
rozdélenim Markovského Fetézce a tudiz plati, ze

P=m.

[ Opaéna implikace samoziejme obecné neplati: neni pravda, Ze existence
stacionarniho rozdéleni by byla postacujici podminka pro existenci
limitniho rozdéleni Markovského fetézce;
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Nerozlozitelnost a stacionarni rozdéleni

Véta: Nerozlozitelnost a existence stacionarniho rozdéleni

Necht {X,; n € N} je nerozlozitelny Markovsky Fetézec s mnoZzinou
stavil S. Pak plati, ze

1 jsou-li vSechny stavy pfechodné, nebo trvalé nulové, pak
stacionarni rozdéleni neexistuje;

[ jsou-li vSechny stavy trvalé nenulové, pak stacionarni rozdeleni
existuje a je dané jednoznacné.

[d Jsou-li navic vSechny stavy neperiodické, pak

1
lim pi(n) = lim p™ =7 = —
n—oo pj( ) n—>cx>p T Ejl/j

4 Jsou-li vSechny stavy periodické, pak

n
1,
Jm *pr“‘ = im > e =
IS
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Priklad: Nehodové pojisteni s bonusem

1 V kone¢ném nerozlozitelném fetézci stacionarni rozdéleni vzdy existuje.
(vSechny stavy jsou totiZ trvalé nenulové)

[ Stacionarni rozdéleni nerozlozitelného Fetézce nepopisuje pouze limity
absolutnich pravdépodobnosti jednotlivych stavi, ale popisuje také
Cetnosti navratu do jednotlivych stavi, Cas ktery dany Markovsky fetézec
v jednotlivych stavech stravi.

Priklad

Uvazujeme nehodové pojisténi se tfemi rliznymi Grovnémi:
[ zakladni sazba (stav 1);

[ sazba s bonusem 30 % (stav 2);
[ sazba s bonusem 35 % (stav 2);

Rok bez pojistni udélosti znamena postup do lepsi pojistni kategdrie pro pfisti
rok (kdyz takovd moznost existuje). Jednd pojistni udélost v pribéhu roka
znamend posun o jednu kategérii niz (pokud to Ize) pro dalsi rok. V p¥ipadé
vétsiho poctl udélosti posun do zakladni kategérie.
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Priklad: Nehodové pojisteni s bonusem

Priklad

[ situaci chceme modelovat pomoci Markovského fetézce;

(1 pocet pojistnich udélosti Y, v danem roce n € N ma Poissonovo
rozdéleni s parametrem A > 0;

[ nahodn3 veli¢ina X1 je definovana nasledovné:

min(X,+1,2) pro Y, =0
Xn+1 = max(X,, — ]., 0) pro Yn = 1l
0 pro Y, >1

[ ukézte, ze {X,; n € N} je Markovsky Fetézec;

(]

najdéte matici prechodovych pravdépodobnosti PP;

[d najdéte soustavu rovnic pro nalezeni stacionarniho rozdélent;
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Pocet prechodii stavem j € S

Definice: Pocet prechodii danym stavem

Nahodna veli¢ina .
Ni(n) = Tix—py
k=1

se nazyva pocet prechodl stavem j € S v prvnich n € N krocich
(resp. polet navratl do stavu j € S).

[ polet navratl do stavu j (ndhodna veli¢ina N;(n)) Gzce souvisi s &asmi
navratu do stavu j € S;
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Pocet prechodii, ¢asy navrati a klasifikace
4 Limitnim prechodem ziskame celkovy pocet navratu do stavu j € S jako

N = Jim M) = fim D Tixs
k=1

[d Snadno se nahlédne, ze plati nasledujici:

a N; > k< vj(k) < oo;
0 N =k < vj(k) < oo Avj(k+1) =oc;

Véta: 0 — 1 zdkon

0 ak je stav j € S trvaly, pak P;[N; = co] = 1;
[ ak je stav j € S prechodny, pak P;[N; = oo] = 0;
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Pocet prechodii N;(n) a stacionarni rozdéleni

Véta: Stacionarni rozdéleni v fetézci s trvalymi nenulovymi stavy

V nerozlozitelnem Markovském Fetézci s trvalymi nenulovymi a ne-
periodickymi stavy plati s pravdédpodobnosti jedna, ze

N
lim M =7,
n—oo N

pro vSechny stavy j € S.
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Priklad: Stacionarni rozdéleni

Priklad

Uvazujme Markovsky fetézec s maticou prechodovych pravdépodobnosti

oQ OT

oo Q
Q OT O
oOT OO

pro néjake vhodné zvolené p > 0 a g > 0, takové, ze p+ g = 1.

[ N3&jdéte stacionarni rozdéleni pro dany Markovsky fetézec.
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Zhrnuti pfedchozi pfednasky/opakovani

1 Homogégnni Markovské fetézce s diskrétnym ¢asem n € N a nejvyse
spocetnou mnozinou stavu S;

1 Klasifikace stavii v Markovském fetézci:

1 Trvalé nulové a nenulové stavy;

1 Ptfechodné stavy;

[ Neperiodické a periodické stavy s periodou d > 1;
[ Absorbéni stavy a ergodické stavy;

[ RozlozZitelnost a nerozlozitelnost fetézce:

[d Dosazitelnost stavi;
d Uzavfené podmnoziny stavi;
[ Pocty prechodu, ndvratu a vstupu do daného stavu;

1 Limitni a stacionarni rozdéleni Markovského Fetézce

[ Limitni rozdéleni - popisuje chovani celého Markovského Fetézce vietne
pocate¢ného rozdélent;

[ Stacionarni rozdéleni - vyjadruje uréitou stabilitu fetézce vzhledem k
pravdepodobnostem pfechodu;
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Kapitola 5

Casové rady
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Nadodné procesy vs. casové rady

1 Stochasticky proces
< posloupnost (redlnych) nadhodnych veli¢in {X;; t € T} definovanych
na stejném pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P);

1 Casova ¥ada (proces)
— stochasticky proces indexovany celociselnou mnozinou T
(resp. stochasticky proces s diskrétnym &asom);

[ v niektorych literarnych zdrojoch sa pod pojmom Casové fada rozumi jiz
n&jaka konkrétni realizace ndhodného procesu {X;; t € T},
t.j., posloupnost konkrétnich hodnot Xi, X, ..., neboli xi, x2, .. .;
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Bily $um

Definice: Bily Sum

Posloupnost centrovanych a nekorelovanych nahodnych velicin
{Xt; t € T} s kladnym konecnym rozptylom se nazyva bily Sum.

Definice: Striktni bily Sum

Posloupnost nezavislych, stejné rozdelenych, nedegenerovanych a
centrovanych nihodnych veli¢in {X;; t € T} se nazyva striktni
bily sum.

1 vpodstaté je bily Sum nahodny signal s rovnomérnou spektralni hustotou;
(analdgie s bilym svélem, které obsahuje vsechny ostatné frekvence)
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Priklad: Bily Sum a striktni bily Sum

Priklad

[ posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in z rozdéleni N(0, 1) je
bily $um a zéroven aj striktni bily sum (obecn& N(0, 0%));

[ posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in z rozdéleni C(0, 1) je
striktni bily Sum, ale neni to bily Sum — neexistuje totiz ani stfedni
hodnota, ani koneény rozptyl;

[d posloupnost nekorelovanych ndhodnych veli¢in z néjakého
obecného rozdéleni F je bily Sum, pokud jsou veli¢iny centrované
(t.j. s nulovou stfedni hodnotou) a s kone¢nym rozptylem; Pokud
navic je rozdéleni F normalni, pak se jedna o striktni bily Sum;

[ Striktni bily Sum a bily Sum jsou obecné Casové fady s nejjednodussi
zavislostni struktirou — nekorelované, neboli dokonce nezavislé.
Zaroven v sobé nenesou zadnou informaci, jedna se pouze o ndhodné
chyby, stochastické fluktuace.
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Silna stacionarita

Definice: Silna stacionarita

Rekneme, e posloupnost nahodnych veli¢in {X;; t € T} je striktné
staciondrni (resp. silné stacionarni), pokud pro ¢ € N, libovolné
ki,..., ke € T a kazdé h > 0 takové, ze ki + h,...,. kg +he T
plati, ze

L( Xy, Xiy) = L(Xighy - o0 Xkgth)-

[ Silna stacionarita znamena, ze libovolna /-tice ndhodnych veli¢ich je
stejné rozdélend v libovolnem ¢asovém okamziku;

[ Z definice samoziejme plyne, Ze pro silné stacionarni posloupnost
{X:; t € T} jsou ndhodné veli¢iny X; stejné rozdelené pro viechny t € T;
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Slaba stacionarita

Definice: Slab3 stacionarita

Rekneme, e posloupnost ndhodnych veli¢in {X;; t € T} je slabé
stacionarni, pokud plati:

0 EX; = p pro v8echna t € T (t.j., nezavisi na t);

Q R(K) = E|(Xesk — 1) (Xe — u)} (t, nezévisi na t € T);

[ funkce R(k) se nazyva autokovarianéni funkce posloupnosti;

O hodnota R(0) = E(X — 11)? je rozptyl posloupnosti (konstantni v &ase);
1 funkce r(k) = R(k)/R(0) se nazyva autokorelaéni funkce posloupnosti;
[ samozfejme plati, ze R(k) = R(—k) pro libovolné k € N;
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Priklad: Bily Sum a striktni bily Sum

Priklad

1 pokud ma silné stacionarni posloupnost konec¢né druhé momenty,
pak je zfejmé slabé stacionérni;

[ pokud je posloupnost ndhodnych veli¢in gausovska (t.j. viechny
koneénérozmérna rozdéleni jsou normalni) a slabé stacionérni, pak
je také silné stacionarni;

[ striktni bily Sum je silné (striktné) stacionarni (nezavislé a stejné
rozdélené nidhodné veli¢iny);

[ bily 3um je obecné slabé stacionarni (centrované a nekorelované
néhodné veli¢iny);
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Klouzavé priméry radu g € N

Definice: MA(q) proces

Necht posloupnost {e¢; t € Z} je bily 3um s kone&nym rozptylem
02 < 00. Pak nahodnou posloupnost

Xi = aoee + ar1€¢—1+ -+ aget—q, prot ez,

pro néjaké koeficienty ap,...,aq € R, takové, ze agp # 0 # aq,
nazyvame posloupnost klouzavych priméri radu q.

[ obecné maji MA(q) procesy sloZitejsi korelaéni strukturu nez bily Sum,
avsak slozky X; a X+« jsou nekorelované pro k > gq.
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Priklad: MA(1) proces

O necht X; = &; + Bet—1, pro {e:; t € Z} bily um;
[ Pro jaké hodnoty 3 € R je {X;; t € Z} stacionarni?

1 Jak je definovana autokovarianéni a autokorelaéni funkce?

37 HI \ Hm Q‘H\ [l l!, Al il I l' J ! !“H ‘
< 2] W i“‘\' " 1"“H‘| \' ‘["M“‘ “‘IH“‘I"H'“”‘ ’\
? 1 | p:—s—‘p=‘—1 — p:l\‘_pﬂo‘ | | |

Time t
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Autoregresni model radu p € N

Definice: AR(p) proces

Necht posloupnost {e¢; t € Z} je bily 3um s kone&nym rozptylem
02 < 00. Pak nahodnou posloupnost

doXe + i X1 + -+ dpXe—p =€¢, proteZz, (8)

pro néjaké koeficienty dp, ..., d, € R, takové, Ze dy # 0 # d,,
nazyvame autoregresni posloupnost radu gq.

1 Ekvivalentné Ize model pfepsat pomoci rovnice
Xe = diXe—1 + -+ + dpXe—p + €¢, kde Vare, = digVarat a di = —d;/do;
d Obecné jsou pro tyto modely autokorelace nenulové a jednotlivé slozky se
navzajem ovliviuji i kdyz jsou libovolné daleko od sebe.

[ Pokud je posloupnost stacionarni, pak zavislost mezi slozkami se
vzristajicim rozdilem v Case nutné slabne;
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Stacionarita autoregresni posloupnosti

Véta: Stacionarita autoregresni posloupnosti

Necht {X;; t € Z} je autoregresni posloupnost p-tého ¥adu defi-
novany rovnici (8) a necht bez ujmy na obecnosti dy = 1. Necht
jsou vsechny kofeny polynomu

d(z) =14+ diz+...dp2"

vné jednotkového kruhu v komplexni roviné. Pak je proces {X;; t €
Z} slabé stacionarni a ndhodni veli¢ina ¢, je nekorelovana se viemi
nahodnymi veli¢inami X;_1, X;—2, . ...
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Centrovanost a kauzalnost AR posloupnosti

[ za platnosti podminek pfedchozi véty je posloupnost {X;; t € Z} také
centrovana, protoZe ze slabé stacionarity také automaticky plyne, ze

P
0=Eer = doEXe + ... dpEXe—p = po (Z d,-) ,
i=1

a tudiz p = 0. Ak by 27:1 d; = 0, pak by to znamenalo, ze 1 je také
kofenem polynomu d(z), coz je spor s pfedpokladem uvedéné véty;

(1 za platnosti podminek pfedchozi véty také plati, Ze posloupnost
{Xs; t € Z} Ize vyjadFit v kauzélnim tvare, t.j. existuje vyjadfeni

oo
X = E CkEt—k,
k=0

kde koeficienty cx jsou uréeny vztahem c(z) = Zzio azk = ﬁ,
pro |z| < 1.
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Priklad: AR(1) proces

Priklad

O necht X; = aX;_1 + &, pro {e¢; t € Z} bily Sum;

[ polynom d(z) = 1 — az ma koten v bodé z =1/a;

[ koten je vné jednotkového kruhu < |a| > 1;

[ potom plati, ze
k—1
Xe = aXe—14er = a(aXi—ater—1)+er = -+ = akXt—k+Z a'ers;
=0

[ a ndhodni veli¢inu X; Ize (limitnim prechodem) vyjadfit kauzalné

jako
oo
Xt = Z aké\tfk
k=0

(t.j. linedrni kombinaci minulosti posloupnosti {e;; t € Z})




P¥iklad: AR(1) proces

[ pro parametr |a] <1

0 -0
|

-0
|
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Time t

[ pro parametr |a| > 1

20479
I

X
0e+00
|

—— B=-05 — p=-0.1

=01 — p-1

20479

o 200 400 600 800 1000

Time t
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P¥iklad: AR(1) proces

[ Rozptyl procesu Ize spoditat i pomoci soustavy rovnic:
EX:Xe—1 = aEX? 1 + EetXe_1
EXtEt = aEthlEt 4 EE%

1 pak kali nekorelovanosti €; a X;—1 mame EX;_1e; = 0 a tudiz
0% = Ee? = EXier = EXi(X: — aX;—1) = R(0) — aR(1)
= R(0)[1 — ar(1)]

[ z prvni rovnice pak dostaneme
R(1) =aR(0) < a=R(1)/R(0)=r(1)

[ pro rozptyl R(0) procesu {X;; t € Z} dostaneme

o? o?

1-2 1-(r())?

R(0) =

NMFM310 | Zaklady matematického modelovani
A

151 / 207




Prednaska 8 || Casové fady 10.04.2018

Yule-Walkerovy rovnice

Za predpokladu, ze €, je nekorelované s X;_1, X;—2, Xi—3...
(vid také predchozi véta o stacionarité autoregresni posloupnosti), Ize
analogicky postup aplikovat i pro obecny autoregresny proces radu p;

[d uvazujme obecny autoregresny proces

Xe=aXe—1+ -+ apXep +&r 9)

[ rovnici autoregresného procesu vynasobime postupné veli¢inami
Xi—1, Xt—2,..., Xi—p a aplikujeme operator stredné hodnoty:

EXeXe—1 = aiEX? 1 + -+ + apEXe—pXe1 + EecXe—1
EXiXi—2 = arEXe—1Xe—o + -+ 4+ ap EXe—p Xe—2 + Ece Xi—2

EXXi—p = a1 EXe—1 Xe—p + -+ + apEX?_, + EecXe—p

NMFM310 | Zaklady matematického modelovani

152

N
=1
3

A



Prednaska 8 || Casové fady 10.04.2018

Yule-Walkerovy rovnice

[ soustavu rovnic Ize ekvivalentné prepsat v maticovem tvaru

R(O) ... R(p—1) a R(1)
( R(p-1) ...  R() ) o)\ rin
[ neboli také pomoci autokorelaéni funkece r(-) jako
r0) ... r(p—1) 3_1 r(_l)
( p-1) ) ) ) L

[ pomoci této soustavy lze spocist hodnoty autokorelaéni funkce v ¢asech
1,2,..., p. Pro hodnoty r(k), kde k > p lze vyuzit diferenni rovnici

r(k) —air(k—1)— ... —apr(k—p) =0,

kterti ziskame vynasobenim rovnice (9) veli¢inou X;_ a aplikovanim
operatoru stfedni hodnoty;
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Vypocet rozptylu pro AR(p)

[ pro vypolet rozptylu R(0) stadi vyndsobit rovnici (9) veli¢inou &,
a opét aplikovat operator stfedni hodnoty;

1 pfimocare dostaneme vyjad¥eni

0% = Ec? = EXier = EXe(Xe — a1 Xem1 — .. — apXe—p)
=R(0)[1 —arr(1) — ... — apr(p)];

[ pro rozptyl AR(p) procesu teda plati, Ze

0_2

VarX. = R(0) = 1—air(l)—...— apr(P);
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Odhad neznamych parametri

[ Yule-Walkerove rovnice Ize aplikovat i obracenym zpiisobem: pouzit data z
procesu a odhadnout nezndme parametry ai, ..., ap v AR(p) procesu;

[ pomoci dat (konkrétni realizace procesu {X;; t € Z}) Ize odhadnout
hodnoty autokovarian¢ni funkce R(0), ..., R(p);

1 hodnoty odhadov autokovarianéni funkce v danych bodech dosadit do
Yule-Walkerovych rovnic a feSit pro nezname parametry ay, ..., ap;

[ otdzka pouze ziistava, jak spravné nebo vhodné urdit prislu¢ny fad
autokovarianéniho procesu, parametr p € N;
(existuji riizna kritéria, tzv. "rules-of-thumb”, nebo lze pouZit tzv. "expert
Jjudgement”, nebo hlubsi statistickou analyzu a formdalini statistické testy)
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Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

[ Lineérni (stochastické) modely ¢asovych ¥ad (MA a AR procesy);
1 MA(1): Posloupnost klouzavych priméri fadu g € N

[ zavislost mezi X; a X;_x mizne pro k > q;
[J obecné je MA(q) proces stacionarni (slabé);
[d charakterizace pomoci autokovarian¢ni a autokorelaéni funkce;

1 AR(p): Autoregresni posloupnost ¥adu p € N:

1 nenulova autokorelace a mnohem slozitéjsi zavislostni struktdra;

[ stacionarita pouze pro nékteré specidlni pfipady
(kofeny charakteristického polynomu vné jednotkového komplexniho
kruhu);

1 moznost vyjadfit stacionarni AP proces v kauzalni formé;

[ Yule-Walkerové rovnice

1 vypocetny nastroj pro vyjadfeni autokovarianéni a autokorelaéni funkce
(charakterizace) procesu (&asové Fady);

4 inverzné vyuziti Yule-Walkerovych rovnich pro odhad neznamych parametri
v AR(p) procesu (za pouziti odhadil autokovariaéni/autokoreleni fukce);
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Konzistence odhadu parametrii

Véta: Konzistence odhadu parametri v AR(p) procesu

Necht {X;; t € Z} je autoregresni posloupnost fadu p € N gene-
rovana modelem

Xe=a Xem1 4+ + apXt—p + €,

kde {e;; t € Z} je poslopnost nezavislych, stejné rozdélenych n.v.
se stredni hodnotou nula a kone&nym rozptylem 02 < oo. Necht
vSechny kofeny polynomu d(z) =1—ajz—...— apzP lezi vné jed-
notkového kruhu v komplexni roving. Necht @, je odhad parametrii
a=(a,..., ap)T pomoci Yule-Walkerovych rovnic, zalozeny na
pozorovnanich Xi, ..., X, a odhadech AR(k) a r(k), pro k > 0. Pak
plati, ze

(@, — a) = N,y(0, 02T 1),

kde I = (R(i — j));-
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Asymptotické rozdeleni odhadii parametru

[0 konvergence — 7 v predchozi vété znadi konvergenci v distribuci;

1 ekvivalentné je mozné také napsat, ze plati

sup [P(Vn(a — a1) < x1,..., V(3 — ap) < %) = F(x1,...%)| =0,

xERP

pro n — oo, kde F : R? — [0, 1] zna&i zdruZen( distribuéni funkci
mnohorozmérného normalniho rozdéleni N,(0, o°I~1);

[ hustota mnohorozmérného normalniho rozdéleni N,(u, X) je definovana:

Fxt, ..., %) = p{—%(x—u)i‘l(x—u)},

(2m)f|x]

pro x = (x1,..., %) €RP, kde pt = (pu1,...,1p)" € RP je vektor
stfednich hodnot a ¥ pozitivné definitna, symetrickd varianéni matice;
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Odhad autokovarian¢ni/autokorelaéni funkce

1 méame k dispozici konkrérni realizaci ¢asové fady {X:; t € Z} az do
néjakého ¢asu n € N;

[ to znamend, Zze méme k dispozici pozorované hodnoty (realizace)
nahodnych veli¢in X,, Xo—1,...;

[ dale také predpoklddame, Ze proces {X;; t € Z} je generovany rovnici

Xe = arXe—1+ -+ apXe—p + €1

O

parametre ai, ..., a3, € R jsou nezname;

d Jak pomoci empirickych dat odhadnout parametry ai, ..., a,?
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Odhad autokovarian¢ni/autokorelaéni funkce

[ v praktickych pripadoch je k dispozici pouze kone¢na histéria (realizace)
Casové fady {X;; t € Z}, t.j., pozorovani Xi, ..., Xp;

[ odhad autokovarian¢ni funkce R(k) pro libovolné k € {0, n — 1} ziskame
pomoci vztahu

n—k n—k n—k
-~ 1 1 1
R(k):n—kg <Xi+k—_n_kg Xj+k> (Xi——n_kg Xj)
i=1 Jj=1 Jj=1

[ odhad prislusné autokorela¢ni funkce r(k) pro libovolné k € {0, n— 1} pak
ziskame jako
_ Rk

r(k) = R’(O) .
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Priklad: autokovariancni/autokorelacni funkce

Sample ACF of temperature in April
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Neuplnost odhadii R(k) a 7(k)

4

N

odhad autokovarianéni funkce R(k) néjaké posloupnosti se nazyva
vybérova autokovarianéni funkce — pouzivame znaéeni R(k);

odhad autokorelani funkce r(k) néjaké posloupnosti se nazyva vybérova
autokorelaéni funkce — pouZivame znageni 7(k);

pro necentrovanou posloupnost {X:; t € {1,..., n}} odhadujeme stfedni
hodnotu © € R pomoci vybérové stfedni hodnoty definované

vyberova autokovariaéni/autokorelaéni funkce spoéetend na zékladé
realizace Xi, ..., X, poskytuje pouze omezenou informaci o celkové
kovarian¢ni/korelaéni struktife posloupnosti;

na zakladé realizace Xi, ..., X, totiz neni mozné spocitat hodnoty pro
R(k) a r(k), kde k > n;
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Modely ARMA(p, q)

[ posloupnosti klouzavych primérd a autoregresnich posloupnosti Ize
vzajemné kombinovat do tzv. ARMA modeli;

Definice: ARMA(p, q) proces

Necht posloupnost {e:; t € Z} je bily um s kone&nym rozptylem
0% < 0o. Pak ndhodnou posloupnost

doXe + diXe—1 + -+ dpXe—p = a0er + -+ - + apEi—q, (10)

pro t € Z a néjaké koeficienty dy, ..., dp, a0, ..., aq € R, takové,
Ze do, dq, a0, a1 # 0, nazyvame ARMA(p, q) model.

[ podobné jako v predchozich p¥ipadech nas zajima, za akych predpokladi
bude ARMA(p, q) posloupnost spliiovat definici stacionarity (slabé);

[ ekvivaletni zapis ARMA(p, g) modelu Ize vyjadfit pomoci vztahu
X = 81Xt,1 +-+ apthp + do€t + -+ + 3q€t—q;
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Stacionarita ARMA(p, q) procesi

[ predpokladejme, Ze v rovnici (10) je dy = ap = 1 a definujeme polynomy
d(z) =14+ diz+---+d,z", n(z)=1+aiz+---+aqz% (11)
Véta: Stacionarita ARMA(p, g) modeld
Necht viechny koFeny polynomu d(z) leZi vn& jednotkového kruhu
v komplexni rovin& a navic, necht jsou polynomy d(z) a n(z) ne-
soudélné, t.j. nemaji spole¢né koreny. Pak je posloupnost defino-

vani rovnici (10) slabé stacionarni, s nulovou stfedni hodnotou, a
navic, lze proces {X;; t € Z} vyjad¥it v kauzalnim tvaru, t.j.

kde cx jsou uréeny vztahem c(z) = Y2, czk = 28
pro |z| > 1.
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Autokovariance/autokorelace ARMA procesii

1 pokud by polynomy d(z) a n(z) mély spole&né kofeny, potom by polynom
c(z) = n(z)/d(z) uréoval ARMA(m, n) proces, pro m< p a n< q;

[ autokovarianéni funkce stejné tak jako autokorelacni funkce obecného
ARMA(p, q) procesu se spolte analogicky, jako v pfipade AR(p) procesii,
pomoci Yule-Walkerovych rovnic.

Samostatny tkol

UvaZujte obecny ARMA(1, 1) proces, definovany predpisem
Xt + aXi—1 = et + ber—1,
pro t € Z, kde {et; t € Z} je bily Sum.
[ definujte podminky pro které je posloupnost {X:; t € Z} slabé
stacionarni;

[d najdéte autokovarian¢ni a autokorelaéni funkci posloupnosti
{Xe; t€Z};

[0 pokud existuje, njdéte kauzalni vyjadfeni procesu {X;; t € Z};
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Linearni filtrace

Definice: Linearni filtrace

Necht {e; t € Z} je slab& stacionérni posloupnost a {&k; k €
Z} je posloupnost koeficientli takovych, Ze >, ., (k| < oo. Pak
rekneme, ze posloupnost

vznikla linedrni filtraci z posloupnosti {¢; t € Z}.
Posloupnost koeficientdl {&x; k € Z} se nazyva linearni filtr.

Definice: Kauzalni filtr

Necht {&; k € Z} je linearni filtr. Pokud plati, Ze & = 0 pro
k < 0, pak je filtr kauzalni, t.j. fyzikalné uskutecnitelny.
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Linearni modely, procesy, systémy...

Definice: Linearni proces

Nihodnou posloupnost {X;; t € Z} nazyvame linedrnim proce-
sem, pokud existuje posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych
nadhodnych veli¢in €, pro t € Z, s nulovou stredni hodnotou a
konetnym rozptylem a linearni filtr {£x; k € Z} takovy, ze

oo

Xe = Z EkEt—k-

k=—o0

Linearni proces je navic kauzalni, pokud je pfislusny filtr kauzalni.

1 ARMA(p, g) model je ekvivalentni s obecnou rovnici linearniho systému (vid
Kapitola 3). Rovnice ARMA modelu ale uréuje vztah nikoli mezi nendhodnymi
(deterministickymi) posloupnostmi vstup(i a vystupu, ale mezi ndhodnymi
posloupnostmi bilého Sumu a ARMA procesem {X:; t € Z}.
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Invertibilita ARMA posloupnosti

Definice: Invertibilita ARMA posloupnosti

Stacionarni ARMA(p, q) posloupnost {X;; t € Z} vznikla z bilého
Sumu {e;; t € Z}, se nazyva invertibilni, jestlize existuje posloup-
nost konstant {¢y; k € Z} takova, ze > - |wk| < oo a plati, Ze

&t = Z Y Xe—k-
k=0

(1 z pohledu posloupnosti {e:; t € Z} by se dalo fict, Ze se jedna o kauzalni
posloupnost vzhledem k posloupnosti {X;; t € Z};
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Priklad: Striktna versus slaba stacionarita

Samostatny kol

Necht je posloupnost {X;; t € Z} definovana predpisem
Xt = pXi—1 + €t
pro |p| < 1 a posloupnost {e:; t € Z} je dana p¥edpisem

Z; t=2k kcZ,
Er =
8 %(23—1) t=2k+1keZ,

kde {Z:; t € Z} je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in s normovanym normélnim rozdélenim N(O, 1).

1 Rozhodnéte, zda je posloupnost {X;; t € Z} striktné stacionarni.

1 Rozhodnéte, zda je posloupnost {X;; t € Z} slabé& stacionérni.

[ Spoctéte autokovarianéni funkci posloupnosti {X;; t € Z}.
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Invertibilita ARMA posloupnosti

Véta: Invertibilita ARMA procesii

Necht {X:; t € Z} je staciondrni ARMA(p, q) posloupnost, de-
finovana rovnici (10), pro dy = a; = 1. Necht polynomy d(z) a
n(z) definovane vztahy (11) nemaji spoleZné kofeny a navic, necht
kofeny polynomu n(z) lezi vné jednotkového komplexniho kruhu.
Pak je posloupnost {X;; t € Z} invertibilni a |ze psat

oo
Et = Z kat—k,
k=0

pro k € Z, kde koeficienty 1, jsou uréeny vztahem

d(2)
n(z)’

V(z) = Z@D;Jk =
k=0

pro |z| < 1.




!re!nas!a ! !BSOVE ra!y l!!!!!l!

Linearni predikce v €asovych radach

[d pomerné Casty prakticky problém v ¢asovych radach: predikce;
[0 predikce/p¥edpovéd budoucich hodnot na zakladé pozorované realizace;

[ z teoretického hlediska se jednd o pomerné naro¢nou ulohu, kterd vede na
podminéné stfedni hodnoty...

1 Jak to ale funguje v praktickych problémoch?
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Linearni predikce v €asovych radach

(]

pomerné Casty prakticky problém v casovych fadach: predikce;
predikce/predpovéd budoucich hodnot na zéklad& pozorované realizace;

z teoretického hlediska se jednd o pomerné narocnou tlohu, kterd vede na
podminéné stfedni hodnoty...

Jak to ale funguje v praktickych problémoch?

Jednoduchy ptiklad: predikce pozorovani X:i1 na zdkladé realizace X;
(predpovéd o jeden krok dopfedu na ziklad& jediného pozorovani);

pozadovana predikce pro X:i1 je linedrni: )?H-l = a+ bX;;
navic predpokladame, ze {X;; t € Z} je slabé stacionarnf;

kvalita predikce pomoci stfedni kvadratické chyby mezi X;+1 a )?H—l;
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Predikce X; ; formalné

1 z formalneho matematického hlediska feSime minimaliza¢ni problém

min E [Xt+1 — (3 + bXt)]2 = min E [Xt+1 il Ve a— b(Xt — ‘U/)]z ,
abeR abeR
kde 3 =a+ p(b—1);
(1 derivovanim podle 3 a b (a formalna zdména integralu a derivace):
= 2E[Xep1 —p—3—b(Xe —p)]=0

t= 2B [Xeyy —p— 3= b(Xe — )] (Xe —pp) =0

e §le

[ z prvni rovnice dostaneme okamzité, ze 3 = 0;
[ z druhé rovnice pak dostaneme, ze
R(1)
= =r(1);

O Predikce: Xei1 = a+ bXe = p+ b(Xe — p) = p+ r(1)(Xe — p);
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Predikce X;.; formalné

[ kvalita predikce sa posuzuje pomoci stfedni kvadratické chyby/odchylky
jako
MSE = E(Xep1 — Xer1)? = E [Xeys — o — r(1)(Xe — p))?
= R(0) [1+ r(1)* — 2r(1)’] = R(0)(1 — r(1)%);

[ &im silnéjsi je lineadrni zavislost mezi X; a Xiy1, tim mensi je chyba
predikce (t.j., presn&j$i predpovéd);

[ obecné Ize postup zobecnit na Glohu najit predikci pro X:11, na zakladé
pozorovnani X¢, Xe—1, ... Xi—p;

[d nasledné je samoziejme mozné pouzit predikci S\QH a spodist dalsi predikci
pro nasledujici krok Xiio;
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Priklad: predikce na zakladé X; a X;_;

Samostatny tkol

Ptedpokladejme, Ze posloupnost {X;; t € Z} je slabé stacionarni.
[ spoctéte obecny vztah pro predikci pozorovani X:+1 na zakladé
hodnot X; a X;—1;

1 jako kritérium kvality predikce pouzijte stfedni kvadraticki
chybu/odchylku;

Samostatny tkol

[ Uvazujte model ARMA(2, 1) dany pfedpisem
Xe —0.5X;—1 + 0.04X;—2 = & + 0.25¢4_1,

pro {e:; t € Z} bily Sum. Najdéte autokovarianéni a autokorela¢ni
funkci procesu a jeho kauzalni vyjadfeni.
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Kauzalita a invertibilita ARMA procesii

Samostatny tkol

Necht {X;; t € Z} je ARMA(2, 1) posloupnost definovana rovnici
Xe —(a+ b)Xt—1+ abXi_2 = et — ag;—1,

kde {e¢; t € Z} je bily Sum. Diskutujte podminky kauzality a invertibility
vzhledem k nezndmym parametrim a, b € R.

Spottéte autokovarianéni a autokorelaéni funkci posloupnosti {X;; t € Z}.
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rednaska oissonliv proces 4.04.

Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

[ Lineérni (stochastické) modely ¢asovych fad: MA, AR a ARMA procesy;
(ndhodné procesy vytvorené z bilého Sumu, indexovdny nejvyse spocetnou
mnoZinou indexi T - napr. mnoZinou celych &isel Z)

[ Zakladna charakterizace procesi

[ stfedni hodnota procesu {X;; t € Z};

[ rozptyl procesu{X;; t € Z};
[ autokovarianéni a autokorelaéni funkce R(k) a r(k);

[ Dalsi vlastnosti model(i ¢asovych rad

1 silna (striktni) a slaba stacionarita;
1 kauzélnost a invertibilita procesu;
[ linearni filtrace;

[ Vyuziti v praktickych (redlnych tlohach)
[ modelovani procesti a odhadovani koeficientu pomoci Yule-Walkerovych
rovnic (konzistentni odhady);

O linearni predikce v &asovych fadach (predpovéd nasledujicich pozorovani na
z4kladé tych predchozich);
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Kapitola 6

Poissonliv proces
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Nahodné procesy se spojitym casem

(1 Stochasticky (nahodny) proces
< posloupnost (systém) realnych ndhodnych veli¢in {X;; t € T}
definovanych na stejném pravdépodobnostnim prostoru (£2, A, P);

1 Proces so spojitym ¢asem
— v pripadé, ze T C R, pak fikame, ze se jedna o proces se spojitym
Casem, t.j., hodnota procesu {X:; t € T} je definovana v kazdém
¢asovém okamziku;

1 Trajektérie procesu
— pro konkrétne w € Q (elementarni jev) je Xi(w) = X(w)(t) funkce
definovana na T C R (t.j., trajektdrie procesu — jedna konkrétni realizace);

NMFM310 | Zaklady matematického modelovani
178 / 207

A



rednaska olssonuv_proces

Trajektorie procesu
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Citaci proces

Definice: Citaci proces

Rekneme, e nahodny proces {N,; t > 0} (teda proces se spo-
jitim &asem) je Citaci proces, pokud existuje neklesajici posloup-
nost nezavislych nahodnych veli¢in {&,}, pro n € N (&asy vyskytu
jednotlivych udalosti) takovych, Ze plati

o]
n=1

d Hodnotu N(t) interpretujeme jako pocet udélosti, které nastaly do &asu t.

[ Ekvivalentné Ize proces {N;; t > 0} definovat jako proces, ktery ma
zprava spojité a neklesajici trajektorie, nabyva pouze celodiselnych hodnot,
a zadina z nezdporne hodnoty, t.j. N(0) > 0;
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Proces s nezavislymi prirtstky

Definice: Nezavislé prirastky

Rekneme, ze proces {N(t);t > 0} mé nezévislé pfirtistky, pokud
prokazdé 0 <tz <t <---<t,,neNat,e Tproi=1,...,n
plati, Ze N(t,)—N(t,—1),..., N(t1)— N(to) jsou nezavislé ndhodné
veliciny.
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Proces s nezavislymi prirtstky

Definice: Nezavislé prirastky

Rekneme, ze proces {N(t);t > 0} mé nezévislé pfirtistky, pokud
prokazdé 0 <tz <t <---<t,,neNat,e Tproi=1,...,n
plati, Ze N(t,)—N(t,—1),..., N(t1)— N(to) jsou nezavislé ndhodné
veliciny.

T T T
o 50 100 150
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Poissoniiv proces

Definice: Poissonilv proces

Nihodny proces {N(t); t > 0} se nazyva homogénni Poissoniv
proces s intenzitou A > 0, pokud plati:

b N(0) =0;

[ proces ma nezavislé prirlistky;

1 prirastky N(t + h) — N(t) maji Poissonovo rozdéleni s
parametrem A\ - h;

[ nezavislé prirlistky Poissonovho procesu maji Poissonovo rozdéleni s
parametrem, ktery je pfimo imérny délce casového intervalu;

[ parameter intenzity, A > 0 je stfedni polet udalosti za jednotku Casu;

[ souvislost Poissonovho rozdéleni s limitnim binomickym rozdélenim;
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Poissoniiv proces

(1 Poissontiv proces je Casto interpretovan jako nahodny bodovy proces
na realni pfimce (palpfimce);
1 Na realni pfimce je Poissoniiv proces specialnim pripadem
Markovského procesu se spojitym ¢asem (Markovska vlastnost);
1 Hodné casto pouzivany nahodny proces s vyuzitim pro modelovani
nahodnych (a na sobé nezavislych) udalosti v Case;
1 pojistovnictvi, systémy obsluhy, atd'.;
1 chovani zakaznik, modelovani chyb a poruch, atd';
d Existuje mnoho riiznych a uziteénych zobecnéni Poissonova procesu;
[ Poissoniiv proces s variabilni intenzitou A(t);
[d prostorovy Poissonlv proces (mnohorozmérna zobecnéni);

[ procesy obnovy a zrodu a zaniku (tzv. renewal a birth-death procesy);
J mnohe dalsi...
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Priklad: Poissoniiv proces

Priklad

Telefonni astfedna a pocet hovoru

Jednotlivé pfichozi volani jsou na sobé nezavislé. Potencidlne je ale velky
pocet lidi, ktefi mohou zavolat, ale u kazdého jednotlivce se jednd pouze o
hodné malou pravdépodobnost, ze skutecne zavold na dstfednu. Z historicky
dat napf. vime, ze na telefonni Gstfednu pfijde v priiméru 5 hovord za mindtu.

(1 Jaka je pravdépodobnost, ze za pll minity nepfide Zadne volani?

(1 Jaka je pravdépodobnost, ze béhem pét sekud pfijde alespon 2
volani?

[ pro Poisson(iv proces obecné plati, ze N(0) = 0, proto také plati, Ze
N(t) = N(t) — N(0) ~ Po(At)

a proto také plati, ze

(/\t)k ot

PIN() = K] = <o ,

pro k=0,1,....
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Doby mezi udalostmi v Poissonovém procesu

Véta: Doby mezi udédlostmi v Poissonovém procesu

Necht {N(t); t > 0} je Poissonliv proces s intenzitou A > 0 a
necht {£,; n € N} je posloupnost ndhodnych veli¢in definovani
predpisem

&n = inf{t > 0; N(t)= n}, n=12....

Pak ndhodné veliciny T, =&,—&,-1, pron=1,2,..., pro &y =0,
jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s exponenciadlnim rozdélenim s pa-
rametrem A > 0 a nazyvaji se doby mezi udalostmi v Poissonovém
procesu {N(t); t > 0}.




!re!na!!a ll !OISSOHUV proces !lll!ll!

Exponencialni a Erlangovo rozdéleni

(]

nahodna veli¢ina &, pro n € N se nazyva doba do n-té udalosti;
4 nahodn3 veli¢ina &, pro n € N ma Erlangovo rozdéleni s hustotou

A" a1 ax
ﬁ,(x):mx Y™, pro x > 0.

1 Erlangovo rozdéleni s parametrami A > 0 a n € N je rozdéleni souctu n
nezavislych ndhodnych veli¢in s exponencialnim rozdélenim s parametrem
A > 0 a jedna se o specidlni pfipad Gamma rozdélent;

1 exponencidlni rozdéleni s parametrem A > 0 je rozdéleni bez paméti, t.j.,
pro X ~ Exp(\) plati, ze

P[X > s+ h|X > s] = P[X > h].
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Poissoniiv proces a exponencialni rozdéleni

Véta: Nahodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim a Poissoniv prq

Necht Ty, T», ..., je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych
nahodnych veli¢in s exponencidlnim rozdélenim s parametrem A >
0. Necht &, =Y, _; Ti. Pak

o0
N(t) =) Tie,<ey
k=1

definuje Poissonilv proces s intenzitiou A > 0.

1 pokud zdme pocet udalosti do néjakého Casu T > 0, pak je vyskyt
udalosti v intervalu [0, T] tzv. “binomicky”, t.j., ¢asy udélosti jsou
nezavislé nahodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0, T1;
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Priklad: Binomicka vlastnost

Priklad

Necht {N(t); t > 0} je Poissonilv proces s intenzitou A > 0 a necht N(T) = n
a s € (0, T). Pak jednoduchym vypo¢tom dostaneme

PIN(s) = k|N(T) = n] = PIN() =k N(T) = n]

PIN(T) = n]
P[N(s) = k, N(T) — N(s) = n— K]

N PIN(T) = ]

_ P[N(s) = K- PIN(T) = N(s) = n— K]

N PIN(T) = nl

(@) e-3)"

[0 Zadna &st intervalu [0, T] neni preferovéna a kazdy podinterval ma
rovnaku Sanci (imérnou své délce), Ze do néj padne udalost. Body jsou do
intervalu [0, T] umistfiovany nezavisle na sobé.
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Poissontiv proces s konstantni intenzitou

[ Pro obecny Poissoniv proces {N(t); t > 0} s konstantni intenzitou A > 0
také plati nasledujici:

0 PIN(t+ h) = n+1|N(t) = n] = Ah+ o(h)
0 PIN(t + h) = n|N(t) = n] = 1 — Xh + o(h)
Q P[N(t+ h) > n+1|N(t) = n] = o(h)

pro funkci o(h) takovou, Ze

Samostatny tkol

Ovérte, ze uvedéné vlastnosti skuteéne plati pro obecny Poissoniiv proces s
konstantni intenzitou A > 0.
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v Ve

Priklad: skody v nezivotnem pojisténi

Priklad

Predpoklddame, Ze okamziky pojistnych udalosti v ¢ase tvofi Poissonliv proces
{N(t); t > 0} s konstantni intenzitou A > 0 a vy3e kod Yj pro k € N
jsou nezavislé, stejné rozdélené nahodné velic¢iny se stfedni hodnotou EY) = p.

S5(t) = Yk prot >0 a Yy =0 je tzv. slozeny Poissoniiv proces;

[ veli¢ina S(t) udava celkovou vysi $kod do ¢asu t > 0 a plati

ES(t) = E[E[S(t)w(t } — E[ [Z Vi N(E) H
- E{N(t) : EYk} — EY, - (Zn(’\nt!)n) = Aty

k=0

K thradé $kodnich nékladii by pojistovna méla dostavat od pojisténych klienti
pojistné ve vysi Ay za jednotku Easu.
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Priklad: Systém obsluzni linky

Priklad

Uvazujme obsluzni linku, kterd poskytuje uréitou sluzbu (nap¥., poladna v
obchodg, telefonni linka, ...). Chceme modelovat chovani takového systému.

1 predpoklddame, Ze pFichody zdkaznik( do systému tvofi Poissoniiv
proces s konstantni intenzitou A > 0;

[ kdyz je linka obsazend, tvofi se fronta;

[ doby obsluhy jednotlivych zdkaznik( jsou navzdjem nezavislé ndhodné
veli¢iny s exponenciadlnim rozdélenim s parametrem p > 0;

[ veli¢gina X(t) zna&i polet zdkaznikl v systému (ve fronté a pFi obsluhe);
1 oznalme pi(t) = P[X(t) = k], pro k=0,1,...;
1 predpoklddame, Ze také plati nasledujici:
P(X(t+ h) = k+ 1|X(t) = k) = Ah+ o(h)
P(X(t+ h) = k|X(t) = k) =1— Xh+ o(h)
P(X(t+ k) > k+ 1|X(t) = k) = o(h)
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Priklad: Systém obsluzni linky

Priklad

[ pro doby obsluhy pak plati: T ~ Exp(u) a proto také plati:

P(obsluha skonéi v case (t, t + h]|zédkaznik je obsluhovan v case t) = ph + o(h)

)
P(obsluha neskoné&i v case (t, t + h||zakaznik je obsluhovén v ase t) = 1 — uh + o(h)
P(vice zdkazniku obsluzeno v (t, t + h]|zdkaznik je obsluhovan v case t) = o(h)
P(ptijde a odejde stejny pocet v (t, t + h]|zakaznik je obsluhovan v &ase t) = o(h)

Samostatny Gkol

PouZijte vlastnosti exponencidlniho rozdéleni s parametrem p > 0, aplikujte
Taylotiv rozvoj a odvod'te vztahy uvedené v ptikladu nahove.
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Zhrnuti predchozi prednasky/opakovani

[ Definice Poissonova procesu;

[ stochasticky proces se spojitym ¢asem a dikrétnymi stavy;
[ &itaci proces (pocet udélosti) s potatkem v bodé nula;
[ nezavislé pfirtstky s Poissonovym rozdelenim;

(pouze homogénni Poissoniv proces s intenzitou X > 0)

4 Doby mezi udalostmi v Poissonovém procesu

[d nezavislé ndhodné veli¢iny s exponenciadlnim rozdélenim;
[d souvislost mezi Poissonovym a exponencialnim rozdélenim;
1 exponencialni rozdéleni, Erlangovo rozdéleni, Gamma rozdélent;

0 Siroké vyuziti v praxi
[ modelovani riznych systému obsluhy;
(intenzita pfichodu zdkaznikov a intenzita obsluhy zdkaznikov)
1 pojistné modely, modelovani skodovych udalosti;
(modelovani vyskytu pojistnych udalosti, vypldceni pojistného plnéni)
[ vyuZiti v komplexnych pravdépodobnostnych modelech; (napr. prostorové
Poissonové modely, sloZené modely, atd'.)
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Priklad: Systém obsluzni linky

[ obecné miizeme psat, Ze v systému obsluzni linky (model pro
pfichod a obsluhu zdkazniku) nastane v intervalu (t, t + h) jedna
zména (t.j. prijede jeden zdkaznik nebo odejde jeden zikaznik) s
pravdépodobnosti

wh -+ Xh+ o(h);

[d pravdépodobnost, Ze v takomto systému nenastane v ¢asovém
intervalu (t, t + h) zddna zména (novy zakaznik nepfide a zadny
nebude obsluzen) je

1— ph+ Ah+ o(h);

(1 pravdépodobnost, ze v systému dojde v ¢asovém intervalu
(t, t + h) k néjaké jiné zméné (napt. pfijede vice zdkazniku, nebo
vice zakazniku bude obsluzeno, nebo zaroven alespon jeden pfijede
a alespori jeden bude obsluZen) je zanedbatelnd, t.j. Fadu o(h);
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Priklad: Systém obsluzni linky

Priklad

[ zajima nas limitni chovani pravdépodobnosti
pk(t) = PIX(t) = K],

pro t — o0;

1 Jaké je limitni rozdéleni zdkaznikl v systému?
(hromadi se zdkaznici ve fronte, nebo je systém prazdny?)

[ Priklad Ize Fesit pomoci soustavy diferencialnich rovnic...

1 ... budeme uvazovat samostatné pripad pro k=0a k=1,2,...;




Reseni pomaoci diferencialnich rovnic

1 pro k = 0 dostaneme:

po(t + h) = po(t)(1 = Ah + o(h)) + p1(t)(peh + o(h)) + Z pi(t)o(h)
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Reseni pomaoci diferencialnich rovnic

1 pro k = 0 dostaneme:

pole ) = po(e)(1 M+ o)) + pu(e)(eh + o) + 3 py(E)o(h)

d pro k=1,2,... dostaneme:

e+ ) = p(e)o(h) + pe1(E)(Ah -+ o(h)
j=0
+ pe(£)(1 = \h— ph + o(h))
+ prsn(8)(uh + o(h) + Y pi(t)o(h)
j=k+2
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Reseni pomaoci diferencialnich rovnic

[d algebraickou tpravou a limitnim pfechodem pro h — 0 dostaneme
diferencialni rovnici pro k = 0:

%Po(t) = —Apo(t) + ppi(t)
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Reseni pomaoci diferencialnich rovnic

[d algebraickou tpravou a limitnim pfechodem pro h — 0 dostaneme
diferencialni rovnici pro k = 0:

%Po(t) = —Apo(t) + ppi(t)

[ algebraickou tpravou a limitnim pfechodem pro h — 0+ dostaneme
diferencialni rovnice pro k =1,2,...:

5 Pe(t) = Api—1(t) = (A + 1) pi(t) + pprca(t)
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Reseni pomaoci diferencialnich rovnic

[ Pokud existuje limita lim:— o pk(t), pak musi platit

0= —Apo(00) + pp1(o0)
0 = Apr—1(00) = (A + ) p(t) + ppr+1(00)

[d Soustava rovnic, jejiz feSenim je

pr(00) = p’po(0),
kde p = A/p;

[ Zaroven musi platit, ze

ZPk(OO) =1

jelikoZ se jedna o pravdépodobnostni rozdéleni na mnozine {0,1,2,...,};
(limitné rozdéleni teda existuje pro p < 1 a ide o geometrické rozdéleni s
parametrem p = ﬁ)
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Sjednoceni nezavislych Poissonovych procesti
[d Genericka vlastnost Poissonového rozdeleni:
Ny ~ Poiss(A1) A Np ~ Poiss(A2) == Ny + N> ~ Poiss(A1 + A2)

1 Analogicky aj pro Poissonov proces

Pro {Ni(t); t > 0} a {Ni(t); t > 0} dva nezavislé homogénni Poissonové
procesy s intenzitou A\; > 0 a A, > 0, pak aj

{Ni(t) + No(t); t > 0}

je homogénni Poissonov proces s prislusnou intenzitou A1 + Ag;

Samostatny kol

Ukazte, ze Poissonov proces {Ni(t) + No(t); t > 0} definovany jako soudet
dvou vzijemné nezavislych homogénnich Poissonovych procesii s intenzitami
A1 > 0 a A2 > 0 spliiuje vlastnosti Poissonového procesu.

NMFM310 | Zaklady matematického modelovan

A




Pfednéska 11 || Poissonilv proces 15.05.2018

Zobecnéni pro vice procesii

4 Zjednoceni dvou nezavislych Poissonovych procesii Ize zobecnit na vice
nez dva procesy;

1 Obecné, pro m € N nezavislych homogénnich Poissonovych procesi
{Ny(t); t >0},...,{Nmn(t); t >0} sintenzitami \; >0 proj=1,...,m
plati, ze

N(t) = Ni(t) + - - + Nm(2)

je opét Poissonov proces s pfislusnou intenzitou

A=A+ +Am

Samostatny tkol

Ukazte, ze Poissonov proces {Ni(t) + --- + Npn(t); t > 0} definovany jako
sou¢et m vzijemné nezavislych homogénnich Poissonovych procesii s intenzi-
tami A; > 0 pro j =1,..., m, spliiuje vlastnosti Poissonového procesu.
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Nezavislost a podminéna zavislost

O Necht {N(t); t > 0} je Poissoniiv proces s intenzitou A > 0;
[ Udalosti v procesu ndhodne ozna¢ime dvéma rliznymi nalepkami...

1 S pravdépodobnosti p € (0, 1) ozna&ime udalost nalepkou A;
(vyskyt udélosti typu A tvofi &itaci proces {N:i(t);t > 0})

1 S pravdépodobnosti (1 — p) oznadime udélost nélepkou B;
(vyskyt udélosti typu B tvo¥i &itaci proces {No(t); t > 0})

Véta: Nezavislych rozdéleného Poissonového procesi

Citaci procesy {Ny(t);t > 0} a {Na(t); t > 0} jsou vzajemné
nezavislé homogénni Poissonové procesy s prislusnymi intenzitami
)\1:)\pa)\2:)\(1—p).
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Nezavislost a podminéna zavislost

[ Poissonové procesy {Ni(t); t > 0} a {Nx(t); t > 0} jsou dle ptedchozi
véty zdruzené nezavislé;

1 Podminéné, p¥i daném stavu procesu {N(t); t > 0}, jsou ale procesy
{Ni(t); t > 0} a {No(t); t > 0} vzdjemné zavislé;

Samostatny kol

Ukazte, pro¢ jsou procesy {Ni(t);t > 0} a {Nx(t);t > 0} pfi danem N € N
podminéné zavislé. Dokonca jeden proces zcela urcuje ten druhy.
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Riizna zobecnéni Poissonového procesu

[ zobecnéni Poissonového procesu v neeuklidovskych prostorech;
(fundamentalni nastroj v pravdépodobnosti, tedrii miri a topoldgii)

[ dvojité stochasticky Poissontiv proces (Coxiv proces);
(Poissontiv proces s ndhodnou intenzitiou )

[ sloZeny Poissonilv proces (tzv. marked process);
(udélost v &ase ma vlastni nahodnou hodnotu)

[ tzv. compound Poissoniiv proces;
(Poissoniv process jako soucet nékolika sloZenych Poissonovych procesii)

[d mnohé dalsi zobecnéni a specidlni pripady;
(uZiteény nastroj pro pravdépodobnostni tedrii i statistické modelovani)
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To conclude...

Zaverecné zkousky
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Zkouskové terminy

Zavérecna zkouska pozostava z dvou Casti;

[ Prvni ¢ast zkousky
< samostatna pisomna praca, teoretické a praktické tlohy v rozsahu
odprednasanej latky;

[ Druha ¢&ast zkousky
— Gstni zkouska pouze v pfipadé vypracovani pisemné ¢asti na Grovni
alespon 60 %;
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Zkouskové terminy

[ 1. Termin: Uteri | 29.05.2018
(Poslucharna K7 | 9:00)

d 2. Termin: Uteri | 05.06.2018
(Poslucharna K7 | 9:00)

d 3. Termin: Uteri | 26.06.2018
(Poslucharna K7 | 9:00)

1 4. Termin: September 2018
(dodatetne bude upfesnéno)

Na konkrétny zkouskovy termin je nutny zapis prostrednictvom
elektronického systému SIS! Zapocet je podminkou k pfihlaseni se na
zkousku!
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