NMFM310 — Zaklady matematického modelovani

Markovské retézce 11 Cviceni 7 | 03.04.2018

Priklad 1: Necht homogenni Markovuv fetézec ma matici pravdépodobnosti pfechodu
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a) Klasifikujte stavy fetézce.
b) Urdete stacionarni rozdéleni (pokud existuje).
c¢) Najdéte limitni rozdéleni (pokud existuje).

Piiklad 2: Necht homogenni Markovuv fetézec mé matici pravdépodobnosti piechodu
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a) Klasifikujte stavy Fetézce.
b) Najdéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje).
c¢) Urcete limitni rozdéleni (pokud existuje).

Priiklad 3: Necht homogenni Markovuv fetézec ma matici pravdépodobnosti piechodu
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a) Urcete matici pravdépodobnosti pfechodu po dvou krocich P®,

b) Piedpokladejme, Ze podateéni rozdéleni je rovnomérné (kazdy stav ma stejnou pravdépodobnost). Jaké
je rozdéleni v Case n = 27

¢) Pfedpokladejme, Ze pocatecni rozdéleni p = (1,0,0,0). Jaké je rozdéleni v ¢ase n = 27

d) Klasifikujte stavy fetézce.

e) UrCete stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

Priklad 4: Mé&me tii piihradky, do kterych umistujeme kulicky. Kazda pfihradka miize obsahovat ma-
ximalné jednu kulicku. V kazdém casovém okamziku vybereme rovnomeérné nahodné jednu z prihradek.
Pokud neni obsazena, vlozime do ni kulicku. Pokud je obsazena, s pravdépodobnosti % z ni kuli¢ku ode-
bereme a s pravdépodobnosti % kulicku ponechdme. Ozna¢me X,, pocet obsazenych pfihradek v ¢ase n.
a) Urcete matici pravdépodobnosti pfechodu.

b) Klasifikujte stavy Fetézce.

c¢) Predpokladejte, Ze pocatecni rozdéleni je rovnomérné a spoctéte absolutni pravdépodobnosti po jed-
nom kroku.

d) Najdéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje).

e) UrCete limitn{ rozdéleni (pokud existuje).

Priklad 5: Slimak leze po nekoneéné vysokém stromé, za kazdou hodinu s pravdépodobnosti % vyleze
nahoru o jeden centimetr a s pravdépodobnosti % sklouzne dolti o jeden centimetr. Pokud je na zemi,
popoleze o jeden centimetr nahoru s pravdépodobnosti 1. Ozna¢me X,, vysku v centimetrech, ve které se

slimék nachézi po n hodinach.

a) Urlete matici pravdépodobnosti pfechodu a najdéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje).
b) Klasifikujte stavy fetézce.



Samostatny tkol — simulovani systému bonus-malus

a) UvaZujme verzi systému bonus-malus, ktery jsme pojmenovali britsky systém. Pfedpokladame, Ze
pocet pojistnych udélosti u kazdého klienta v daném roce ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A, a
matice pravdépodobnosti prechodu mezi sedmi kategoriemi je pak rovna
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Urcete stacionarni rozdéleni 7w pro pripad A\ = %0.
Generujte sedm nahodnych realizaci fetézce délky 5 000 s matici pravdépodobnosti pfechodu P, pro
A= 1—10, ze sedmi poCatecnich stava 1,2,...,7.

Pro kazdy generovany Fetézec spoctéte empirické Cetnosti stavii ¢ = 1 az 7: N;(5 000)/5 000. Porovnejte
(moZno i graficky) obdrZené empirické etnosti pro rizné pocatecni stavy se stacionarnim rozdélenim 7.

Generujte 1 000 pocatecnich stavii podle rozdéleni 7 a z nich generujte priubéhy Markovského fetézce
jako vyse, ale jenom do ¢asu 10. Spocitejte Cetnosti stavii 1 az 7 v generované populaci pro ¢asy
t=0,1,2,...,10. Porovnejte, jak zavisi tyto empirické Cetnosti na ¢ase (opét mozno graficky).
Generujte 1 000 priabéhi rétézce do ¢asu 10, ale nyni v8echny z pocatecniho stavu 6. Stejné jako v predcho-
zim piipadé spoctéte Cetnosti stavli 1 az 7 v generované populaci pro ¢asy t = 0,1,2,...,10. Porovnejte,
jak zavisi tyto empirické Eetnosti na ¢ase (opét mozno graficky).

Pro obé simulace (s poc¢ateénim stavem 6 a s pofateénim rozdélenim rovnym 7) vyvoje populace 1 000
pojisténci spodtéte celkové vybrané pojistné (samoziejmé relativng k zakladu 100%) v Gasech t =
1,2,...,10. Nakreslete srovnéavaci graf pro obé populace. Komentujte, pro¢ graf vypada pravé takto.

b) Simulujte 10 let pojistnych udalosti pro populaci pojisténct velikosti 1 000. Piedpokladejte, Ze pocet

skod kazdého pojisténce se Fidi Poissonovym rozdélenim s parametrem A = % a velikost §kod (vyjadienych

v poméru k zékladu pojistného) jsou vzajemné nezavislé s lognormélnim rozdélenim s parametry

(i) p=—0.366 a0 =2,
(i) p=0.327a 02 =2

Uvédomte si, ze volby parametri odpovidaji stfedni hodnoté jednotlivé skody rovné cca 1.885 a 3.77
(nebot stfedni hodnota log-normalniho rozdéleni je rovna exp(u+o0?/2) ), tedy stfedni hodnoté pojistného
vybraného od jednoho pojisténce krat 5 respektive krat 10. Rozmyslete si souvislost s pramérnym poctem
pojistnych udalosti za rok pro jednoho pojisténce.

Nakreslete graf celkového vybraného pojistného pro piipad poc¢ateéniho rozdéleni rovného stacionarnimu
(méate z a)) a celkovych skod v danych deseti letech pro p¥ipad (i) a (ii). MiZete nakreslit i kumulativni
(pfes prvnich t let) rozdily mezi celkovym pojistnym a celkovymi $kodami. Komentujte.



