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STANISLAV NAGY

M- a Z-odhady (týždeň 7)

Otázka. V prvom cvičeńı, hned’ prvý pŕıklad ste naṕısali, že X̄ je odhad riešenia rovnice
E(X1 − µ) = 0. Čomu ale nerozumiem - pretože, ako to chápem ja, tak M-odhad identi-
fikuje śıce µx, avšak toto µx práve minimalizuje funkciu ρ, nie? V skratke - nerozumiem
to prepojenie toho M-odhadu a tej strednej hodnoty.

Maximálne vierohodné odhady sú špeciálnym pŕıpadom M-odhadov. Nie všetky M-
odhady vychádzajú z maximálne vierohodných odhadov, pre M-odhad si môžem zvolit’

akúkol’vek funkciu ρ (resp. ψ pre Z-odhad), a typicky M-odhady priamo konštruujem tak,
že začnem s funkciou ψ s rozumnými vlastnost’ami (napr. obmedzená).
Vzt’ahy MLE a M-odhadov. V prvom pŕıklade (to je N(µ, 1) v mojich poznámkach)

začnem z MLE odhadu. Vid́ım, že MLE odhad v modele N(µ, 1) je definovaný ako M-
odhad s funkciou ρ(x, t) = (x − t)2, teda M-odhad identifikuje (odhaduje) parameter
rozdelenia daný ako argmint E(X − t)2. Vieme že toto argmin je práve t = EX, takže
skutočne M-odhad odhaduje parameter strednej hodnoty. To, že M-odhad identifikuje
riešenie rovnice E(X1 − µ) = 0 dostávam ak formulujem MLE ako Z-odhad pre ψ(x, t) =
(x− t). Vtedy skutočne Z-odhad identifikuje riešenie rovnice Eψ(X, t) = E(X − µ) = 0,
a riešeńım je opät’ µ = EX.
Predpoklad, že dáta sú z N(µ, 1) ale vôbec nemuśım využ́ıvat’. Ak by som predpo-

kladal akékol’vek rozdelenie X, a začal priamo s M-odhadom daným funkciou ρ(x, t) =
(x − t)2, vid́ım, že pre túto funkciu dostanem ako M-odhad X̄ (výberový priemer), a
tento M-odhad identifikuje parameter EX, teda strednú hodnotu. To všetko vychádza
priamo z teórie M-odhadov, bez toho aby som akokol’vek použil že som motivačne začal
s normálnym rozdeleńım, alebo s MLE.
To, že ak začnem s MLE pre parameter t, a potom MLE odhad vyjadŕım ako M-

odhad, a nakoniec sa ukáže že M-odhad skutočne identifikuje parameter t, plat́ı vždy (za
splnenia predpokladov MLE, napr. toho že skutočné rozdelenie pochádza z modelu ktorý
použ́ıvam). To je vidiet’ z toho, že ak f(x, t) je združená hustota náhodného výberu tak
MLE definujem ako Z-odhad daný ako riešenie (f ′ je derivácia f podl’a t)

f ′(x, t)/f(x, t) = 0

takže ψ(x, t) = f ′(x, t)/f(x, t), a Z-odhad identifikuje parameter E f ′(X, t)/f(X, t) =∫
f ′(x,t)
f(x,t)

f(x, t) d x =
∫
f ′(x, t) d x, a ten posledný integrál bude 0 ak zameńıte poradie

derivácie a integrálu. Takže skutočne, za platnosti predpokladaného modelu, váš M- (resp.
Z-) odhad správne identifikuje parameter t.
Výhoda toho, že sa na MLE pozeráte ako na M-odhad je tá, že v odvodeńı as. rozde-

lenia M-odhadov nepredpokladáte platnost’ modelu v ktorom ste zač́ınali pri MLE. As.
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rozptyl je daný sandwichovým odhadom, ktorý je zložiteǰśı, ale plat́ı aj pri porušeńı pred-
pokladov MLE. Takže źıskavate možnost’, ako napr. źıskat’ MLE odhady, ale v pŕıpade, že
platnost’ základných predpokladov nie je splnená, stále dokážete konzistentne odhadovat’

as. rozdelenie M-odhadu a robit’ testy.

Otázka. Prvá otázka generuje vlastne túto otázku - tá identifikovatel’nost’ znamená, že
sa snaž́ıme nájst’ odhady s určitými vlastnost’ami? Napr. v normálnom rozdeleńı, sigma
nijak neovplyvňuje tú identifikovatel’nost’ ? Resp. obecne nejaký rušivý parameter ?

Identifikovatel’nost’ znamená, že ak chcem odhadovat’ (alebo testovat’) o parametre θ, a
test založ́ım na M-odhade danom funkciou ρ(x, t), tak θ = argmint E ρ(X, t). Takže moje
M-odhady skutočne zodpovedajú parametru, ktorý ma zauj́ımal na začiatku. To muśım
vždy overit’, pretože inak M-odhady ktoré dostávam budú v skutočnosti odhadovat’ niečo
iné ako parameter θ ktorý ma zauj́ıma, a sú pre môj problém úplne nanič.
V MLE pre normálne rozdelenie N(µ, σ2) (druhý pŕıklad na prvej strane poznámok)

vid́ıte, že funkcia ρ(x, µ, σ2) = (x−µ)2/σ2+log(σ2). Pre l’ubovol’nú hodnotu σ2 bude tento
výraz minimalizovaný v µ v strednej hodnote práve vtedy ak E(X−µ)2 je minimalizované,
takže opät’ identifikujeme µ = EX a všetko je OK. Pre druhú zložku, po zderivovańı rho
podl’a σ2 a jednoduchej úprave dostávam že druhý parameter je identifikovaný ako riešenie
E(X − µ)2 − σ2 = 0, z prvej zložky viem že µ identifikuje EX, a teda riešenie v σ2 je
skutočne E(X − EX)2, rozptyl. Opät’ OK.

Otázka. Trochu nerozumiem, ako si tú domácu úlohu 10 formulovat’. Ja sa to snaž́ım
nejak spojit’ s vaš́ım pŕıkladom z cvičeńı - pŕıklad estimaton of location and scatter.

Nie, v DÚ žiadny scatter parameter nie je. Iba location parameter. Máte daný ne-
jaký model, tj nejaké rozdelenie s parametrami ǫ a ν, a tri rôzne odhady parametra
polohy ktoré sa dajú vyjadrit’ ako M-odhady. Vašou úlohou je vyjadrit’ tieto odhady ako
M-odhady, a použit’ vety 9 alebo 10 na odvodenie as. rozdelenia týchto M-odhadov, za
platnosti tohto predpokladaného modelu. Potom chcem nech sa zamysĺıte aké parametre
vo vašom modele tieto tri rôzne M-odhady identifikujú. Ide o rovnaký parameter, alebo
odhadujete vždy niečo iné? A nakoniec, ak ide o rovnaký parameter, ktorý z odhadov
sa zdá byt’ najlepš́ı v zmysle najmenšieho as. rozptylu? Samozrejme v závislosti na para-
metroch modelu ǫ, ν, a možných d’aľśıch parametroch ktoré sa pri výpočte objavia.
Nakoniec sa zamyslite prečo sa zdá, že pre nejaké hodnoty ǫ, ν je najlepš́ı ten alebo

ten odhad. Dávajú tieto asymptotické výsledky nejaký zmysel? Máte k týmto výsledkom
nejakú intúıciu?

Otázka. Chcel som Vás poprosit’ o hint, ako sa generujú zmesi rozdeleńı.

Zmesi rozdeleńı sa typicky generujú dvojfázovo. Najprv si generujete náhodný výber z
Alt(p) rozdelenia, a každej zložke ak dostanete 0 generujete X z distribučnej funkcie F0,
ak dostanete 1 generujete X z distribučnej funkcie F1. Overte si, že výsledné rozdelenie
z ktorého generujete X má (nepodmienene) distribučnú funkciu pF1 + (1− p)F0.

M- a Z-odhady (týždeň 8)

Otázka. Ve vašich poznámkách k M- a Z-odhad̊um na webu na straně 6 dole - symboly X
a Y použ́ıváte jako označeńı generického vektoru z něhož pocháźı ten náhodný výběr? Tedy
Y je náh. veličina, X je náh vektor délky p? Pak při výpočtu ψ(x, y, β) = −2x(y − xTβ)
plat́ı, že násob́ım č́ıslo (−2) krát vektor (x) krát č́ıslo (y − xTβ)? A podobně ve výpočtu
Sigma matice: X(Y −XTβ)(Y −XTβ)TXT je vlastně vektor*č́ıslo*č́ıslo*vektor?
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Áno, X a Y sú generické náhodné veličiny, tj X je st́lpcový vektor s dimenziou pove-
dzme p, a Y je skalár. Ďalej presne ako ṕı̌sete - ψ je st́lpcový vektor p funkcíı, a Σ je p×p
matica.

Otázka. V úkolu HW11, m̊užeme předpokládat homoskedasticitu — tj. var(Y |X) =
var(ε|X) = σ2? Nebo máme obecně předpokládat, že var(Y |X) = σ2(X), tedy nějaká
funkce (tj. heteroskedasticita)? Pokud nemáme homoskedasticitu, jak m̊užu porovnat od-
had s odhadem LAD, který má tvar využ́ıvaj́ıćı hustotu ε (tedy pro normálńı rozděleńı
i jej́ı rozptyl). Napadá mě pouze použ́ıt odhad ve stejném tvaru, jen použ́ıt podmı́něnou
hustotu ε|X, č́ımž pak tato hustota m̊uže mı́t rozptyl σ2(X). Uvažuju správně?

V predpokladoch homoskedasticita nie je, takže ak riešenie dokážete odvodit’ aj bez nej,
nepredpokladajte ju. Ak sa to ukáže ako zásadný problém, môžete si pŕıklad zjednodušit’

a pridat’ rozumné d’aľsie predpoklady. V porovnańı s LAD sa bude stačit’ obmedzit’ na ho-
moskedastický model, čo bude špeciálny pŕıpad výsledkov z (i)-(iii). Nemuśıte odvodzovat’

sandwichové odhady pre heteroskedastické LAD.

Otázka. K zadáńı HW12: Pochopil jsem to správně, že v (i) máme 2 rovnice a máme
určit kdy a = α a zároveň b = β? Potom v úloze (ii) tedy máme pouze 1 rovnici (derivo-
vanou podle b, resp a) a máme pro ni určit, kdy b = β resp. a = α? Postupuji podobně
jako ve vašich poznámkách na straně 7, využ́ıvám derivace, protože funkce ρ je konvexńı
a identifikuju pomoćı toho vztahu pro ψ. Je tahle úvaha správně, nebo jsem špatně zadáńı
pochopil?

Áno, v časti (i) máte určit’ podmienky za ktorých platia obe rovnice zároveň. V časti
(ii) slabšie podmienky, kedy stač́ı, aby platila jedna z rovńıc. Postup bude podobný ako
v poznámkach na str. 7.

EM-algoritmus (týždeň 10)

Otázka. HW14: Čo je myslené ako measure of uncertainty? Je to niečo ako metrika,
ktorá má zobrazit’ úspešnost’/neúspešnost’ klasifikátora?

Ak sa bod x rozhodnete zaradit’ do zmesi i, dokážete nejak č́ıselne vyjadrit’ ako
”
istý“

si týmto zaradeńım ste? Ak to dokážete nejakým spôsobom kvantifikovat’ (napr. u po-
zorovania x som si na 99% istý že patŕı do skupiny 1) tak táto charakteristika je to, čo
mysĺıme

”
measure of uncertainty“.
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