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STANISLAV NAGY

M- A Z-ODHADY (TYZDEN 7)

Otazka. V prvom cvicend, hned prvij priklad ste napisali, Ze X je odhad riesenia rovnice
E(X, — ) = 0. Comu ale nerozumiem - pretoze, ako to chdpem ja, tak M-odhad identi-
fikuje sice ., aviak toto p, prdve minimalizuje funkciu p, nie? V skratke - nerozumiem
to prepojenie toho M-odhadu a tej strednej hodnoty.

Maximalne vierohodné odhady su Specidlnym pripadom M-odhadov. Nie vSetky M-
odhady vychddzaji z maximalne vierohodnych odhadov, pre M-odhad si mézem zvolit
aktkolvek funkciu p (resp. 1 pre Z-odhad), a typicky M-odhady priamo konstruujem tak,
7ze zacnem s funkciou ¢ s rozumnymi vlastnostami (napr. obmedzend).

Vztahy MLE a M-odhadov. V prvom priklade (to je N(u,1) v mojich pozndmkach)
zacnem z MLE odhadu. Vidim, ze MLE odhad v modele N(u, 1) je definovany ako M-
odhad s funkciou p(z,t) = (z — t)?, teda M-odhad identifikuje (odhaduje) parameter
rozdelenia dany ako argmin, E(X — t)%. Vieme Ze toto argmin je prave t = E X, takze
skutocne M-odhad odhaduje parameter strednej hodnoty. To, ze M-odhad identifikuje
rieSenie rovnice E(X; — p) = 0 dostavam ak formulujem MLE ako Z-odhad pre ¢ (z,t) =
(x —t). Vtedy skutocne Z-odhad identifikuje riesenie rovnice E¢)(X,t) = E(X — p) =0,
a riesenim je opif u = E X.

Predpoklad, Ze data st z N(u,1) ale vobec nemusim vyuzivat. Ak by som predpo-
kladal akékolvek rozdelenie X, a zacal priamo s M-odhadom danym funkciou p(z,t) =
(z — t)?, vidim, 7e pre tiito funkciu dostanem ako M-odhad X (vyberovy priemer), a
tento M-odhad identifikuje parameter E X, teda stredni hodnotu. To vsetko vychadza
priamo z teérie M-odhadov, bez toho aby som akokolvek pouZil Ze som motivacne zacal
s normalnym rozdelenim, alebo s MLE.

To, 7ze ak zacnem s MLE pre parameter ¢, a potom MLE odhad vyjadrim ako M-
odhad, a nakoniec sa ukéze ze M-odhad skuto¢ne identifikuje parameter ¢, plati vzdy (za
splnenia predpokladov MLE, napr. toho ze skutocné rozdelenie pochadza z modelu ktory
pouzivam). To je vidiet z toho, ze ak f(z,t) je zdruzena hustota ndhodného vyberu tak
MLE definujem ako Z-odhad dany ako riesenie (f’ je derivdcia f podla t)

[, )/ flz,t) =0
takze ¢ (z,t) = f'(x,t)/f(z,t), a Z-odhad identifikuje parameter E f'(X,t)/f(X,t) =
f z mlt)f (z,t)dz = [ f'(x,t)dx, a ten posledny integral bude 0 ak zamenite poradie

derlvame a integralu. Takze skutocne, za platnosti predpokladaného modelu, vas M- (resp.
Z-) odhad sprévne identifikuje parameter t.

Vyhoda toho, ze sa na MLE pozerate ako na M-odhad je ta, ze v odvodeni as. rozde-
lenia M-odhadov nepredpokladéte platnost modelu v ktorom ste zac¢inali pri MLE. As.
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rozptyl je dany sandwichovym odhadom, ktory je zlozitejsi, ale plati aj pri poruseni pred-
pokladov MLE. TakzZe ziskavate moznost, ako napr. ziskat MLE odhady, ale v pripade, Ze
platnost zakladnych predpokladov nie je splnend, stale dokéZzete konzistentne odhadovat
as. rozdelenie M-odhadu a robit testy.

Otazka. Prvd otdzka generuje vlastne tito otdzku - td identifikovatelnost znamend, Ze
sa snazime ndjst odhady s urcitymi vlastnostami? Napr. v normdlnom rozdelend, sigma
nijak neovplyviiuge ti identifikovatelnost ? Resp. obecne nejaky rusivy parameter ?

Identifikovatelnost znamend, ze ak chcem odhadovat (alebo testovat) o parametre 6, a
test zalozim na M-odhade danom funkciou p(z,t), tak = arg min; E p(X, t). Takze moje
M-odhady skutocne zodpovedaju parametru, ktory ma zaujimal na zaciatku. To musim
vzdy overit, pretoze inak M-odhady ktoré dostdvam budt v skutocnosti odhadovat nie¢o
iné ako parameter 6 ktory ma zaujima, a su pre moj problém tplne nanic.

V MLE pre normdlne rozdelenie N(p,0?) (druhy priklad na prvej strane poznamok)
vidite, ze funkcia p(z, u, 0?) = (z—p)?/o?+log(c?). Pre lubovolnt hodnotu o2 bude tento
vyraz minimalizovany v u v strednej hodnote prave vtedy ak E(X —px)? je minimalizované,
takze opif identifikujeme u = E X a vSetko je OK. Pre druh zlozku, po zderivovani rho
podla % a jednoduchej tiprave dostavam Ze druhy parameter je identifikovany ako riesenie
E(X — p)? — 0? = 0, z prvej zlozky viem Ze p identifikuje E X, a teda riesenie v o2 je
skutotne E(X — E X)?2, rozptyl. Opit OK.

Otazka. Trochu nerozumiem, ako si ti domdcu lohu 10 formulovat. Ja sa to snaZim
nejak spojit s vasim prikladom z cviceni - priklad estimaton of location and scatter.

Nie, v DU ziadny scatter parameter nie je. Iba location parameter. Méte dany ne-
jaky model, tj nejaké rozdelenie s parametrami € a v, a tri rozne odhady parametra
polohy ktoré sa daji vyjadrif ako M-odhady. Vasou tlohou je vyjadrit tieto odhady ako
M-odhady, a pouzit vety 9 alebo 10 na odvodenie as. rozdelenia tychto M-odhadov, za
platnosti tohto predpokladaného modelu. Potom chcem nech sa zamyslite aké parametre
vo vasom modele tieto tri rozne M-odhady identifikuji. Ide o rovnaky parameter, alebo
odhadujete vzdy nieco iné? A nakoniec, ak ide o rovnaky parameter, ktory z odhadov
sa zd4 byt najlepsi v zmysle najmensicho as. rozptylu? Samozrejme v zdvislosti na para-
metroch modelu ¢, v, a moznych d'alsich parametroch ktoré sa pri vypoéte objavia.

Nakoniec sa zamyslite preco sa zda, ze pre nejaké hodnoty €, v je najlepsi ten alebo
ten odhad. Davaju tieto asymptotické vysledky nejaky zmysel? Mate k tymto vysledkom
nejaku intuiciu?

Otazka. Chcel som Vds poprosit o hint, ako sa generuji zmesi rozdelent.

Zmesi rozdeleni sa typicky generuju dvojfazovo. Najprv si generujete ndhodny vyber z
Alt(p) rozdelenia, a kazdej zlozke ak dostanete 0 generujete X z distribuénej funkcie Fy,
ak dostanete 1 generujete X z distribucnej funkcie Fj. Overte si, ze vysledné rozdelenie
z ktorého generujete X ma (nepodmienene) distribuénu funkciu p Fy + (1 — p) Fo.

M- A Z-ODHADY (TYZDEN &)

Otazka. Ve vasich poznamkdch k M- a Z-odhadium na webu na strané 6 dole - symboly X
a'Y pouZivdte jako oznaceni generického vektoru z néhoz pochdzi ten ndhodny vybér? Tedy
Y je ndh. velicina, X je ndh vektor délky p? Pak pri vipoctu 1 (z,y, B) = —2x(y — z7 )
plati, Ze ndsobim ¢islo (—2) krdt vektor (x) krdt ¢éislo (y — x73)? A podobné ve vypoctu
Sigma matice: X(Y — XTB)WY — XTB)TXT je vlastné vektor*cislo*cislo *vektor?
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Ano, X a'Y st generické ndhodné veliciny, tj X je stipcovy vektor s dimenziou pove-
dzme p, a Y je skalar. Dalej presne ako pisete - ¥ je stlpcovy vektor p funkcii, a X je p x p
matica.

Otazka. V dkolu HW11, mizeme predpoklddat homoskedasticitu — tj. var(Y|X) =
var(e|X) = 022 Nebo mdme obecné predpoklidat, Ze var(Y|X) = o*(X), tedy néjakd
funkce (tj. heteroskedasticita)? Pokud nemdme homoskedasticitu, jak mizu porovnat od-
had s odhadem LAD, ktery ma tvar vyuZivajici hustotu e (tedy pro normdalni rozdélend
i jeji rozptyl). Napadd mé pouze pouzit odhad ve stejném tvaru, jen pouZit podminénou
hustotu | X, ¢imzZ pak tato hustota mize mit rozptyl o*(X). Uvazuju sprdavné?

V predpokladoch homoskedasticita nie je, takZe ak rieSenie dokazete odvodit aj bez nej,
nepredpokladajte ju. Ak sa to ukdze ako zdsadny problém, mozete si priklad zjednodusit
a pridat rozumné d’alsie predpoklady. V porovnani s LAD sa bude stac¢it obmedzit na ho-
moskedasticky model, ¢o bude Specidlny pripad vysledkov z (i)-(iii). Nemusite odvodzovat
sandwichové odhady pre heteroskedastické LAD.

Otazka. K zadani HW12: Pochopil jsem to spravné, Ze v (i) mdme 2 rovnice a mame
uréit kdy a = a a zdroven b = 3?7 Potom v dloze (ii) tedy mdme pouze 1 rovnici (derivo-
vanou podle b, resp a) a mdme pro ni urcit, kdy b =  resp. a = a? Postupuji podobné
jako ve vasich pozndmkdch na strané 7, vyuZivam derivace, protoZe funkce p je konverni
a identifikuju pomoci toho vztahu pro 1. Je tahle vwvaha sprdvné, nebo jsem Spatné zaddni
pochopil?

Ano, v Casti (i) mdte ur¢it podmienky za ktorych platia obe rovnice zdroven. V casti
(ii) slabsie podmienky, kedy staci, aby platila jedna z rovnic. Postup bude podobny ako
v poznamkach na str. 7.

EM-ALGORITMUS (TYZDEN 10)

Otazka. HW14: Co je myslené ako measure of uncertainty? Je to nieco ako metrika,
ktord md zobrazit tispesnost /nevspesnost klasifikdtora?

Ak sa bod z rozhodnete zaradit do zmesi i, dokaZete nejak ¢iselne vyjadrit ako ,isty*
si tymto zaradenim ste? Ak to dokdzete nejakym sposobom kvantifikovat (napr. u po-
zorovania x som si na 99% isty ze patri do skupiny 1) tak tato charakteristika je to, ¢o
myslime , measure of uncertainty“.
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