
NMSA202 (Pravděpodobnost a matematická statistika) Letńı semestr 2018/2019

Př́ıklady na procvičeńı z NMSA202
Posledńı změna 30. července 2019

1 Klasická pravděpodobnost

1. Z kartiček s č́ısly 1, 2, 3, 4, 5 náhodně vybereme tři a polož́ıme je v pořad́ı, v němž jsme je
vybrali. Jaká je pravděpodobnost, že vzniklé trojciferné č́ıslo je sudé?

2. Ve sportce se sáźı 6 č́ısel, losuje se 6 ze 49. Spočtěte pravděpodobnost, že právě 4 č́ısla vsad́ıme
správně.

3. Skupina 10 student̊u, z nichž 3 jsou z MFF, se náhodně seřad́ı do fronty. Určete pravděpodobnost,
že 3 studenti z MFF budou vedle sebe.

4. Uvažujme n r̊uzných dopis̊u a n r̊uzných obálek (již s nadepsanou adresou). Zmatená sekretářka
umı́st́ı dopisy do obálek zcela náhodně.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že je alespoň jeden dopis ve správné obálce?

(b) S jakou pravděpodobnost́ı neńı žádný dopis ve správné obálce? Spočtěte limitu této
pravděpodobnosti pro n→∞.

5. Mějme skupinu n osob (n > 6) o kterých můžeme předpokládat, že se narodili nezávisle na
sobě. Spoč́ıtejte pravděpodobnost, že

(a) žádný z nich se nenarodil ve středu;

(b) právě dva se narodili v ponděĺı a právě tři v sobotu;

(c) existuje den v týdnu, ve kterém se nikdo z nich nenarodil.

6. V krabici je n černých a m b́ılých kouĺı. Které postupně náhodně vytahujeme ven (a již
nevraćıme zpět do krabice).

(a) Jaká je pravděpodobnost, že v k-tém tahu jsme vytáhli b́ılou kouli?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že po K-tém tahu (K < m+ n) bylo vytaženo právě k b́ılých
kouĺı?

(c) Jaká je pravděpodobnost, že prvńıch k vytažených kouĺı jsou všechny b́ılé (k ≤ m).

2 Nezávislost, podḿıněná pravděpodobnost, úplná

pravděpodobnost, Bayes̊uv vzorec

1. Třikrát po sobě hod́ıme minćı a zaznamenáme výsledek. Označme rub jako R a ĺıc jako L.
Rozhodněte, zda jsou jevy A = {RRR,LRR,RLL,LLL}, B = {RRL,RLR,LLR,LLL} a
C = {RRL,RLR,LRL,LLL} nezávislé.

2. Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı. Své rozhodnut́ı vždy řádně zd̊uvodněte (uved’te
d̊ukaz nebo protipř́ıklad).

(a) Jestliže jsou jevy A,B nezávislé, pak o nezávislosti jev̊u AC , BC obecně neumı́me rozhod-
nout.

(b) Jestliže P(A|B) ≥ P(A) > 0, pak P(B|A) ≥ P(B).

(c) Existuj́ı A,B neslučitelné jevy, tj. A ∩B = ∅, takové, že P(A) 6= 0, P(B) 6= 0 a A,B jsou
nezávislé.

(d) Jestliže plat́ı P(A|B) = P(A|BC), pak jsou jevy A, B nezávislé.

(e) Jestliže P(B) > 0, pak P(A|B) ≥ P(A).
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3. Roztržitý profesor zapomene v obchodě deštńık s pravděpodobnost́ı 1/4. Cestou ze školy
navšt́ıvil čtyři obchody a domů přǐsel bez deštńıku. Jaká je pravděpodobnost, že deštńık za-
pomněl ve čtvrtém obchodě?

4. Tři skupiny student̊u řeš́ı obt́ıžný př́ıklad. Ve skupině A jsou 3 velmi chytř́ı studenti a každý
z nich vyřeš́ı př́ıklad s pravděpodobnost́ı 0.8. Ve skupině B jsou 4 pr̊uměrńı studenti a každý
z nich vyřeš́ı př́ıklad s pravděpodobnost́ı 0.6. Ve skupině C jsou 2 slab́ı studenti a každý z nich
vyřeš́ı př́ıklad s pravděpodobnost́ı pouze 0.4.

(a) S jakou pravděpodobnost́ı náhodně vybraný student vyřeš́ı př́ıklad?

(b) Náhodně vybraný student př́ıklad nevyřešil. Ze které skupiny nejpravděpodobněji byl?

(c) Studenti pracuj́ı nezávisle. S jakou pravděpodobnost́ı bude př́ıklad vyřešen?

5. V krabici je 15 tenisových mı́čk̊u, z toho 9 úplně nových. Pro prvńı hru si náhodně vybereme
3 mı́čky a po skončeńı hry je vrát́ıme zpátky. Pro druhou hru vybereme opět 3 mı́čky. Určete
pravděpodobnost toho, jsou že všechny 3 mı́čky použité v druhé hře nové.

6. Slovo
”
humor“ se v americké angličtině ṕı̌se jako HUMOR a v britské angličtině jako HU-

MOUR. Na zahradńı slavnosti byly 2/3 Američan̊u a 1/3 Brit̊u. Náhodně vybraný člověk na-
psal slovo

”
humor“ (svým zp̊usobem) a z tohoto slova bylo náhodně vybráno jedno ṕısmeno.

S jakou pravděpodobnost́ı byl daný člověk Brit, jestliže bylo vybráno ṕısmeno ”U”?

7. V truhle je neznámý počet minćı: jedna zlatá mince a náhodný počet stř́ıbrných minćı, přičemž
stř́ıbrných minćı je právě k s pravděpodobnost́ı e

−1

k! pro k = 0, 1, . . . . Náhodně vylosujeme jednu
minci a ta je zlatá. Jaké je pravděpodobnost, že v truhle bylo právě k stř́ıbrných minćı za této
dodatečné informace?

8. Ve sb́ırce 50 obraz̊u je 5 padělk̊u. Jestliže je obraz falešný, znalec to pozná s pravděpodobnost́ı
80%. Je-li obraz originál, znalec ho mylně posoud́ı s pravděpodobnost́ı 5%. Určete

(a) pravděpodobnost, že obraz je originál, jestliže byl znalcem označen za originál,

(b) pravděpodobnost, že obraz je padělaný, jestliže byl znalcem označen za padělek.

9. Každý lékařský test je charakterizován svoj́ı senzitivitou a specificitou, kde

• senzitivita = pravděpodobnost pozitivńıho výsledku, je-li testovaná osoba nemocná,
• specificita = pravděpodobnost negativńıho výsledku, je-li testovaná osoba zdravá.

Pro test zjǐst’uj́ıćı př́ıtomnost HIV viru v těle se uvád́ı senzitivita 99.9% a specificita 99.7%.
Uvažujme hypotetickou populaci, ve které se vyskytuje 1% lid́ı s virem HIV.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že je osoba s pozitivńım výsledkem testu skutečně HIV pozi-
tivńı?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že je osoba ve skutečnosti HIV pozitivńı, dává-li test negativńı
výsledek?

(c) U pozitivně testovaných jedinc̊u se test provád́ı ještě jednou. Jaká je pravděpodobnost,
že je člověk skutečně HIV pozitivńı, byl-li i druhým testem označen za HIV pozitivńıho?

10. Na stole jsou dvě kostky — r̊užová a bledě zelená. Růžová kostka je pravidelná dev́ıtistěnná
kostka, bledě zelená je pravidelná dvanáctistěnná kostka.

(a) Náhodně vybereme kostku a hod́ıme. Jaká je pravděpodobnost, že padne šestka? Jaká je
pravděpodobnost, že padne jedenáctka?

(b) Padla jednička, jaká je pravděpodobnost, že jsme házeli r̊užovou kostkou?

(c) Nyńı předpokládejme, že děvčat̊um se v́ıce ĺıb́ı r̊užová kostka, a tak si ji vyberou s prav-
děpodobnost́ı 4/5. Naopak, chlapci si vyberou bledě zelenou kostku s pravděpodobnost́ı
2/3.

• Jaká je pravděpodobnost, že padne šestka, házel-li chlapec?
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• Jaký je pravděpodobnost, že padne šestka, házela-li d́ıvka?

• Jaká je pravděpodobnost, že padne šestka, házel-li náhodný student ze tř́ıdy, ve které
je 10 chlapc̊u a 5 d́ıvek?

3 Náhodná veličina — diskrétńı rozděleńı

1. Necht’ (Ω,F ,P) = ((0, 1),B(0, 1), λ), kde λ je Lebesgueova mı́ra. Náhodná veličina X : Ω→ R
je dána předpisem X(ω) = b3ω2c (tj. dolńı celá část č́ısla 3ω2)

(a) Určete rozděleńı X.

(b) Určete pravděpodobnostńı mı́ru PX .

2. Diskrétńı náhodná veličina X nabývá pouze hodnot 1, 2, 3 s pravděpodobnostmi P(X = k) =
c · k2 k = 1, 2, 3. Spoč́ıtejte konstantu c, středńı hodnotu EX a rozptyl varX, distribučńı
funkci F a pravděpodobnost P(X ≥ 2). Určete dále rozděleńı veličiny Y = (X − 2)2 a EY .

3. Náhodná veličina X nabývá pouze hodnot −1, 0, 1, 2, a to s pravděpodobnosti P(X = −1) = 1
6 ,

P(X = 0) = 1
2 , P(X = 1) = 1

12 a P(X = 2) = a. Určete konstantu a, tak aby se jednalo o prav-
děpodobnostńı rozděleńı. Spoč́ıtejte středńı hodnotu EX a rozptyl varX. Určete rozděleńı
veličiny Y = X2 a spoč́ıtejte EY .

4. Basketbalista háźı na koš, jeho pokusy jsou nezávislé a v každém z nich se tref́ı s pravděpodob-
nost́ı p ∈ (0, 1). Rozhodl se, že skonč́ı teprve až vhod́ı k koš̊u. Označme X počet neúspěšných
hod̊u předcházej́ıćıch k-tému úspěchu (k-tému vhozenému koši). Určete rozděleńı náhodné ve-
ličiny X.

5. Na stole lež́ı N kostek, kde N je náhodná veličina s rozděleńım P(N = 1) = 1/4, P(N = 2) =
1/2 a P(N = 3) = 1/4. Hod́ıme všemi kostkami najednou. Jaký je očekávaný počet šestek?

6. Na stole lež́ı N kostek, kde N je náhodná veličina s rozděleńım P(N = i) = 1/6, i = 1, . . . , 6.

(a) Spočtěte středńı hodnotu a rozptyl veličiny N .

(b) Určete rozděleńı N za podmı́nky, že součet č́ısel na všech kostkách dohromady je roven 5.

(c) Určete rozděleńı N za podmı́nky, že na kostkách padly právě 4 šestky.

7. Adam a Bedřich hraj́ı následuj́ıćı hru. Každý hod́ı jednou (pravidelnou šestistěnnou) kostkou.
Pokud je na obou kostkách součet pět, tak vyhrává Adam. Pokud je součet sedm, tak vyhrává
Bedřich. Pokud neńı součet ani pět ani sedm, tak toto kolo skončilo nerozhodně a oba dva
házej́ı znovu.

(a) Určete pravděpodobnost, že Adam vyhraje v k-tém kole.

(b) Určete pravděpodobnost, že Adam vyhraje.

(c) Určete středńı hodnotu počtu odehraných kol.

8. Dva hráči házej́ı postupně (pravidelnou šestistěnnou) kostkou. Zač́ıná hráč A, který vyhraje,
padne-li mu jednička (a pak již hra konč́ı). Pokud hráči A nepadla jednička, háźı hráč B, který
vyhraje, pokud mu padne dvojka nebo trojka. T́ım konč́ı prvńı kolo. Pokud v prvńım kole
nevyhrál ani hráč B, zač́ıná se druhé kolo a háźı opět hráč A, atd...

(a) Určete pravděpodobnost, že hráč A vyhraje v k-tém kole.

(b) Určete pravděpodobnost, že hráč A vyhraje.

(c) Určete pravděpodobnost, že hráč B hod́ı právě k-krát.

(d) Určete středńı hodnotu počtu všech hod̊u.

9. Předpokládejme, že počet aut, která projedou mezi 7. a 8. hodinou pracovńıho dne pražskou
ulićı 5. května se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım s parametrem λ > 0. Předpokládejme dále, že
p 100 % (0 < p < 1) řidič̊u překroč́ı na měřeném úseku povolenou rychlost 50 km/h. Určete,

3
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jakým rozděleńım se ř́ıd́ı počet přestupk̊u zaznamenaných měřičem rychlosti na pražské ulici
5. května mezi 7. a 8. hodinou pracovńıho dne.

4 Náhodná veličina — spojité rozděleńı

1. Bud’ (Ω,F ,P) =
(
(0, 1),B(0, 1), λ

)
, kde λ je Lebesgueova mı́ra. Náhodná veličina X : Ω → R

je dána předpisem X(ω) =
√
ω.

(a) Určete distribučńı funkci FX a pravděpodobnostńı mı́ru PX .

(b) Určete medián X.

2. Náhodná veličina X má rozděleńı s hustotou

f(x) =

{
c ex pro x ∈ [0, 1],

0 jinak.

Určete konstantu c, distribučńı funkci F (x), středńı hodnotu EX a rozptyl var (X).

3. V předchoźım př́ıkladu spočtěte medián náhodné veličin X a eX .

4. Necht’ k > 1 a uvažujme rozděleńı s hustotou f(x) = c/|x| pro k < |x| < k + 1 a f(x) = 0
jinak. Spočtěte konstantu c > 0, EX, var (X) a medián X.

5. Náhodná veličina X má rozděleńı s hustotou f(x) = 3x2 pro 0 < x < 1 a f(x) = 0 jinak.
Určete

(a) Rozděleńı veličiny Y = X3.

(b) Středńı hodnotu a rozptyl veličiny Z = 1
X .

6. Necht’ má náhodná veličina X rovnoměrné rozděleńı na intervalu [0, π]. Definujme veličiny
Y = X2 a Z = sin(X). Určete

(a) rozděleńı (hustotu) veličiny Y a jej́ı středńı hodnotu,

(b) rozděleńı (hustotu) a středńı hodnotu veličiny Z.

(c) rozděleńı náhodné veličiny W = max{X,Y }.
7. Veličina X má rozděleńı s hustotou

f(x) =

{
c · sinx pro 0 < x < π,

0 jinak.

(a) Určete konstantu c > 0 a distribučńı funkci F (načrtněte).

(b) Spoč́ıtejte středńı hodnotu EX.

(c) Vyjádřete kvantilovou funkci F−1 a určete medián.

(d) Jaké rozděleńı má náhodná veličina Y = 1− cos(X)?

8. Mějme dán pravoúhlý trojúhelńık s odvěsnami a, b a přeponou c = 1. Úhel mezi odvěsnou b a
přeponou c je náhodná veličina s rovnoměrným rozděleńım na intervalu (0, π/2).

(a) S jakou pravděpodobnost́ı je daný trojúhelńık rovnoramenný?

(b) Jaké je rozděleńı úhlu, který sv́ırá odvěsna a s přeponou c? S jakou pravděpodobnost́ı
lež́ı tento úhel v intervalu (π/6, π/3)?

(c) Určete rozděleńı délky odvěsny a. Načrtněte graf hustoty a distribučńı funkce tohoto
rozděleńı. S jakou pravděpodobnost́ı je odvěsna a deľśı než 1/2?

(d) Spočtěte středńı délku odvěsny a a jej́ı rozptyl.

(e) Určete očekávaný obsah trojúhelńıku.
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5 Náhodné vektory

1. Háźıme třikrát minćı. Označme X počet ĺıc̊u v prvńıch dvou hodech a Y počet rub̊u v po-
sledńıch dvou hodech.

(a) Určete sdružené rozděleńı vektoru (X,Y )>.

(b) Určete marginálńı rozděleńı X a Y . Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?

(c) Určete jejich kovarianci a korelačńı koeficient.

2. Náhodný vektor (X,Y )> má rozděleńı s hustotou f(x, y) =

{
cxye−(x

2+y2) pro x ≥ 0, y ≥ 0,

0 jinak .

(a) Určete konstantu c tak, aby f byla hustota.

(b) Spočtěte marginálńı hustoty fX a fY veličin X a Y . Jsou veličiny X a Y nezávislé?

(c) Spočtěte E (X2 + Y 2).

3. Náhodný vektor (X, Y )′ má rovnoměrné rozděleńı na jednotkovém kruhu, tj. jeho hustota je
dána jako f(x, y) = c pro x2 + y2 ≤ 1 a f(x, y) = 0 jinak. Určete konstantu c a marginálńı
rozděleńı veličin X a Y . Rozhodněte, zda jsou veličiny X a Y nezávislé.

4. Necht’ X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny, přičemž X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu
[0, 1] a Y má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [−1, 0]. Označte si W = X−Y a Z = X+Y .

(a) Určete rozděleńı, středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny Z.

(b) Spočtěte E (ZW ).

5. Náhodné veličiny X,Y jsou nezávislé s binomickým rozděleńım Bi(n, p) a Bi(m, p). Jaké je
rozděleńı X + Y ?

6. Necht’ (X,Y )> je náhodný vektor s hustotou f(x, y) = c(x2 + y2) pro 0 < x < 1, 0 < y < 1 a
f(x, y) = 0 jinak.

(a) Určete konstantu c.

(b) Jsou veličiny X a Y nezávislé?

(c) Spočtěte P(X > Y ).

(d) Spočtěte E
(

1
X2+Y 2

)
.

7. Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s distribučńı funkćı F a
hustotou f . Označme U = max1≤i≤nXi a V = min1≤i≤nXi.

(a) Spočtěte distribučńı funkci a hustotu veličiny U .

(b) Spočtěte distribučńı funkci a hustotu veličiny V .

(c) Necht’ F a f odpov́ıdaj́ı rovnoměrnému rozděleńı na intervalu [0, 1]. Spočtěte v tomto
př́ıpadě EU , var (U), EV a var (V ).

8. Necht’ X a Y jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım
R[0, 1]. Necht’ D = min{X, Y } a H = max{X, Y }. Určete kovarianci cov (D, H). Jsou D a H
nezávislé?

9. Předpokládejme, že doba čekáńı na autobus je náhodná veličina A s exponenciálńım rozděleńım
se středńı hodnotou 1/µ. Poté přestupujeme na vlak a doba čekáńı V na jeho př́ıjezd má
exponenciálńı rozděleńı, tentokrát se středńı hodnotou 1/λ. Lze předpokládat, že A a V jsou
nezávislé náhodné veličiny.

(a) Určete rozděleńı (distribučńı funkci nebo hustotu) celkové doby čekáńı A+ V .

(b) Jaká je středńı hodnota a rozptyl celkové doby čekáńı?

(c) Zaj́ımá nás, o kolik déle budeme čekat na vlak než na autobus. Určete proto středńı Jaká
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je pravděpodobnost, že budeme na vlak čekat o v́ıce než k minut déle než na autobus
(k ∈ R)? Jaká je pravděpodobnost, že budeme na vlak čekat právě o k minut déle než na
autobus (k ∈ R)?

(d) Jaká je pravděpodobnost, že budeme na vlak čekat v́ıce než k násobek doby čekáńı na
autobus (k > 0)?

10. Bud’ (Ω,F ,P) =
(
(0, 1),B(0, 1), λ

)
, kde λ je Lebesgueova mı́ra. Náhodná veličina X : Ω→ R je

dána předpisem X(ω) =
√
ω a náhodná veličina Y : Ω→ R je dána předpisem Y (ω) = b3ω2c.

Rozhodněte, zda jsou X a Y nezávislé.

6 Limitńı věty

1. Necht’ X1, X2, . . . jsou nezávislé náhodné veličiny takové, že

P(Xn = j) =
1

10
pro j ∈ {0, 1, . . . , 9},

pro všechna n = 1, 2, . . . .

(a) Jaká je pravděpodobnost, že jev [Xn = 6] nastane jen pro konečně mnoho n?

(b) Rozhodněte, zda Xn/n konverguje k nule v pravděpodobnosti.

(c) Rozhodněte, zda Xn/n konverguje k nule skoro jistě.

(d) Rozhodněte, zda Yn = 1/(1 +Xn)n konverguje v pravděpodobnosti k nule.

2. Necht’ X1, X2, . . . jsou nezávislé a stejně rozdělené náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım
na intervalu [0, 1]. Definujme Yn = min{X1, . . . , Xn} a Zn = max{X1, . . . , Xn}.
(a) Ukažte, že Yn konverguje k nule v pravděpodobnosti.

(b) Rozhodněte, zda Yn konverguje k nule skoro jistě.

(c) Rozhodněte, zda existuje konstanta c ∈ R taková, že Zn
P→ c. Pokud ano, určete tuto

konstantu.

(d) Určete, s jakou pravděpodobnost́ı nastane jev [Xn < 1/n] pro nekonečně mnoho n.

(e) Rozhodněte, s jakou pravděpodobnost́ı nastane jev [Zn > 1−ε] pro všechna až na konečně
mnoho n, kde ε ∈ (0, 1).

3. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı: Necht’ {Xn} je posloupnost náhodných veličin taková, že EXn →
a ∈ R a varXn → 0 pro n→∞. Pak Xn

P→ a.

4. Necht’ Xn jsou nezávislé náhodné veličiny a necht’ Xn má alternativńı rozděleńı Alt(1/n), tj.
P(Xn = 1) = 1/n a P(Xn = 0) = 1− 1/n.

(a) Ukažte, že Xn
P→ 0, ale neplat́ı Xn

s.j.→ 0.

(b) Vyšetřete konvergenci v pravděpodobnosti {Yn}, kde Yn = nXn.

5. Necht’ Xn má exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 1/n. Ukažte, že Xn
P→ 0.

6. Necht’ Xn jsou nezávislé a stejně rozdělené náhodné veličiny. Ukažte, že

(a) je-li E |X1| =∞, pak s pravděpodobnost́ı jedna nastane nekonečně mnoho jev̊u [|Xn| ≥ n].

(b) je-li E |X1| < ∞, pak s pravděpodobnost́ı jedna nastane nejvýše konečně mnoho jev̊u
[|Xn| ≥ n].

7. Necht’ X1, X2, . . . je posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin s hustotou

f(x) =

{
1
2 , x ∈ (−1, 1),

0, jinde.

6
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Určete pravděpodobnost, že

(a) nekonečně krát nastane jev Ai = [|Xi| < 1
i2

],

(b) nekonečně krát nastane jev Ai = [|X1| < 1
i2

],

(c) nekonečně krát nastane jev Ai = [|Xi| < 1
i ],

(d) nekonečně krát nastane jev Ai = [|X1| < 1
i ].

8. Necht’ {Xk}∞k=1 jsou nezávislé náhodné veličiny, kde Xk, k = 1, 2, . . . , má hustotu

f(x) =
1

2
k−λ exp

{
−k−λ|x|

}
pro x ∈ R,

kde λ je nějaký parametr.

(a) Dokažte, že Xn = n−1
∑n

k=1Xk konverguje k 0 skoro jistě pro λ < 1/2.

(b) Dokažte, že Xk konverguje v pravděpodobnosti k nule pro k →∞ pro λ < 0.

9. Necht’ má veličina X hustotu f(x) =
xm

m!
e−x pro x ≥ 0 a f(x) = 0 jinak, kde m ∈ N.

(a) Spoč́ıtejte EX a var (X).

(b) Pomoćı Čebyševovy nerovnosti ukažte, že plat́ı

P
(

0 < X < 2(m+ 1)
)
>

m

m+ 1
.

10. V Dolńı Lhotě se koná výstava dojnic na kterou se sjede 10 000 lid́ı z širokého okoĺı. Každý
návštěvńık výstavy si potřebuje v jediném bankomatu, který je v Dolńı Lhotě k dispozici,
vybrat hotovost. V bankomatu se nacházej́ı pouze tiśıcikorunové bankovky. Konkrétńı osoba
vybere nezávisle na ostatńıch K tiśıcikorun. Předpokládejme, že K je náhodnou veličinou, jenž
se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım s parametrem λ = 1. Kolik muśı být před začátkem výstavy
v bankomatu tiśıcikorun, aby s pravděpodobnost́ı alespoň 0,99 nedošlo k celkovému vybráńı
bankomatu během výstavy?

11. Hod́ıme stokrát šestistěnnou hraćı kostkou. Určete přibližnou hodnotu pravděpodobnosti, s
jakou výsledný součet lež́ı v rozmeźı od 320 do 380 (včetně)?

12. Pořádáte svatebńı hostinu a objednali jste 200 zákusk̊u. Ze zkušenosti v́ıte, že počet zákusk̊u,
který sńı náhodný host, se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım se středńı hodnotou 4. Kolik může
nejvýše dorazit host̊u na hostinu, aby se s pravděpodobnost́ı alespoň 0.9 nemusel žádný z host̊u
v j́ıdle omezovat (tj. aby mohl sńıst tolik zákusk̊u, kolik jen chce)?

13. Počet student̊u, kteř́ı během konzultačńıch hodin v jednom týdnu navšt́ıv́ı profesora A, je roven
k s pravděpodobnost́ı 1/5 pro k = 1, . . . , 5. Zjistěte, s jakou pravděpodobnost́ı bude profesor A
během akademického roku (40 týdn̊u) konzultovat s nejvýše 100 studenty. Při řešeńı př́ıkladu
předpokládejte, že počty konzultacechtivých student̊u v jednotlivých týdnech jsou vzájemně
nezávislé.

14. Pojǐst’ovna pojǐst’uje 10 000 řidič̊u stejného typu automobilu. Každý řidič zaplat́ı na začátku
roku 10 tiśıc Kč ročńıho pojistného. S pravděpodobnost́ı 0,9 řidič během roku nezp̊usob́ı nehodu
(a pojǐst’ovna nic nevypláćı). S pravděpodobnost́ı 0,09 zp̊usob́ı řidič drobnou nehodu, při které
bude pojǐst’ovna vyplácet 50 tiśıc Kč. Konečně s pravděpodobnost́ı 0,01 zp̊usob́ı řidič větš́ı
nehodu, což bude pro pojǐst’ovnu znamenat plněńı ve výši 450 tiśıc Kč.

(a) S jakou pravděpodobnost́ı pojǐst’ovna vydělá v́ıce než 5 milion̊u Kč?

(b) Na jaký minimálńı zisk se může ředitel pojǐst’ovny těšit na konci roku s pravděpodobnost́ı
0,95?

(c) Kolik řidič̊u by musela pojǐst’ovna pojǐst’ovat, aby pravděpodobnost toho, že nebude ve
ztrátě, byla alespoň 0,999?
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15. Pravděpodobnost zásahu terče je při každém ze 700 výstřel̊u 0.4. Jaká je pravděpodobnost
toho, že odchylka relativńı četnosti zásah̊u od uvedené pravděpodobnosti nepřesáhne 0.05?

7 Bodový odhad

1. Necht’ X1, X2, . . . jsou nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım na intervalu [0, a],
kde a > 0 je neznámý parametr. Uvažujme veličiny Un = max1≤i≤nXi a Tn = 2Xn.

(a) Ukažte, že Un je maximálně věrohodný odhad parametru a.

(b) Ukažte, že Un konverguje k a v pravděpodobnosti.
Návod: Odvod’te distribučńı funkci náhodné veličiny Un a ukažte, že pravděpodobnost
P(|Un − a| ≥ ε) konverguje k nule.

(c) Ukažte, že Un konverguje k a skoro jistě.

(d) Jak muśıme Un ”
modifikovat“ (přenásobit vhodnou konstantou), abychom dostali ne-

stranný odhad Vn parametru a? Je tento odhad Vn konzistentńı?

(e) Ukažte, že Tn je momentový odhad parameteru a. Rozhodněte, zda je Tn nestranný a
konzistentńı odhad parametru a.

(f) Porovnejte rozptyl odhad̊u Tn a Vn.

(g) Na základě všech svých zjǐstěńı rozhodněte, který odhad parametru a vám připadá
”
nej-

lepš́ı“.

2. Bud’te X1, . . . , Xn nezávislé náhodné veličiny s logaritmicko-normálńım rozděleńım s hustotou

f(x;µ) =

{
1

x
√
2π

exp
{
− (log x−µ)2

2

}
, x > 0,

0 jinak.

(a) Najděte maximálně věrohodný odhad parametru µ a vyšetřete jeho nestrannost a konzis-
tenci.

(b) Najděte momentový odhad parametru µ a vyšetřete jeho konzistenci.

3. Uvažujte situaci jako v předchoźım př́ıkladě. Je zde výběrový pr̊uměr X̄n = 1
n

∑n
i=1Xi ne-

stranný a konzistentńı odhad parametru µ?

4. Mějme náhodný výběr o rozsahu n z normálńıho rozděleńı N(µ0, σ
2), kde µ0 ∈ R je známá

hodnota a σ2 > 0 neznámý parametr. Nalezněte metodou maximálńı věrohodnosti odhad
parametru σ2. Vyšetřete nestrannost a konzistenci.

5. Uvažujte situaci jako v předchoźım př́ıkladě. Je výběrový rozptyl S2
n = 1

n−1
∑n

i=1(Xi − X̄n)2

nestranný a konzistentńı odhad parametru σ2?

6. Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny s alternativńım rozděleńım, tj.

P(Xi = x) = px(1− p)1−x, x ∈ {0, 1},

kde p ∈ (0, 1) je neznámý parametr.

(a) Najděte maximálně věrohodný a momentový odhad parametru p.

(b) Je p̂n = 1
n−1

∑n
i=1X

2
i konzistentńı a nestranný odhad parametru p?

(c) Je p̃n = X1 −X2 +X3 konzistentńı a nestranný odhad parametru p?

7. Uvažujte situaci jak v předchoźım př́ıkladě. Vyšetřete, zda X̄n(1− X̄n) je nestranný a konzis-
tentńı odhad parametrické funkce p(1− p).

8. Bud’te X1, . . . , Xn náhodný výběr z hustoty

f(x; θ) = 2θ2

x3
I{x > θ}, θ > 0.

8
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(a) Najděte maximálně věrohodný odhad parametru θ a vyšetřete jeho nestrannost a konzis-
tenci.

(b) Najděte momentový odhad parametru θ a vyšetřete jeho nestrannost a konzistenci.

9. Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny takové, že

P(Xi = k) =
e−1/θ

θk k!
k = 0, 1, 2, . . . ,

kde θ > 0 je neznámý parametr. Najděte maximálně věrohodný odhad parametru θ a vyšetřete
jeho nestrannost a konzistenci.

8 Intervalový odhad

1. Předpokládáme, že výška chlapc̊u ve věku 9,5 až 10 let má normálńı rozděleńı N(µ, σ2)
s neznámou středńı hodnotou µ a známým rozptylem σ2 = 39,112. Změřili jsme výšku n = 15
chlapc̊u a vypoč́ıtali výběrový pr̊uměr X̄ = 139,13.

(a) Určete oboustranný intervalový odhad o spolehlivosti 99% pro neznámý parametr µ.

(b) Určete dolńı intervalový odhad o spolehlivosti 99% pro neznámý parametr µ.

(c) Určete horńı intervalový odhad o spolehlivosti 99% pro neznámý parametr µ.

2. Mějme náhodný výběr X1, . . . , X12 z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2) s neznámou středńı hod-
notou µ a neznámým rozptylem σ2. Vypoč́ıtali jsme výběrový pr̊uměr a výběrový rozptyl

X̄ = 14,306, S2
n = 0,327.

(a) Najděte oboustranný intervalový odhad o spolehlivosti 95% pro středńı hodnotu µ.

(b) Najděte oboustranný intervalový odhad o spolehlivosti 95% pro rozptyl σ2.

3. Pr̊uzkum veřejného mı́něńı měl za úkol zjistit názor občan̊u ČR na výstavbu amerického radaru.
Do studie bylo zahrnuto n = 400 občan̊u, z nichž 240 vyjádřilo souhlas s výstavbou.

(a) Odhadněte bodově pod́ıl občan̊u ČR, kteř́ı souhlaśı s výstavbou radaru. Jaký model
použ́ıváte? Jaké jsou teoretické vlastnosti, rozděleńı a asymptotické rozděleńı tohoto bo-
dového odhadu?

(b) Určete intervalový odhad o asymptotické spolehlivosti 95% pro pod́ıl občan̊u, kteř́ı sou-
hlaśı s radarem.

(c) Jaký by musel být rozsah výběru n, aby intervalový odhad s asymptotickou spolehlivost́ı
95% pro tento pod́ıl měl š́ı̌rku nejvýše 0,03 (uvažujeme-li, že pod́ıl občan̊u zahrnutých ve
studii, kteř́ı souhlaśı, se nezměńı).

4. Chceme porovnat pr̊uměrnou výšku dvacetiletých chlapc̊u a d́ıvek. Studie se zúčastnilo 25
chlapc̊u (veličiny X1, . . . , X25) a 20 d́ıvek (veličiny Y1, . . . , Y20). Obdrželi jsme následuj́ıćı výs-
ledky:

X̄ = 180,6, Ȳ = 164,9, S2
X = 6,5, S2

Y = 9,3.

Lze předpokládat, že výška chlapc̊u i d́ıvek má normálńı rozděleńı se stejným rozptylem σ2.
Sestrojte intervalový odhad pro rozd́ıl pr̊uměrné výšky o spolehlivosti 95 %.

5. Lze předpokládat, že počet dopravńıch nehod na ulici Sokolovská se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım
s parametrem λ > 0 a že počty nehod v jednotlivých dnech jsou nezávislé a stejně rozdělené
náhodné veličiny. Zjistili jsme, že za 30 dńı se stalo 62 nehod.
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(a) Zkonstruujte intervalový odhad se spolehlivost́ı 95% pro středńı počet nehod za jeden
den.

(b) Zkonstruujte 95%-ńı intervalový odhad pro pravděpodobnost, že v daný den nenastane
žádná nehoda.

(c) Zkonstruujte 95%-ńı intervalový odhad pro pravděpodobnost, že v daný den nastane v́ıce
než 10 nehod.

6. Vaše d́ıtě má obĺıbenou hračku na knofĺıkovou baterii. Zjistili jste, že od koupeńı hračky uběhlo
teprve 190 dńı, ale již dáváte d́ıtěti do hračky 20 baterii (přičemž při zakoupeńı nebyla v hračce
žádná baterie). Předpokládejte, že doba životnosti baterie má exponenciálńı rozděleńı.

(a) Sestavte bodový a intervalový odhad (se spolehlivost́ı 90%) pro středńı dobu životnosti
baterie ve hračce.

(b) Bodově a intervalově (se spolehlivost́ı 90%) odhadněte medián životnosti baterie.
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