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1 Podminéné hustoty, podminéné momenty

Z teorie pravdépodobnosti (NMSA 333) vime, ze podminénd stfedni hodnota Y pii daném X je
definovana jako
E(Y[X)=E(Y]|o(X)),

kde o(X) je sigma-algebra generovand nahodnou veli¢inou X. V néasledujicim uvazujeme specialni
pifpad, Ze ndhodny vektor (X,Y)T m4 sdruzenou hustotou fxy (x,y) viiéi dvourozmérné Lebesgu-
eové mite.

Podminénda hustota ndhodné veli¢iny Y pro dané X se definuje pro fx(x) > 0 jako

fyix(lz) = W

kde fx(x) je marginalni hustota X.

Podminéna stfedni hodnota:
E(Y] X =2)= [y frixlyle)dy

Tak jako je EY nejlepsi“ odhad Y (ve smyslu minimalizace kvadratické ztratové funkce) pfi
znalosti pouze margindlniho rozdéleni Y, tak E(Y | X) je ,nejlepsi* odhad Y pii znalosti X.
Presnéji pokud EY? < oo, pak

EY = argminE (Y — ¢)?
ceR
E(Y|X)= argmin E(Y - f(X))?

f méfit. funkce X

Pozor. Zatimco na E (Y | X = x) se divdme jako na funkci definovanou na nosié¢i veli¢iny X, tak
E(Y| X) chidpeme jako ndhodnou veli¢inu, ktera je funkei X.

Nékdy si jde vypocty ulehéit vyuzitim nékterych z nasledujicich vlastnosti podminéné stiedni hod-
noty.

Vlastnosti podminéné stiedni hodnoty: Necht h; : R? = R, ho : R2 > R a1 : R — R jsou
méfritelné funkce. Potom plati

(i) E(a| X ) = a pro libovolné a € R.
(i) E(E(Y| X)) =EY.

(iii) E(a1 hi(X,Y) +a2ho(X,Y)| X) = a1 E(h(X,Y)| X )+ a2 E(h2(X,Y)| X) pro libovolné
ai,as € R.

(iv) E(p(X)h(X,Y) ] X) = (X)) E(h(X,Y)] X).

Rozklad nepodminéného rozptylu:

& var(Y) = E[var (Y| X)] +var(E(Y | X)).



Dukaz:
var(Y):EYQ—[EY] —E[E(Y?| X)] - [EY)?
—Evar (Y| X)]+E[E(Y| X)])* - [E{E(Y| X)}]?
=E[var (Y| X)] +var(E(Y| X)).

Priiklad 1. f(z,y) =z +vy
Necht (X,Y)T je ndhodny vektor s hustotou

fley)=(@+yly, M={(z,y): 0<2<1,0<y<1}

Piiklad 2. Podminéné normalni rozdéleni

Uvazujme ndhodny vektor (Y, X)T. Necht Y podminéno X ma normalni rozdéleni se stiedni hod-
notou 2 X3 a rozptylem 3 X2. Déle necht X m4 rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1).

(i) Uréete E[2>|X].
(ii) Urcete E %
(iii) Urcete EY.
(iv) Urcete var(Y).

Priklad 3. Podminéna stiredni hodnota rozdéleni na obdélniku

Necht méa nahodny vektor (X, Y)T rozdéleni s hustotou
1
—exp(—g>, 1<z <2, y>0,
fla,y)=q * .
0, jinak.
(i) Urcete E(Y | X =t) a E(Y | X).
X -1
o (X — 1)
S\a—x

(ii) Urcete E<Y

1og(§_—;)).

Y
(iii) Urcete E(Xﬁ




Priiklad 4. Podminéna stredni hodnota rozdéleni na rovnobézniku
Necht mé nahodny vektor (X, Y)T rozdéleni s hustotou

[z, y) = cyly(z,y),

kde M = {(z,y): 0<y <1, y<z<y+1}ac>0 jevhodnd konstanta.
Y
(i) Urcete E[911X log( Y) ’Y]

(i) Urcete E {sin(X) ’ Y] .

Piiklad 5. Podminéna stfedni hodnota

Necht (X, Y)T je ndhodny vektor.
) Urcete (X +Y | X ), jestlize X a Y jsou nezavislé nahodné velic¢iny.
) Urcete E(X +Y | X ) jestlize X a Y nejsou nutné nezévislé.

(iii) Urcete E(X ‘ X+ Y) jestlize rozdéleni (X, Y)T je zaménitelné, tj. ndhodné vektory (X, Y)T
a (Y, X)T majf stejné rozdéleni.

) Urcete E(X1| >0, Xi) pro Xi,..., X, ndhodny vybér.

Poznamka. Vysledek se snazte vyjadiit co moznd nejjednodussim zpusobem pii pouZiti co moznd
nejmensiho po¢tu podminénych stfednich hodnot.

Priklad 6. Podminéné rovnomérné rozdéleni

Uvazujme nahodny vektor (Y, X)T. Nechf Y podminéno X mé rovnomérné rozdéleni R(0, X2 4 1).
Déle nechf X md normélni rozdéleni N(0,1).

(i) Urcete E[Y]exp{X}].
(ii) Urcete EY.
(iii) Urcete var(Y').

Priklad 7. Podminéna stredni hodnota s rovnomérnym rozdélenim na trojihelniku

Necht m& ndhodny vektor (X, Y)T rovnomérné rozdélenf na mnoziné M = {(z,y) : 0 < a <
L0<y<1 o<y}

(i) Urcete E [log(X) ‘ Y} .
(i) Urcete E [X ‘ log(Y)].

(iii) Urcete E [log(X) ‘ log(Y)].



Piiklad 8. f(z,y) = 2w

Necht (X,Y)T je ndhodny vektor s hustotou

flay) =2 +y)ly, M={(z,y): -1<2<1,0<y <1}

(i) Urcete E(YX?| X =2), E(YX?| X), E(X|Y?).
(ii)* Urcete E (Y| X?).
(iii)* Urcete E (XY | X?).



2 Raova-Cramérova mez a Fisherova mira informace

Fisherova mira informace

Necht nahodny vektor X = (X1,...,X,)" md hustotu f(a;6) vzhledem k néjaké o-konecné mife p,
kde 6 € © je neznamy (jednorozmérny) parametr. Za predpokladu, ze systém hustot { f(x;0), 0 €
@} je regularni (viz predndska) definujeme Fisherovu miru informace J,(0) o parametru 6
obsazenou ve vektoru X pomoci predpisu

dlog f(X;6)7?
a0 ]

f(X;0)

Za urcitych dalsich predpokladu regularity (viz prednéska) lze Fisherovu miru informace pocitat
pomoci

. [f%X;e)r_ W

Jn(0) = E {

(2)

Ju(6) = —E [f)lgf(X@)]

062
coz byva zpravidla vypocetné jednodussi nez (1).
Fisherova mira informace se nepouZivd pouze v nize uvedené Raové-Cramérové mezi, ale jak uvidime

pozdéji, tak je také klicova v teorii maximdlni vérohodnosti.

Necht X je tvofen n nezavislymi stejné rozdélenymi ndhodnymi velicinami (vektory) X7, ..., X,,.
Potom
Jn(0) =n J1(0),

kde J1(0) je Fisherova mira informace o parametru é obsazend v Xj.

Necht mame spoétenou J,,(6) a g mé spojitou a nenulovou derivaci v bodé 6. Potom

Raova-Cramérova nerovnost. Necht 7,, = T,,(X) je nestranny odhad parametrické funkce g(f).
Potom

varg(T;,) > pro V8 € ©. (3)

Prava strana nerovnosti (3) se nazyva Raova-Cramérova dolni mez. Pokud (3) plati s rovnosti pro
VO € O, pak fikdme, ze odhad T,, dosahuje Raovy-Cramérovy dolni meze a je tudiz nejlepsi (ve
smyslu minimélniho rozptylu) nestrannyg odhad parametrické funkce g(6).

Eficience odhadu. Eficience nestranného (reguldrniho) odhadu 7,, parametru 6 se definuje jako

S S
Jn(0) vary(Ty,)

e =

V piipadé, ze e = 1, pak se odhad T, nazyva eficientni.



Priklad 9. Fisherova mira informace a nezavislost

Méjme nezévislé stejné rozdélené vektory (Xi,Y1)T,...,(X,,Y,)" s dvourozmérnym normalnim
1
rozdélenim Ny se sttedni hodnotou (6,6)T a rozptylovou matici (
p
(i) Urcete J(6), tj. Fisherovu miru informace o 6 obsazenou v (X1,Y7)".
(ii) Oznacte X, vybérovy primér velicin X1, ..., X,,. Zjistéte zda odhad X, je nestranny odhad
parametru 6 a zda tento odhad dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.
(iii) Oznacte Y, vybérovy primér velicin Y7, ..., Y, . Zjistéte, zda odhad %(Yn +Y,) je nestranny
odhad parametru 6 a zda tento odhad dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

f), kde p je znamé.

Piiklad 10. Poissonovo rozdéleni

Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z Poissonova rozdélenf s parametrem .
(i) Urcete J(A) obsazenou v Xj.
(ii) Urcete J,(\) obsazenou v X.

(iii) Najdéte nestranny odhad parametrické funkce g(A) = 2\ zalozeny na > . | X;. Zjistéte, zda
je tento odhad eficientni (tj. zda tento odhad dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze).

(iv) Zjistéte, zda odhad (1 — %)Z?:lxi parametrické funkce g(\) = e~ dosahuje dolni Raovy-
Cramérovy meze.

(v) Oveite, ze systém hustot pro Poissonovo rozdéleni je reguldrni.

Priklad 11. Paretovo rozdéleni
Nechf X7,...,X, je ndhodny vybér z Paretova rozdéleni s hustotou
«
flz;a) = e Lzsals kde o > 0.

(i) Spoctete Fisherovu miru informace J, ().

Piiklad 12. Parametr ¢ v normalnim rozdéleni

Bud X ~ N(6,0?), kde parametr 6 je znamy.
(i) Urcete J(o).
(i) Urcete J(o?).

(iii) Oveérte, ze systém hustot, se kterym zde pracujete, je reguldrni.



Piiklad 13. Nestranné odhady parametrt ¢ a ¢? v normalnim rozdéleni

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z N(0, 0?).
(i) Oveite, ze S2 = L3 | (X; — X,,)? je nestranny odhad parametru o2. Zjistéte, zda tento
odhad dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.
(ii) Overte, ze T, = %Z?:l Xi2 je nestranny odhad parametru o?. Zjistéte, zda tento odhad
dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.
(iii) Oveéite, ze o), = n—@ >, | Xi| je nestranny odhad parametru o. Zjistéte, zda tento odhad
dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.
(iv) Uvazujte odhad 7, = ¢/ % >, X2. Najdéte konstantu ¢ tak, aby odhad & byl nestranny.

Porovnejte eficienci odhadu &, a o,.

Priklad 14. Odhad parametru 6 v rovnomérném rozdéleni

Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni na R(0,6). Uvazujte nésledujici
odhady 0, =2 X,, 0, = "T‘H maxi<j<pn X; parametru 6.

(i) Ovéite, ze oba odhady gn, 0, jsou nestrannymi odhady parametru 6.

(ii) Dosahuje néktery z téchto odhada dolni Raovy-Cramérovy meze?

Priklad 15. Odhad parametru p v alternativnim rozdéleni

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni, tj.

P(Xlzl):p, P(X1:0):1—p.

(i) Uvazujte p, = %2?21 X; jako odhad parametru p. Zjistéte, zda je tento odhad nestranny a
zda dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

(ii) Oveéite, ze systém hustot, se kterym pracujete, je reguldrni.

Piiklad 16. Odhad A2 v exponencidlnim rozdéleni

Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s hustotou f(z; \) = A e_/\m]l(o’oo) ().

(i) Najdéte c takové, aby odhad ¢ 7 ; X? byl nestrannym odhadem parametrické funkce /\%
(ii) Dosahuje odhad z (i) dolni Raovy-Cramérovy meze?

(iii) Ovéite, ze systém hustot je reguldrni.



Priklad 17. ,,Curved normal“ N (u, u?)

Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z normélniho rozdéleni s hustotou

2

1 (w—p)

\/W exp{ - 2_M2 }7

Uvazujte, T1(X) = X, a To(X) = a, \/Z?:1(Xi —X,)2, kde a, = F(T) )

flzyp) = z € R, w> 0.

2
(i) Najdéte a takové, které minimalizuje rozptyl odhadu T5(X) = aT1(X) + (1 — a) T2(X).
(ii) Dosahuje odhad T5(X) dolni Raovy-Cramérovy meze?



3 Fisherova informacéni matice a zobecnéni Raovy-Cramérovy meze

Fisherova informac¢ni matice

Necht ndhodny vektor X = (X1,...,X,,)" md hustotu f(x; 8) vzhledem k néjaké o-koneéné mite i,
kde @ € O je neznamy p-rozmérny parametr. Za piredpokladu, Zze systém hustot { f(xz;0), 0 G)}
je regularni (viz pfednaska) definujeme Fisherovu informaéni matici J,,(0)

o [0log f(X;0) Olog f(X;0)
0 =F { 26 o07 |’
tj. matice J,,(0) mé prvky {J,.i;(0)}ij=1,..p, kde
- _ - [0log f(X;0) dlog f(X;0)
Fnai(8) =B { 90; 06, |

Pro vypocet vsak byva zpravidla vyhodnéjsi vyuzit toho, ze za jistych podminek regularity

[a2logf(X;0)]'

Podobné jako pro jednorozmérny parametr plati, ze pokud X je tvofen n-nezdvislymi stejné
rozdélenymi ndhodnymi veli¢inami (vektory) X1, ..., X,, pak

Jn(0) =nJi(0),

kde J1(0) je Fisherova informaéni matice o parametru 6 obsazend v X;.

Zobecnéni Raovy-Cramérovy nerovnosti

Necht funkce g : © — R ma4 spojité parcidlni derivace v bodé 0. Necht T;, = T;,(X) je nestranny
odhad parametrické funkce g(@). Potom

.
varg(T,) > vg(6) J,,'(6)[Vg(0)] ,
— (99(0) 99(6)\ + : %
kde vg(8) = ( o0 o0, ) je gradient funkce g v bodé 6.

Piiklad 18. Normalnim rozdéleni (oba parametry neznamé)

Nechf X1,..., X, je ndhodny vybér z normalniho rozdéleni s hustotou

flzsp,o?) = exp { — (o= }, z €R.

202

1
V2ro?

(i) Najdéte Fisherovu informaéni matici vektorového parametru (u,02)" obsazenou v nidhodné
veliciné X7.

(ii) Ovéite, zda odhad Ji, = X, parametru p nabyva dolni Raovy-Cramérovy meze.

(iii) Ovéite, zda odhad 52 = S2 parametru o nabyva dolni Raovy-Cramérovy meze.

(iv) Najdéte nestranny odhad parametrické funkce g(u,02) = p + uq o, kde u, je a-kvantil nor-
movaného normalniho rozdéleni. Dosahuje tento odhad dolni Raovy-Cramérovy meze?
Ndpovéda. Nestranny odhad parametru o uvazujte ve tvaru c, \/Si%, kde konstantu c, je za-
potrebi dopocitat podobné jako prikladu 13(iv).



Priklad 19. Soucasny odhad obou parametri v lognormalnim rozdéleni

Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z lognormalniho rozdéleni s hustotou

L _ (logz—p)?
f(w;u,o2)={oz 2freXp{ 507 } x>0

0, x <0.

(i) Je odhad X, = % > | Xi nejlepsf nestranny odhad parametrické funkce g(u, 0?) = exp{p+
o2 /237

Priklad 20. Zobecnéné exponencialni rozdéleni

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z exponencialniho rozdéleni s hustotou f(z) = Ae™* (I*G)]I(gpo) (x),
kde A >0a 0 e R.
(i) Najdéte Fisherovu informaéni matici J, (), 6) vektorového parametru (), 0)T v ndhodném
vybéru Xi,..., X,.

(ii) Predpokladejte, ze 6 je zndméd konstanta. Najdéte Fisherovu miru informace J,,(\) v ndhodném
vybéru Xi,...,X,.

Piiklad 21. Dvé binomicka rozdéleni

Necht X7,...,X,, je ndhodny vybér z alternativniho rozdélen{ s parametrem p; a Yy,...,Y,, je
nahodny vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem po, pficemz oba dva vybéry jsou na sobé
nezavislé.
(i) Najdéte Fisherovu informacéni matici J,,(p1, p2) vektorového parametru (p1,p2)" na zakladé
vech dat (tj. X1,...,Xn,,Y1,...,Yo,).
(ii) Oznaéte X, vybérovy primeér veli¢in X1, ..., X, a Y,, vybérovy primér veli¢in Y3, ..., Y,,.

Zjistéte, zda odhad X, — Y, je nestranny odhad parametrické funkce p; — po a zda tento
odhad dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

(iii) Najdéte dolni Raovu-Cramérovu mez pro odhad logaritmu poméru Sanci, tj. pro

p1
1—
g(p1,p2) = log (;mpl) .

1—-p2
Xny
iv) Dosahuje odhad §n = log L% ) dolni Raovy-Cramérovy meze odvozené v (iii)?
Y
Yy
1-Y,

Priiklad 22. Dvé normalni rozdéleni se stejnym rozptylem

Necht X7i,...,X,, je ndhodny vybér z normalniho rozdéleni N(u1,02) a a Yi,...,Y,, je ndhodny
vybér z N(pa, 02), pficemz oba dva vybéry jsou na sobé nezavislé.

(i) Najdéte dolni Raovu-Cramérovu mez pro odhad parametru o2.
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(ii) Zjistéte, zda odhad S? = m [(n1—1)5% + (ng —1)S% | dosahuje Raovy-Cramérovy meze
odvozené v (i).

Priklad 23. Linearni model piimky

Uvazujte, ze pozorujete nezavislé ndhodné veli¢iny Y7, ...,Y,. Ndhodnd veli¢ina Y; mé rozdéleni
s hustotou

in(y§60>Bl) = \/% exp{ _ %},

kde x1,...,x, jsou zndmé konstanty.

(i) Najdéte Fisherovu informaéni matici J,, (8o, 31) o vektorovém parametru (5o, 51)" obsazenou
v ndhodnych veli¢inach Y7,...,Y,.
(ii) Zjistéte, zda odhad

) Zﬂ—l Y (z; — Zn) - 1 ¢
= = kd n— 7y
A Z?:l(xi —Tp)? © n ;x

je nestranny odhad parametru 5 a zda dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

Priiklad 24." Dvourozmérné normalni rozdéleni se spolecnou stredni hodnotou

Méjme nezévislé stejné rozdélené vektory (Xi1,Y1)T,...,(Xn,Y,)" s dvourozmérnym normdlnfm
1

rozdélenim No se stiedni hodnotou (6,0)7 a rozptylovou matici ( f), kde parametry 6 € R a
p

p € (—1,1) jsou nezndmé.
(i) Oznaéte X,, vybérovy pramér veli¢in X1, ..., X,,. Zjistéte, zda odhad X, je nejlepsf nestranny
odhad parametru 6.
(ii) Oznacte Y, vybérovy primér velicin Yi,...,Y,. Zjistéte, zda odhad %(yn +Y,) je nejlepsi
nestranny odhad parametru 6.
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4 Postacujici (suficientni) statistiky

Necht nahodny vektor X = (X1,..., X,)" md hustotu f(z; 8) vzhledem k néjaké o-konecné miie s,
kde 0 € O je neznamy parametr.

Definice 1. Rekneme, ze statistika S = S(X) je postacujici (suficientni) pro parametr , jestlize
podminéné rozdéleni X pii daném S nezavisi na 6.

Postacujici statistika tedy obsahuje veskerou informaci o 6, kterd je v nahodném vektoru X.
Nasledujici véta je uzitec¢nd pti hleddni postacujicich statistik.

Véta 1 (Neymanovo faktoriza¢ni kritérium). Statistika S je postacujici pravé tehdy, existuje-li
takovd nezdpornd méritelnd funkce g(s;0) a takovd nezdpornd méritelnd funkce h(x), Ze plati

F(@:0) = 9(S(@): 0) h(z).
V aplikacich hleddme postacujici statistiku, které jsou v jistém smyslu co mozna ,nejmensi“. Toto
se snazi matematicky popsat nasledujici definice.
Definice 2. Rekneme, ze postacujici statistika S (X) je minimdlni, jestlize pro jakoukoliv jinou
postacujici statistiku T'(X) existuje funkce g takovd, ze S(X) = g(T(X)).
Pro nalezend minimdlni postacujici statistiky lze vyuzit nasledujici vétu.

Véta 2 (Lehmannova-Scheffého véta o minimélnich postacujicich statistikéach). Necht S je postacujici
statistika a mnozina M = {x : f(x;0) > 0} nezdvisi na 6. Pro x,y € M polozme

f(x;0)
f(y;:6)

Necht h(x,y;0) nezdvisi na 0, implikuje, e S(x) = S(y). Pak S(X) je minimdlni.

h(z,y;0) =

Nekteri autofi formuluji vétu 2 bez predpokladu, ze S je postacujici statistika. Potom je v8ak tieba
predpokladat, ze existuje méfitelnd selekce inverzniho zobrazeni (viz kapitola 7.4.3. knihy Andél:
Zaklady matematické statistiky, MATFYZPRESS, 2007).

Definice 3. Rekneme, 7e statistika S je tiplnd, plati-li pro kazdou jeji méfitelnou funkci w(S)
implikace

{Eg w(S) =0 pro kazdé 0 € @} = {w(S) = 0 skoro jisté pro kazdé 0 € @}.

Priklad 25. Geometrické rozdéleni
Necht X = (X1,...,X,)T je ndhodny vybér z geometrického rozdélent, tj.

P(X;=k)=p(1-p)P, k=0,1,2,...

Oznacme S(X) =", X;.

(i) Z definice ovéite, ze S(X) je postacujici (suficientni) statistika.
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(ii) Pomoci Neymanova faktoriza¢niho kritéria ovéite, ze S(X) je postacujici (suficientni) statis-
tika.
(iii) Ukazte, ze S(X) je minimAlni postacujici statistika.
(iv) Ukazte, ze (> i, Xi,fn)-r je minimalni postacujici statistika.
(v) Ukazte, ze X1 je iplnd statistika.
)

(vi) Ukazte, ze (X1, X2)T nenf tplna statistika.

Piiklad 26. Poissonovo rozdéleni

Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z Poissonova rozdélent, tj.
A=A
k!

P(X;=k) = . k=0,1,2,...

Oznacme S(X) =>"" | X;.
(i) Z definice ovéite, ze S(X) je postacujici (suficientni) statistika.
(ii) Pomoci Neymanova faktoriza¢niho kritéria ovéite, ze S(X) je postacujici (suficientni) statis-
tika.
(iii) Dokazte, ze S(X) je minimalni postacujici statistika.
(iv) Dokazte, ze X7 + X2 je uplnd statistika.
(v) Dokazte, ze (X?, X5)T nenf tiplnd statistika.

Priklad 27. Rovnomeérné diskrétni rozdéleni
Nechf X = (X1,...,X,)T" je ndhodny vybér z rovnomérného diskrétniho rozdélent, tj.
k=1,2,...., M,

kde M € N. Oveéite, ze S(X) = maxi<j<n{X;} je postacujici (suficientni) statistika pro para-
metr M.
(i) Pomoci definice postacujici (suficientni) statistiky.

(ii) Pomoci Neymanova faktorizaéniho kritéria.

Piiklad 28. Normalni rozdéleni s nulovou stifedni hodnotou

Necht X = (X1,..., X,)" je ndhodny vybér z normélniho rozdéleni N(0, o2). Ovéite, zda nasledujici
statistiky jsou postacujici (suficientni) pro parametr .

() T(X) =X, (i) T(X)=(X]....|1%N) ", Gi) 7(X) =Y X, (v) T(X) = |xi,
=1 =1
n 1 n—1 T
W T(X)=)_ X7, ()T Z , (vil) T(X) = (n Zﬁ,xﬁ) :
i=1 =1
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Priklad 29. Alternativni rozdéleni

Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni, tj.
P(Xizl):p, P(XZZO):l—p

Definujme S(X) =>"" ; X;.
(i) Dokazte, ze S(X) je postacujici (suficientni) pro parametr p.
(ii) Dokazte, ze S(X) je dokonce minimalni postacujici (suficientni) statistika pro parametr p.
(iii) Z definice dokazte, ze T(X) = X je tplna statistika pro parametr p. Je statistika T'(X)
postacujici?
(iv) Z definice dokazte, ze S(X) je iplnd statistika pro parametr p.

Piiklad 30. Normalni rozdéleni

Necht X = (X1,...,X,)T" je ndhodny vybér z normélniho rozdéleni N(u, o?).

(i) Najdéte minimalni postacujici (suficientni) statistiku pro (u,?)T.

Piiklad 31. Rovnomérné rozdéleni R(0, 6)

Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni R(0, 6) s hustotou
! 0<xz<d
= x
f(@:0)=q 0 ’
0, jinak,
kde 6 > 0.

(i) Ukazte, ze statistika X(,) = maxi<;<,{X;} je postacujici a ipln4.
ii azte, ze statisti 1 je uplnd, ale nenf postacujici.
ii) Ukazt tatistika X, je uplna, al { tacujici

Piiklad 32. Rovnomérné rozdéleni R(6 — 1 6 + 1)

2 2
Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni R(6 — 3,6 + 1) s hustotou
1, —L<az<o+3,
fla;0) = AERERAR
0, jinak,
kde 6 € R.

(i) Ukazte, ze S(X) = (X(l), X(n))T je postacujici (suficientni) statistika pro parametr 6.
(ii) Ukazte, ze S(X) neni dplna.

Priklad 33. Paretovo rozdéleni

Necht X1,...,X, je ndhodny vybér z Paretova rozdéleni s hustotou
8ol
f(:L’,Oz,B) = Wﬂ{x>a}7 kde 6 > O,CY > 0

(i) Najdéte netrividlni postacujici statistiku pro parametr 8 = (a, 5) 7.

14



Priklad 34. ,,Curved normal“ N(u, u?)

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z normalniho rozdéleni N(yu, u?), kde p € R.
(i) Najdéte minimdlni postacujici (suficientni) statistiku.
(ii) Je statistika z (i) uplna?

Priklad 35. Multinomické rozdéleni

Modelujme poéty déti narozenych béhem jednotlivych dnu v tydnu pomoci multinomického rozdéleni
M(n7p17 AR 7p7)7 tj‘

7 7
n!
P(X1 =x1,...,X7 :a:7) = ﬁp:flw-p‘?, kde sz =n, Zpi =1.
LT i=1 i—1
(i) Je X = (X1,...,X7) minimélni postacujici (suficientni) statistika pro vektorovy parametr

p = (p1,.-- ,p7)T? Pokud ano, dala by se snizit dimenze této statistiky, aby byla stale mi-
nimalni postacujici (suficientni)?

(ii) Najdéte minimdlni postacujici (suficientni) statistiku (pro parametry modelu) za predpokladu,

Ze p1=p2 =...=pP5apPe=Pr.
(iii) Najdeéte minimdlni postacujici (suficientni) statistiku za predpokladu, ze déti se rodi se stejnou
pravdépodobnosti v kazdém dni v tydnu, tj. p1 = ... = pr.

Piiklad 36. Normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou

Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z normalniho rozdéleni N(0, o2). Ukaite, ze nasledujic
statistiky nejsou tuplné.

() T(X) = 3L X,
(il) T(X) = sin(X;) — L.

Priklad 37. Beta rozdéleni

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z Beta rozdélen{ s parametry a, b s hustotou

ZL'a_l(l _ l,)b—l
f(z;a,b) = B(a,b) ’
0, jinak,

O<z<l,

kde a > 0,b >0 a B(a, b) = fol 22~ 1(1 — x)*~1 dz je beta funkce v bodech a, b.

(i) Najdéte minimalni postacujici (suficientni) statistiku pro parametr (a,b)T.

Piiklad 38. Dva vybéry z normalniho rozdéleni

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(u1,02) a Y1, ..., Yy, je ndhodny vybér z rozdéleni
N(u2,0?). Oba tyto vybéry jsou na sobé nezavislé.
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(i) Dokazte, ze
n n m m T
SO0Y) = (X Yk Yo > o)
i=1 i=1 i=1 i=1

je postacujici (suficientni) statistika.
(ii) Dokazte, ze statistika S(X,Y’) neni upln4.

Piiklad 39. Useknuté Poissonovo rozdéleni

Méjme ndhodny vybér Xi,..., X, z Poissonova rozdéleni Po(\, K') useknutého zprava v nezndmém
bodé K, tj.
PX=2z2)=e"——F— =0,1,...,K, kde C(K,\) = =
( x) e l‘!C(K’A), 'r ) ) 7 ) e ( b ) ;e /L!,

kde A > 0 a K € N jsou nezndmé parametry.

(i) Najdéte postacujici statistiku pro vektor nezndmych parametri (), K)T.
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5 Vyuziti postacujicich (suficientnich) statistik v teorii odhadu

Necht rozdéleni nasich dat (reprezentovanymi ndhodnymi vektory X1, ..., X,,) zdvisi na parame-
tru @ = (01,...,0,)7, ktery ndlez{ do parametrického prostoru ©.

Definice 4. Rekneme, ze odhad T = T(X4,..., X n) je nejlepsi nestranny odhad parametrické
funkce a(0), jestlize pro kazdy jiny nestranny odhad T'=T'(X 1, ..., X,,) plati, ze

varg (T) < varg (TV), pro VO € 6.
Jak uvidime nize, pfi hledani nejlepsiho nestranného odhadu hraji dilezitou 1ilohu tiplné postacujici
statistiky. Ty se daji ,,snadno® najit v tzv. exponencialnich systémech hustot.

Véta 3 (O exponencidlnim systému). Necht X1, ..., X, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné
vektory s hustotou exponencidlniho typu, tj. s hustotou (vici néjaké o-koneéné mire p) tvaru

F(:0) = 4(8) h(x) exp { 3 bj<e>Rj<m>},
j=1

kde h(z) > 0 a q(0) > 0. Predpoklddejme, e mnozina {(b1(0),...,b,(8))T : @ € O} obsahuje nede-
generovany p-rozmérny interval. Ddle necht funkce b1(0), ..., b,(0) jsou affinné nezdvislé. Polozme

S=(S1,...,8)", kde S;=) Ri(X;), j=1....p
=1

Potom S je uplnd postacujici statistika pro parametr 6.

Nésledujici véta nam iké, ze odhad muzeme ,zlepsit*, pokud jej podminime postacujici statistikou.

Véta 4 (Raova-Blackwellova véta). Necht S = S(X1,...,X,) je postacugici statistika a necht
a(0) je parametrickd funkce, kterou chceme odhadnout. Necht T = T(X1, ..., X,) je odhad takovy,
7e EgT? < 00 pro viechna 0 € ©. Oznacme U(S) = E[T|S]. Potom plati

EU(S)=ET, E[T—-a(9)]>>E[U(S)—a®)]’
pricemz rovnost v posledni nerovnosti nastdvd prdvé tehdy, je-li T = U(S) skoro jisteé.

Prvni Lehmannova-Scheffého véta véta nam pak fik4, ze pokud podminime nestranny odhad tdplnou
postacujici statistikou, tak dostaneme nejlepsi nestranny odhad.

Véta 5 (prvni Lehmannova-Scheffého véta). Predpoklidejme, Ze T' =T (X 1,...,X,) je nestranny
odhad parametrické funkce a(@) takovy, Ze E9T? < oo pro viechna @ € ©. Necht S je tplnd
postacugici statistika pro parametr 6. Definujme U(S) = E[T'|S]. Potom U(S) je nejlepsi nestranny
odhad pro a(0), a to jediny.

Druhé Lehmannova-Scheffého véta ndm zase 1ikd, ze pokud mame nestranny odhad, ktery je funkci
uplné postacujici statistiky, pak se jiz jedna o nejlepsi nestranny odhad.

Véta 6 (druhd Lehmannova-Scheffého véta). Necht S je 1ipind postacugict statistika pro parametr 6.
Necht g je funkce takovd, Ze statistika W = g(S) je nestranny odhad parametrické funkce a(0). Ddle
necht Eg W?2 < oo pro vsechna @ € ©. Potom W je nejlepsi nestranny odhad pro a(@), a to jeding.
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Priklad 40. Geometrické rozdéleni
Necht X = (X1,...,X,)T je ndhodny vybér z geometrického rozdélent, tj.
P(XZ:k):p(l—p)k, k:07172>"'

kde p € (0,1).
(i) Ukazte, ze odhad T(X) = 1 3°" | I{X; = 0} je nestranny odhad parametru p.
(ii) Pomoci postacujici statistiky S(X) = Y i~ ; X; a Raovy-Blackwellovy véty ,vylepsete“ odhad
T(X).
(iii) Je odhad nalezeny ve (ii) nejlepsi nestranny odhad parametru p?

(iv) Obdobné jako vyse najdéte nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce p(1 — p).

Priklad 41. Specialni multinomické rozdéleni

Nechf X = (X1,...,X,)T je ndhodny vybér z nasledujici verze multinomického rozdélent
P(Xi=-1)=P(X;=1)=p, PX;=0)=1-2p,

kde p € (0,1).

(i) Ukazte, ze odhad T(X) = 1 3" | I{X; = 1} je nestranny odhad parametru p.
(ii) Ukazte, ze S(X) = ;" I{X; # 0} je postacujici statistika pro parametr p.
(iii) Pomoci S(X) a Raovy-Blackwellovy véty ,vylepsete* odhad T'(X).
)

(iv) Je odhad nalezeny ve (iii) nejlepsi nestranny odhad parametru p?

Priklad 42. Alternativni rozdéleni
Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni, tj.
P(XZ'ZI):p, P(XZZO):I—p

(i) Najdéte nejlepsi nestranny odhad parametru p.

(ii) Najdéte nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce p(1 — p).

Priklad 43. Poissonovo rozdéleni

Nechf X = (X1,...,X,)T" je ndhodny vybér z Poissonovo rozdéleni s parametrem \.
(i) Najdéte nejlepsi nestranny odhad parametru \.
(ii) Najdéte nejlepsf nestranny odhad parametrické funkce e,

(iii) Dosahuje rozptyl nékterého z vyse uvedenych odhadu piislusné dolni Raovy-Cramérovy meze?
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Priiklad 44. Normalni rozdéleni

Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z normélniho rozdéleni s hustotou
1 _)2
flasp,0%) = exp{ - ZH zeR

S ~ n LY )2 — F(ng)
Uvazujte odhad Un—an\/Zi:1<X2 Xn)?, kde an—ﬁr(%)'

(i) Ukazte, ze S? je nejlepsi nestranny odhad parametru o2. Viimnéte si, Ze tento odhad nedo-
sahuje dolni Raovy-Cramérovy meze, viz Piiklad 18.

(ii) Ukazte, ze 0, je nejlepsi nestranny odhad o.

Ukazte, ze X,, + Uq 0y je nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce p + uq 0.

)
(iii) Je vybérovy medidn nejlepsi nestranny odhad parametru pu?
(iv)

)

(v) Najdéte nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce p?.

Priklad 45. ,,Curved normal®“ N (u, u?)

Nechf X = (X1,...,X,)T" je ndhodny vybér z normélniho rozdéleni s hustotou

! exp{ — (x_“f }, z €R, p> 0.

fla;pu) =

_ — n=1
Uvazujte, T1(X) = X,, a To(X) = ayp, \/Z?:l(Xi — X,)?, kde a,, = 321“2(’21))

(i) Ukazte, ze Th(X) 1 To(X) jsou nestrannymi odhady p a oba jsou funkei minimalni postacujici
statistiky.
(ii) Ukazte, ze rozptyly odhadu T1(X) a T2(X) jsou ruzné.

Priklad 46. Odhad posunuti exponencialniho rozdéleni

Méjme ndhodny vybér Xy, ..., X, z rozdéleni

Ne 2ME=0) g e (5, 00),
Flass) = r 0.0
0, jinak,

kde ¢ € R je nezndmy parametr a A je znamé.

(i) Najdéte nejlepsi nestranny odhad parametru §.

(ii) Dosahuje odhad z (i) dolni Raovy-Cramérovy meze?

Napovéda: Najdéte uplnou postacujici statistiku a spoctéte jeji stredni hodnotu.
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Priklad 47. Odhad )\ v exponencialnim rozdéleni

Necht X1,. .., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s hustotou f(z; \) = e [(0,00)(7)-
(i) Najdéte nejlepsi nestranny odhad parametru A.
(ii) Dosahuje odhad nalezeny v (i) dolni Raovy-Cramérovy meze?

(iii) Najdéte nejlepsf nestranny odhad parametrické funkce A*.

Ndpovéda pro (i): Hledejte odhad jako vhodny ndsobek odhadu % VyuZijte toho, Ze Y i | X; md

Gama rozdéleni s hustotou f(x) = W L(0,00)(7)-

Priklad 48. Odhad ¢ v rovhomérném rozdéleni

Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni R(0,6) s hustotou
! 0<z<d
- x
fl@:0)=q 0 ’
0, jinak,
kde 6 > 0.

(i) Je odhad 0, =2X, nejlepsi nestranny odhad parametru 67
(ii) Pokud je odpoveéd v (i) zdporn4, tak najdéte nejlepsi nestranny odhad parametru 6.

(iii) Dosahuje odhad z (ii) dolni Raovy-Cramérovy meze?

Piiklad 49. Obecné multinomické rozdéleni

Necht X71,..., X, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné vektory s multinomickym rozdélenim
M(L]na”'apK)akde
P(Xl = (1’1, s 7xK)) :pglcl o 'p:;{K7

kde
x € {0,1}, 0<pp<l, ked{l,..., K},
a
K K
dom=1 > me=1
k=1 k=1
(i) Najdéte tiplnou postacujici statistiku pro parametr p = (p1,...,px)".

(ii) Najdéte nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce a(p) = p1 pa.
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6 Metoda maximalni vérohodnosti - tivod

Necht nase pozorovani X = (X1,...,X,) maji sdruzenou hustotu f(z1,...,x,;0) (vzhledem
k néjaké o-koneéné mire p), které zdvisi na nezndmém p-rozmérném parametru 6 € © C RP.
Vérohodnost{ pak rozumime (nahodnou) funkci v parametru :

Vsimnéme si, ze pokud je rozdéleni nasich pozorovani X diskrétni, tak vérohodnost £, (8) je vliastné
pravdépodobnost napozorovanych dat vidéna jako funkce nezndmého parametru 6.

Maximdlné vérohodny odhad (zpravidla) definujeme jako

6, = arg max L,(0).
6co

Zpravidla se odhad 8, hled4 jako argument maxima logaritmické vérohodnosti 0,(0) = log L,,(0)."
Pokud je hustota f(x1,...,xy;0) ,dostatecné hladka* v 6, pak odhad ¢asto hleddme jako feseni
soustavy p vérohodnostnich rovnic
00,(0)
00

=0,

V mnoha aplikacich pfedpokladame, ze X1, ..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné vektory
s hustotou f(x;0) vzhledem k néjaké o-kone¢né mite p. Potom

n

L.(0) =] F(X::0) a .(6) =) logf(X:6).
=1

=1

Jednorozmérny parametr - asymptotické rozdéleni

Méjme nezdvislé stejné rozdélené ndhodné vektory X, ..., X, z rozdéleni s hustotou f(x;#) vaci
ngjaké o-konetné mire u. Pokud lze vyjadiit maximélné vérohodny odhad jako funkci praméru
nahodnych veli¢in, pak Ize asymptotické rozdéleni odhadu odvodit pomoci centralni limitni véty a
delta metody. V nékterych piipadech je vSak maximalné vérohodny odhad dan pouze implicitné.
Potom za urcitych predpokladu regularity je odhad metodou maximalni vérohodnosti asymptoticky
normalni a spliiuje

Vi (B, — 0x) — N(0,1/7(6x)), (4)

n—
kde J(#) je Fisherova mira informace o parametru € v (jednom) nahodném vektoru Xj.

Tedy dostavdme, ze asymptoticky rozptyl (tj. rozptyl asymptotického rozdéleni) maximalné véro-
hodného odhadu za podminek regularity spliuje

0y —_ 1 _ _1
avar(f) = nJ0x) — Jn(0x)’
kde J,(6) je Fisherova mira informace v celém ndhodném vybéru Xi,..., X,.

Pripady, ze nejsou splnény podminky regularity, se zpravidla daji poznat tak, Zze nosic¢ rozdéleni
zavisi na neznamém parametru. V takovém piipadé nelze pii hledani maximélné vérohodného od-
hadu postupovat ,standardné“ (tj. hledat kofen derivace logaritmické vérohodnosti, protoze nelze

!Na ptednésce je logaritmicka vérohodnost znacend jako L., (8).
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derivovat podle nezndmého parametru). Odhad se najde pak pfimo vySetfovanim vérohodnosti,
ktera je zpravidla monoténni v parametru. Maximalné vérohodny odhad pak vychézi jako maximum
resp. minimum néhodného vybéru. Asymptotické vlastnosti odhadu se pak odvozuji z vlastnosti
téchto statistik.

Odhad transformovaného parametru. Nékdy v aplikacich potfebujeme maximalné vérohodny
odhad parametrické funkce g(6x). NechAt’ 0, je maximalné vérohodny odhad parametru 6x. Potom
dle Zehnaova principu invariance je g(6,) maximélné vérohodnym odhadem parametrické funkce

~

g(0x). Navic pokud 6, spliiuje (4) a g je spojité diferencovatelnd, pak asymptotické rozdéleni g(6,,)
plyne z delta véty a plati

~

Vi (9(8n) — 9(0x)) — N(0,[¢/(0x)]2/J (6x)),

n—o0

tedy

~ ! 2
avar(g(en)) = %'

Za povsimnuti stoji, ze v regularnich p¥ipadech asymptoticky rozptyl maximélné vérohodnych od-
hadu dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze (pro rozptyl nestrannych odhadu). Z toho ovsem
neplyne, Ze maximélné vérohodného odhady jsou (za jistych predpokladu regularity) nejlepsi ne-
stranné odhady. Prvni problém je, Ze maximélné vérohodné odhady nejsou obecné nestranné. Navic,
vyse uvedené se tyka pouze asymptotického rozptylu, ktery muze byt zna¢né rozdilny od skuteé¢ného
rozptylu.

Priklad 50. Alternativni rozdéleni
Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni, tj.

P(Xizl):p, P(Xlz()):l—p

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru p a urcete jeho asymptotické rozdéleni.

(ii) Najdéte maximdlné vérohodny odhad parametrické funkce p(1 —p) a odvod'te jeho asympto-
tické rozdéleni.

(iii) Porovnejte odhady z (i) a (ii) s nejlepsim nestrannymi odhady z piikladu 42. Dale porovnejte
asymptotické rozptyly maximalné vérohodnych odhadi s dolni Raovou-Cramérovou mezi.

Priklad 51. Poissonovo rozdéleni

Nechf X = (X1,...,X,)T" je ndhodny vybér z Poissonovo rozdéleni s parametrem \.

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru A a urcete jeho asymptotické rozdéleni.

(i) Najdéte maximélné vérohodny odhad parametrické funkce e a odvod'te jeho asymptotické
rozdéleni.

(iii) Porovnejte odhady z (i) a (ii) s nejlepsim nestrannym odhady z piikladu 43 a s dolni Raovou-
Cramérovou mezi.

Priiklad 52. Exponencialni rozdéleni
Méjme ndhodny vybér X1, ..., X, z rozdéleni

Ae ™A >0,
0, jinak,

Ix(z;A) = {
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kde XA > 0.

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad n parametru A.
(ii) Najdeéte asymptotické rozdéleni odhadu odvozeného v (i).

(iii) Porovnejte odhad /)\\n s nejlepsim nestrannym odhadem z Prtkladu 47. Déle porovnejte asympto-
ticky rozptyl odhadu A, s dolni Raovou-Cramérovou mezi.

Priklad 53. Geometrické rozdéleni
Necht X = (X1,...,X,)T je ndhodny vybér z geometrického rozdélent, tj.
PX;=k)=p(1-p)F,  k=0,1,2,...,

kde p € (0,1).
(i) Najdéte maximéalné vérohodny odhad parametru p a urcete jeho asymptotické rozdéleni.

(ii) Najdéte maximalné vérohodny odhad parametrické funkce p(1 —p) a odvod'te jeho asympto-
tické rozdéleni.

(iii) Porovnejte tyto odhady s nejlepsim nestrannymi odhady z piikladu 40.

Priklad 54. Rovnomérné rozdéleni R(6 — 1,6 + 1)

Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdélent R(9 1o+ l) s hustotou

27 2

1, —L<z<o+1

faoy =4 o 0 asrslte
0, jinak,

kde 6 € R.

(i) Najdéte maximéalné vérohodny odhad parametru 6.

(ii) Vysetiete (slabou) konzistenci odhadu z (i).

Priklad 55. Rovnomérné diskrétni rozdéleni

Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z rovnomérného diskrétniho rozdélent, tj.

1

k=1,2,..., M,

kde M € N.

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru M.

(ii) VySetiete (slabou) konzistenci odhadu z (i).

Priklad 56. Normalni rozdéleni s riiznymi stfednimi hodnotami
Necht Y = (Y1,...,Y,)T jsou nezdvislé ndhodné veliciny s normalnim rozdélenim N(# z;,1), kde 6
je neznamy parametr a i, ..., T, jsou znamé konstanty.

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru 6.
(ii) VySetiete nestrannost odhadu z (i).

(iii) Dosahuje odhad dolni Raovy-Cramérovy meze?
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Priiklad 57. Podminéné binomické rozdéleni

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z diskrétniho rozdéleni
1 m
PXi=k)= — Fa—p)™ Tk, k=1,2,...
( 1 ) 1_(1_p)m <k>p( p) b ) b 7m7
kde m € N je zndmé celé ¢islo a p € (0,1) je nezndmy parametr.

(i) Najdéte vérohodnostni rovnici pro odhad parametru p a odvodte asymptotické rozdéleni
tohoto odhadu.

Priklad 58. Weibullovo rozdéleni

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z Weibullova rozdéleni s hustotou

0 -1 —= 0
f<x;9>:{”” core
0, jinak,

kde 6 > 0.
(i) Najdéte vérohodnostni rovnici pro odhad parametru 6 a ukazte, Ze tato rovnice ma prave
jedno teSeni.

(ii) Najdéte asymptotické rozdéleni odhadu z (i).

Priklad 59. Logistické rozdéleni

Nechf X1,..., X, je ndhodny vybér z logistického rozdéleni s hustotou

67(170)

f(z;0) = m>

x € R,

kde 6 € R.
(i) Najdéte vérohodnostni rovnici pro odhad parametru 6 a ukazte, Ze tato rovnice mé prave
jedno TeSeni.

(ii) Najdéte asymptotické rozdéleni odhadu z (i).

Priklad 60. ,,Curved normal“ N(6,6?)

Necht X7i,..., X, je ndhodny vybér z normélniho rozdéleni N(6, 62), kde 6 > 0.

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru 6.
(ii) Vysetiete konzistenci odhadu z (i).
(iii) Najdéte asymptotické rozdéleni odhadu z (i).

Priklad 61. Model jednoduché poissonovské regrese

Uvazujte, Ze pozorujete nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory (X1,Y1)T, ..., (Xn, Y,)T, které

spliuji

A(Xy)JF e X
k! '

kde \(xz) = exp{f x} a rozdéleni X; nezavisi na nezndmém parametru f.

PV, =k| X)) = k=0,1,2,...,

(i) Najdéte vérohodnostni rovnici pro odhad parametru  a urcete asymptotické rozdéleni tohoto
odhadu.
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Piiklad 62. Multinomické rozdéleni (specialni pripad)
Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z nésledujici verze multinomického rozdéleni
P(X;=-1)=P(X; =1) =p, P(X;=0)=1-2p,

kde p € (0,1).
(i) Najdéte maximéalné vérohodny odhad parametru p.

(ii) Urcete asymptotické rozdéleni odhadu z (i).

Priiklad 63. Dvojité exponencialni rozdéleni

Nechf X = (X1,...,X,)T je ndhodny vybér z dvojté exponencidlniho (Laplaceova) rozdéleni s hus-
totou f(xz;0) = %e*k”’*e‘, kde # € R je nezndmy parametr.

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru 6.
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7 Metoda maximalni vérohodnosti - vektorovy parametr

Méjme nezdvislé stejné rozdélené ndhodné vektory (veliciny) Xi,..., X, z rozdéleni s hustotou
f(x; 0) viici ngjaké o-koneéné miie u, kde @ = (61, ...,0,)T je nezndmy parametr. Potom za uréitych
predpokladu regularity (viz napf. kapitola 7.6.5 knihy Andél: Zéklady matematické statistiky, 2007,
MATFYZPRESS) je odhad metodou maximalni vérohodnosti On = (Hnl, . an) asymptoticky
normalni a spliiuje
kde J(0) je Fisherova matice informace o parametru 8 v (jednom) ndhodném vektoru (veli¢iné) X.
Odhad asymptotického rozptylu
Z asymptotické normality (5) vidime, ze asymptoticky rozptyl maximalné vérohodného odhadu je
v regulérni piipadech R

avar(0,) = % J_I(GX) = J,:l(OX),
kde J,(0) je Fisherova informaé¢ni matice v celém ndhodném vybéru X, ..., X,.

K tomu abychom mohli konstruovat intervaly (resp. mnoziny) spolehlivosti, potfebujeme konzis-
tentni odhad Fisherovy informaé¢ni matice J(8). Za predpokladu regularity z prednasky lze ukazat,
ze takovym konzistentnim odhadem muze byt J (/H\n) nebo také tzv. empirickd (napozorovand)
Fisherova informacni matice v bodé 6,,, tj

1 0%¢, (9)
100007 |p_g

<

n(0,) = (6)

Tento odhad je zajimavy zejména tenkrat, kdyz nejsme schopni dopocitat (teoretickou) Fisherovu
informacni matici J(6y,).

Konfidenéni mnozina pro 0x

Necht J je néjaky konzistentni odhad J(6x), tj
J -2 J0x). (7)

Konfidenéni mnozinu Waldovského typu pro @x s asymptotickym pokrytim 1 — o« pak muzeme
sestavit jako
(0€Q: n(8,-6)"T(6,-6) <x’(1-a)}, 8)

kde xg(l —a) je 1 — a kvantil x2-rozdéleni o p stupnich volnosti.

Interval spolehlivosti pro fx; (k-tou slozku parametru 0x)
V aplikacich nds ¢asto zajimaji intervaly spolehlivosti pro Oxp (tj. pro k-tou slozku parametru o X)
kde k € {1,...,p}. Oznacme an k-tou slozku maximélné vérohodného odhadu @), a nechf J** je

k-ty diagonalni prvek matice J- (tj. inverze odhadnuté Fisherovy informaéni matice). Za platnosti
asymptotické normality max. vérohodného odhadu (5) a konzistence odhadu Fisherovy informac¢ni
matice (7) ma oboustranny intervalovy odhad

<’\ Up—q/2V Jkk ~ + Up—q/2V Jkk )
)

an - T’ enk n (9)

asymptotickou spolehlivost 1 — .. Analogicky muzeme sestavit dolni, resp. horni intervalovy odhad
o asymptotické spolehlivosti 1 — a.
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Priiklad 64. Normalni rozdéleni

Necht X = (X1,...,X,)T" je ndhodny vybér z normélniho rozdéleni N(u, o?).
(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad 0, = (fin,52)T vektorového parametru @ = (u,0%)7.
(ii) Odvod'te asymptotické rozdéleni odhadu z (i).

(iii) Na zakladé vysledku teorie maximélni vérohodnosti sestavte oboustranny intervalovy odhad
pro parametr p o asymptotické spolehlivosti 1 — a. Porovnejte s pfesnym intervalem spoleh-
livost, ktery vyuziva t-rozdéleni.

(iv) Odvod'te asymptotické rozdélent fi,, + uq Gy, coz je odhad a-kvantilu rozdéleni N(, o2). Po-
rovnejte asymptoticky rozptyl odhadu 6,, s dolni Raovou-Cramérovou mezi.

Priklad 65. Lognormalni rozdéleni

Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z lognormalniho rozdélen{ s hustotou

1 (log‘u’t*u)z}
exp{ ——2 0 L >0,
f(a;p,0®) = § oov2m p{ 20"
0, z < 0.

(i
(i

(iii) Sestavte asymptotickou konfidenéni mnozinu pro parametr 6 = (j, o',

Najdéte maximalné vérohodny odhad 6, = (fin,52)T vektorového parametru @ = (u,0%)7.
Odvod'te asymptotické rozdéleni odhadu z (i).

~— — ~— ~—

(iv) Sestavte dolni (levostranny) intervalovy odhad pro parametr p o asymptotické spolehlivosti

1—oa.

Piiklad 66. Odhad posunuti a intenzity exponencialniho rozdéleni
Méjme ndhodny vybér Xi,..., X, z rozdéleni s hustotou

Ne 2#=0) g e [6, 00),

0, jinak,

f(fv;A,5)={

kded e Ra > 0.
(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad vektorového parametru (5, \)'.
(ii) Vysetfete (slabou) konzistenci odhadu z (i).
(iii) Spoctete R
lim P(n (0p, —0) < x)

n—oo

a pomoci tohoto vysledku urcete limitni rozdéleni odhadu Sn
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Piiklad 67. Rovnomérné rozdéleni R(a,b)

Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni R(a, b) s hustotou

L a<zx<b,

f(z;a,b) = {b“

0, jinak,

kde a < b.

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad vektorového parametru (a,b)T.
(ii) Vysetfete (slabou) konzistenci odhadu z (i).
(iii) Spoctete R
lim P(n (bp, —b) < x)

n—oo

a pomoci tohoto vysledku urcete limitni rozdéleni odhadu Bn

Priiklad 68. Multinomické rozdéleni

Necht X1,..., X, jsou nezivislé stejné rozdélené ndhodné vektory s multinomickym rozdélenim
M(1;p1, ..., pK), kde
P(X1 = (atl,...,xK)) =pit .. PR,

kde
2 €{0,1}, O<p<l,  i=1,... K,
a
K K
i=1 i=1
(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru p = (p1,...,px)".

(ii) Odvodte asymptotické rozdéleni odhadu z (i).

Piiklad 69. Dvojcata

V roce 2012 bylo v CR porozeno 1 987 dvojéat, z toho v 604 piipadech to byli dva chlapci a v 609
ptipadech dvé divky. Predpokladejte, ze

P(dva chlapci) = p, P(dve divky) = ¢,

P(prvni chlapec, druhd divka) = P(prvni divka, druhy chlapec).

(i) Najdéte maximdlné vérohodny odhad parametrické funkce 5 fpp_q, ktera vyjadiuje podminénou
pravdépodobnost, ze se narodi dva chlapci, za predpokladu, Ze prvorozené dité z dvojcat je

chlapec.

2p
1+p—q-

(ii) Sestavte intervalovy odhad pro
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Piiklad 70. Y|N je binomické

Uvazujte, ze pozorujete nezavislé stejné rozdélené nahodné vektory (Y1, N1)7, ..., (Y, Np) T z diskrétniho
rozdéleni
1 . .. )\je_)\
P(Yi =i, N1 = j) = (‘7.)#(1 P N =012, i =01,
i 4!
-

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad vektorového parametru (p, A)'.
(ii) Najdeéte asymptotické rozdéleni odhadu z (i).

Priklad 71. Normalni linearni regresni model

Uvazujte, Ze pozorujete nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory ()511), ey ();:) Necht rozdéleni

Y; podminéno X; je normélni se stfedni hodnotou 3X; a rozptylem o2 (pro i = 1,...,n). Necht
déle rozdélen{ X; jiz nezdvisf na parametrech 3, 02 a E X? < oo je kone¢n4.

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru 8 = (3,02)T.
(i) Odvod'te asymptotické rozdélenf odhadu 8, = (B, 52)" z (i).
(iii) Z (ii) odvod'te asymptotické rozdéleni odhadu Bp.
(iv) Sestavte asymptoticky intervalovy odhad pro 3 o spolehlivosti 1 — a.

Priklad 72. Model logistické regrese

Uvazujte, ze pozorujete nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory (‘f,ll), ey ()}{/:), kde
T
exp{B' X1 1
PWVi=1|X,)= { T} , PVi=0]|X,) = = ,
1+exp{B X1} 1+exp{B X1}
a rozdéleni X nezavisi na neznamém vektorovém parametru G = (61,...,Bp)T. Déle necht
exp{BT X}

WX’LX;F je konecna regulérnf matice.

(i) Odvod'te asymptotické rozdéleni maximalné vérohodného odhadu parametru S.
(ii) Sestavte oboustranny intervalovy odhad pro parametr /3.

Piiklad 73. Y| X je exponencidlni

Méjme nezévislé stejné rozdélené ndhodné vektory (X1,Y1)T, ..., (X, Yn)T z rozdéleni s hustotou
1 Y T
——expy — =% — =, x>0,y>0
fa,y;0,m) = ¢ =00 LA 3
0, jinak,

kde 6,7 > 0.

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad (gn,ﬁn)-r vektorového parametru (6,1)" a odvod'te

jeho asymptotické rozdéleni.
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(ii) Najdéte asymptotické rozdéleni odhadu O,
(iii) Sestavte (oboustranny) intervalovy odhad pro parametr 6 o (asymptotické) spolehlivosti 1—a.

(iv) Je odhad O, nejlepsim nestrannym odhadem parametru 67
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8 Neymanovo-Pearsonovo lemma a test pomérem vérohodnosti

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f(x;0) vzhledem k né&jaké o-konecéné
mife v. Chceme testovat hypotézu Hy : @x = 6 proti alternativé H; : 8x = 01, kde 61 # 0.

Polozme "
ITi= f(X4;61)
[T (X4 60)

T, =
a uvazujme test tvaru
T, > c, (10)

kde ¢ je takové konstanta, aby test mél hladinu . Potom Neymanovo-Pearsonovo lemma (Lemma 8.1
Andel, 2007) k4, ze tento test ma nejvétsi silu (tj. nejmensi pravdépodobnost chyby 2. druhu) mezi

vSemi testy s hladinou «. Za povSimnuti stoji, ze T;, = ﬁzgzég, kde L, (0) je vérohodnost v bodé 6.

V piipadé, ze rozdéleni je diskrétni, tak zpravidla nelze najit ¢ takové, aby test s kritickym obo-
rem (10) mél pFedepsanou hladinu «.. Teoreticky 1ze tento problém vyfesit pomoci tzv. ,zndhodnénych
testu“ (Lemma 8.1 Andeél, 2007). V praxi se vSak znahodnéné testy prilis neuplatnily. Spise se v ta-
kovém piipadé hleda takové c, aby test s kritickym oborem (10) mél hladinu co nejblizsi a, nicméné
mensi nez (nebo rovnou) a.

Test pomérem vérohodnosti. Uvazujme nyni obecnéjsi hypotézy
H020X€@0, Hliexeel, kde@:@()U@l.

Inspirovani Neymanovou-Pearsonovou vétou uvazujme testovou statistiku ve tvaru

supgeo, [ li—1 f(X#0)  supgee, Ln(0)

Supgeo, [ liz1 f(Xi;6)  supgee, Ln(0)

Jelikoz proti nulové hypotéze budou svédcit hodnoty testové statistiky, které jsou dostatecné vétsi
nez jedna, tak se nabizi uvazovat nasledujici testovou statistiku

5 SWpco £a(60) _ L£4(0n)

SUpgee, Ln(0) L,(6,)

kde 5n = arg maxgceo Ln(0) je maximalné vérohodny odhad parametru 8 x (bez predpokladu o plat-

nosti nulové hypotézy) a 8,, = argmaxgcg, £,(0) je maximalné vérohodny odhad za piedpokladu
platnosti nulové hypotézy.

V praxi se pak zpravidla pouziva testova statistika

LR, =2logT, = 2(£n(0n) - En(on))y
protoze za jistych predpokladu regularity (viz prednédska) mé tato statistika za platnosti nulové
hypotézy asymptoticky x2-kvadrat rozdéleni o dim(6) — dim(Og) stupnich volnosti.
Jednorozmérny parametr. V piipadé, ze testovany parametr 6y je jednorozmérny, tj. Ox € R,

pak zpravidla testujeme hypotézy

Hy: 0x = 09, Hy : 0x # 6.
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V tomto piipadé ma testova statistika tvar
LRy, =2 (6a(6n) — £a(60)),

a za platnosti nulové hypotézy mé asymptoticky y?-kvadrit rozdéleni o jednom stupni volnosti.

Priklad 74. Poissonovo rozdéleni
Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z Poissonova rozdélen{ s parametrem .
(i) Najdéte nejsilngjsi test hypotézy
Hy: Ax = Ao, Hy:Ax = A,

kde A1 > A\g. Zéavisi tento test na konkrétni hodnoté \;?

(ii) Jak by se test z (i) zménil, pokud by platilo, ze A\; < A7

(iii) Odhadnéte A metodou maximélni vérohodnosti a na zédkladé asymptotického rozdéleni tohoto
odhadu sestavte test hypotéz

H03>\X:)\07 HliAx#)\()

(iv) Pro hypotézy v (iii) sestavte test pomérem vérohodnosti.

Priklad 75. Alternativni rozdéleni

Necht X1,...,X, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem p.
(i) Najdéte nejsilnéjsi test hypotézy
Hy : px = po, Hy :px =p1,

Kde p1 > po. Zavisi tento test na konkrétni hodnoté p;?

(ii) Jak by se test z (i) zménil, pokud by platilo, ze p; < po?

(iii) Odhadnéte parametr p metodou maximalni vérohodnosti, odvod'te jeho rozdéleni a sestavte
test hypotéz

Hy : px = po, Hi :px # po

(iv) Pro hypotézy v (iii) sestavte test pomérem vérohodnosti.

Priklad 76. Exponencialni rozdéleni

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s hustotou f(z;\) = Ae MI{x >
0}.

(i) Najdéte nejsilnéjsi test hypotézy
Hy : Ax = Ao, Hy: Ax = A,

kde A1 > A\g. Zéavisi tento test na konkrétni hodnoté A\;?
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(ii) Jak by se test z (i) zménil, pokud by platilo, ze A\; < A7
(iii) Odhadnéte A metodou maximdlni vérohodnosti, odvod'te jeho asymptotické rozdéleni a se-

stavte test hypotéz
Hy: Ax = Mo, Hy: Ax # Mo

(iv) Pro hypotézy v (iii) sestavte test pomérem vérohodnosti.

Priiklad 77. Normalni rozdéleni

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z norméalniho rozéleni N(u, o?).

(i) Sestavte test pomérem vérohodnosti pro hypotézy

Hy : px = po, Hy :px # po-

Porovnejte tento test s (pfesnym) jednovybérovym t-testem.

(ii) Sestavte test pomérem vérohodnosti pro hypotézy
Hy: 0% = op, H : 0% # ot

_ 2
Porovnejte tento test s presnym testem zalozenym na statistice (n 12)5".
90

(iii) Sestavte test pomérem vérohodnosti pro hypotézy

Hy : (ILL-X70'§()T = (M07U(2))T’ Hy - (MX7U§()T # (M()?O'(Z))T'

Priiklad 78. Multinomické rozdéleni

Nize uvedend tabulka zachycuje pocet zivé narozenych déti v CR v roce 2008 dle ¢tvrtleti.

Ctvrtleti 1 2 3 4
Pocet | 28737 30871 31915 28047

(i) Je udrzitelné tvrzeni, ze pravdépodobnost narozeni ditéte je pro vSechna ctvrtleti stejna?

Priiklad 79. Hardyho-Weinbergovo ekvilibrium

V néjaké populaci se urc¢ity gen vyskytuje ve dvou variantach (aleldch) A (napf. tmavé oci) a a
(napt. svétlé oci). Mezi vSemi geny v celé populaci tvoii alela A podil fx € (0,1) a alela a 1 — 0x.
Kazdy jedinec mé dva exemplare piislusného genu (jeden po otci, jeden po matce). Pokud se geny
michaji nezavisle (plati tzv. Hardyho-Weinbergovo ekvilibrium), pravdépodobnosti t¥{ moznych
variant genotypu jedince jsou:

Genotyp ‘ Pravdépodobnost

AA 0%
Aa 20x (1 —0x)
aa (1—-0x)?
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Pozorujeme genotypy n nezavislych jedincu a oznaéime X, Xo, X3 pocty jedincu s genotypem (po
tadé) AA, Aa, aa. Plati-li Hardyho-Weinbergovo ekvilibrium, pak vektor X = (X1, X2, X3)" ma
rozdéleni Mults(n, p(fx)), kde p(fx) = (6%,20x (1 — 0x), (1 — 0x)?)T. Na zdkladé pozorovani X
chceme otestovat, zdali se populace nachazi v Hardyho-Weinbergové ekvilibriu.

Priklad 80. Model poissonovské regrese
Uvazujte, ze pozorujete nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory (X -1'—, )T, (X Z, Y,)T, kde
X1 je g-rozmérny ndhodny vektor. Necht nase pozorovani splituji model

A(X 1)) e A
K] ’

P(Yi = k| X1) = k=0,1,2,...,

kde \(z) = exp{a + BTz} a rozdéleni X| nezavis{ na nezndmém parametru 3 = (5, .. ., BT
(i) Sestavte test hypotézy Hy : 3 = 0, proti alternative, ze Hy : 3 # 0.
(ii) Provedte test pro nésledujici data, kde Y; je pocet bakterii, X;; je mnozstvi svétla a X;o

teplota.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Xy 12 2 2 3 3 3 4 4 4 4
X 111 1 2 2 2 3 3 3 4
Y, 1.0 1 0 2 1 1 4 3 4 4

Piiklad 81. Pruska armada a Poissonovo rozdéleni

Nésledujici tabulka uddava pocet umrti v dusledku kopnuti koné v deseti sborech pruské armady v
ramci 20 let.

Pocet umrti ‘ 0 1 2 3 4 5avice
Pozorovana ¢etnost ‘ 109 65 22 3 1 0

D4 se pocet tumrt{ v dusledku kopnuti koné (v jednom sboru za jeden rok) povazovat za ndhodny
vybér z Poissonova rozdéleni?

Priklad 82. Barva o¢i

Nésledujici tabulka udéava barvu oéi otcu a syniu, kde
SM ...svétle modra,

MZ nebo S ... modrozelena nebo seds

TS nebo SH ... tmavé Sedd nebo svétle hnéda

TH ...tmavé hnéda

Otec
Syn SM MZneboS TS nebo SH TH
SM 194 70 41 30
MZ nebo S | 83 124 41 36
TS nebo SH | 25 34 55 23
TH 6 36 43 109
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(i) Otestujte, ze barva o¢i u synu a otcu je nezavisla.
(ii) Otestujte hypotézu symetrie, tj. Ze pro pravdépodobnosti v tabulce plati p;; = p;; pro vSechna
1,].
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9 Metoda maximalni vérohodnosti - asymptotické testy
(bez rusivych parametri)

Asymptotické testy pro vektorovy parametr

Necht ndhodny vektor X1,...,X,) je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f(x;0), kde 8 =
(61,...,0,)7 je nezndmy parametr. Nulovou hypotézu Hy : @x = 6 proti alternativé Hy : Ox # 0
muzeme testovat pomoci Waldova testu, Raova skérového testu nebo testu pomérem vérohodnosti.

Podobné jako dfive ozna¢me /,(0) logaritmickou vérohodnost a U,(0) = 8%%9) derivaci loga-

ritmické vérohodnosti. Déle nechf J je za nulové hypotézy konzistentni odhad J(6g). Definujme
nasledujici testové statistiky

W, =n(0,—60)"J (8, —60)  (Waldv test),
1 ~
R, = - [U,(00)]"T ! U, (6) (Rauv skérovy test),
LR, =2 (zn(én) — ,(6y)) (Test pomérem vérohodnosti).

Ve Waldové testu se jako odhad J pouziva J (/0\”) nebo empirickd Fisherova informac¢ni matice
v bodé 6, viz (6). Na druhou stranu v Raové skérovém testu se pouziva zpravidla J(6y) nebo
empirickd Fisherova informaéni matice v bodé 8. Tato volba ma vyhodu v tom, Ze muzeme provést
test, aniz bychom potrebovali spocitat En a tim se vyhnout pifipadnym numerickym obtizim spo-
jenych s hledanim 6,,.

Za povsimnuti také stoji, ze test pomérem vérohodnosti nevyzaduje odhad (a ani vypocet) Fisherovy

informac¢ni matice.

Pokud plati urc¢ité predpoklady regularity (viz napt. kapitola 7.6.5 knihy Andél, 2007), pak za
platnosti nulové hypotézy maji vechny tii vyse uvedené statistiky asymptoticky x2-rozdélenf
o p stupnich volnosti. Proti nulové hypotéze svédci velké hodnoty testovych statistik, tudiz zamitame
pokud pifslugnd testova statistika prekroéi (1 — a)-kvantil y?-rozdéleni o p stupnich volnosti.

Jednorozmérny parametr 6

Nutno Tict, ze v aplikacich se vySe uvedené testy pouzivaji nejcastéji pravé pro jednorozmérny
parametr. Davod je ten, ze v piipadé vicerozmérného parametru se malokdy clovék setka se situaci,
kdy je prirozené testovat cely tento parametr.

Pro test Hy : Ox = 6y proti alternativé Hy : 0x # 6y muZzeme tedy pouzit jeden z nésledujicich
testl
W, = n(é\n — 90)2 J (Walduav test),

2
i [0:(60)
nJ

LR, =2 (¢, (6,) — n(60)) (Test pomérem vérohodnosti).

(Rauv skoérovy test),

Za platnosti nulové hypotézy pak maji vSechny vyse uvedené testové statistiky (za platnosti jistych
piedpokladi regularity) asymptoticky y2-rozdéleni o 1 stupni volnosti.
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Jednostranné testy

Nékdy néds zajiméa spiSe jednostrannd hypotézy, tj. napiiklad Hg : 0x < g proti alternativé Hi :
Ox > 0p. V tomto pripadé je nejjednodussi vyuzit pfirozenou modifikace Waldova test, ktera vede
ke kritickému oboru

\/ﬁ (é\n - 90)\/} > Ul—q-

Priklad 83. Alternativni rozdéleni
Necht X = (X1,...,X,)T je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni, tj.

P(X;=1)=p, P(X;=0)=1-p.

(i) Sestavte Walduv test, Rauv skérovy test a test pomérem vérohodnosti pro test nulové hy-
potézy, ze p = pg proti oboustranné alternativé px # pg.

Piiklad 84. Poissonova rozdéleni
Nechf X = (X1,...,X,)T" je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni, tj.

AFe=A

=0,1,2,...

(i) Sestavte Walduv test, Rauv skérovy test a test pomérem vérohodnosti pro test nulové hy-
potézy, ze Ax = A proti oboustranné alternativé Ax # Ag.

Piiklad 85. Podminéné Poissonovo rozdéleni

Nasledujici tabulka zachycuje pocet trazii v dané tovarné béhem urcitého obdobi. Jelikoz se do
urazové evidence dostali pouze ti, ktefi meéli alesponn jeden uraz, tak pocet zameéstnancu, kteii
neméli zadny draz je neznamy.

Pocet drazu 1 2 3 4 5
Poéet zaméstnancu 2039 312 35 3 1

Predpoklddame, ze pocet trazi pro zameéstnance, ktery mél alespon jeden uraz se ¥idi rozdélenim

B 1 A=A
P S T

P(X, = k) k=1,2,3,...
(i) Odvodte asymptotické rozdéleni maximalné vérohodného odhadu parametru \.

(ii) Najdéte maximélné vérohodny odhad pravdépodobnosti, ze dany zaméstnanec nemd zadny
uraz a odvod'te asymptotické rozdéleni tohoto odhadu.

(iii) V minulém obdobi nemélo 75 % zaméstnancu béhem daného obdobi zadny traz. Muzeme fict,
ze 1 letosni data jsou v souladu s timto tvrzenim?

(iv) Jaky podil zaméstnancu bez trazu by byl v souladu s nasimi daty?
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Priklad 86. Exponencialni rozdéleni
Megjme ndhodny vybér Xy,..., X, z rozdéleni

e ™ >0,
0, jinak,

f(fv;/\)={

kde XA > 0.

(i) Sestavte Walduv test, Ratuv skérovy test a test pomérem vérohodnosti pro test nulové hy-
potézy, ze Ax = Ao proti oboustranné alternativé Ax # Ag.

Priklad 87. Geometrické rozdéleni
Uvazujme nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny X1, ..., X, z geometrického rozdéleni t;j.
P(X;=k)=p1l—-pF, k=0,1,2,...

kde p € (0,1) je nezndmy parametr.

(i) Sestavte Walduv test, Rauv skérovy test a test pomérem vérohodnosti pro test nulové hy-
potézy, ze px = po proti oboustranné alternativé px # po.

Priklad 88. Regrese v exponencialnim rozdéleni

Necht (X1,Y1) ", ..., (Xn, Y;) T jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory a podminéné rozdélen{
Y pii daném X je ddno hustotou

fyix(la; B) = Ba exp { — Bay} {y > 0},

kde 8 > 0 je nezndmy parametr. Dale predpoklddejme, ze hustota rozdéleni X (vzhledem k néjaké
o-kone¢né mife p) nezavisi na f.
(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad pro nezndmy parametr (3.

(ii) Sestavte Walduv test, Rauv skérovy test a test pomérem vérohodnosti pro nulovou hypotézu,
ze Bx = By proti oboustranné alternativé Bx # fo.

Priklad 89. Model jednoduché poissonovské regrese

Uvazujte, Ze pozorujete nezavislé stejné rozdélené nahodné vektory (X1, Y1)", ..., (X,,Y,)T, které

splnuji

A(X1)JF e X
k! ’

kde A(z) = exp{fz} a rozdéleni X; nezdvisi na nezndmém parametru f.

P(Y: = k| X1) = k=0,1,2,...,

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad pro parametrickou funkci e”.
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(ii) Sestavte Walduv test, Ratuv skérovy test a test pomérem vérohodnosti pro test nulové hy-
potézy, ze Bx = Py proti oboustranné alternativé Sx # Bo.

(iii) Sestavte interval spolehlivosti pro .

(iv) Sestavte interval spolehlivosti pro e”.

Priklad 90. Logistické rozdéleni

Nechf X1,..., X, je ndhodny vybér z logistického rozdéleni s hustotou
e—(CE—@)

f(z;0) = ma

x € R,

kde 6 € R.

(i) Sestavte Walduv test, Rauv skérovy test a test pomérem vérohodnosti pro test nulové hy-
potézy, ze Ox = Oy proti oboustranné alternativé x # 6.

Priklad 91. Normalni rozdéleni

Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z normélniho rozdéleni N(u, o2).

(i) Sestavte Walduv test, Rauv skérovy test a test pomérem vérohodnosti pro test nulové hy-
potézy, ze (p,0%)T = (0,1)T proti (u,0?)" # (0,1),

Priklad 92. Soucasny odhad obou parametri v lognormalnim rozdéleni

Nechf X1,..., X, je ndhodny vybér z lognormalniho rozdéleni s hustotou
1 _ (logz—p)?
o) = {ovm o5 2 >0
0, z <0.

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad 6, = (fin,52)T vektorového parametru 8 = (u,0%)7.

)

(i) Odvodte asymptotické rozdéleni odhadu z (i).

(iii) Sestavte asymptotickou konfidenéni mnozinu pro parametr 0y = (ux,0%)7.

(iv) Sestavte Walduv test, Rauv skérovy test a test pomérem vérohodnosti pro test nulové hy-
potézy, ze (ux,ox)" = (0,1)T proti (ux,ox)" # (0,1)7.
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Priklad 93. Model paraboly prochazejici pocatkem

Uvazujte, ze pozorujete nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory (X1,Y1)T, ..., (X,, Y,)T takové,
7e Y;| X; mé& normdln{ rozdéleni N(B1X; + 82X?, 1) a rozdéleni X; nezavisf na parametrech 81, Ba.

(i) Najdéte Rativ skérovy test nulové hypotézy Ho : (61,582)T = (0,0)7 proti alternativé, ze
Hy = (1, 2)" # (0,0)T.

Piiklad 94. Y|N je binomické

Uvazujme nezdvislé a stejné rozdélené nahodné vektory (Y1, N1)T,...,(Y,, Nu)' z diskrétniho
rozdéleni

. P
P(Yi =i, Ny =j) = <Z> p(L—p)y Aj;, :
proj=0,1,...,:=0,1,...,5a X >0.
(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad vektorového parametru (p, A)T.
(ii) Najdéte asymptotické rozdéleni odhadu z (i).
(iii) Sestavte Walduv test, Ratuv skérovy test a test pomérem vérohodnosti pro test nulové hy-
potézy, ze (px, Ax)" = (po, A\o) " proti oboustranné alternativé (px, Ax)" # (po, Ao) -
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10 Metoda maximalni vérohodnosti - asymptotické testy s rusivymi
parametry

Necht ndhodny vektor X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f(x;6) (vzhledem
k néjaké o-koneéné miie u), kde @ = (61,...,0,)" je nezndmy parametr a Oy je jeho skuteénd
hodnota. Casto je nasim cilem testovat nulovou hypotézu Hy : @x € ©q proti alternativé H; : 0 €
© \ O, kde O¢ je podmnozina parametrického prostoru ©. Test pomérem vérohodnosti pro tuto
situaci Ize psat ve tvaru R _

LR:L =2 (En(en) - En(en))7 (11)

kde 5n je maximéalné vérohodny odhad za nulové hypotézy, tj.

6,, = arg max £, ().
ISCHR

Za platnosti nulové hypotézy a predpokladu regularity plati, ze statistika LR} ma asymptoticky
x2-rozdéleni o stupnich volnosti dim(©) — dim(6y).
Za povsimnuti stoji také, ze na rozdil od testu uvedenych déle, test pomérem vérohodnosti nevyzaduje

odhad (a ani vypocet) Fisherovy informaéni matice.

V nésledujicim se zaméiime na specidlni piipad, kdy chceme testovat jenom ¢ slozek (1 < g < p)
vektoru 6. Pro jednoduchost budeme piedpokladat, ze se jedna o prvnich ¢ slozek vektoru 6 (jinak
si slozky muzeme preusporadat). Tyto slozky si oznacime jako 7. Zbylych p — ¢ slozek oznacime
jako 1 a budeme je oznacovat jako rusivé parametry. Tj. muzeme psat @ = (7,1)) a testujeme

Hy : Tx = T proti alternativé Hy : Tx # To, (12)

kde 1 miuze byt libovolné.

Oznacme 7, prvnich ¢ slozek maximalné vérohodného odhadu §n a uvédomme si, ze v tomto
pripadé lze maximalné vérohodny odhad za nulové hypotézy 8, psat ve tvaru

0, = (T0,%,), kde 4, =argmax/ly,(To, ).
P

Necht Uy, (1,%) = w a J je odhad Fisherovy informaén{ matice v jedné veli¢ing X1, ktery
je konzistentni za nulové hypotézy.

Pro testovani hypotéz (12) pak muzeme vyuzit test pomérem vérohodnosti (11) nebo néktery
z nasledujicich testu

~117-1
Wy =n (7, — To)T [JH} (Tn — T0), (Walduv test),
1 . ~
Ry = —UL0,)T U@,  (Raiv skorovy test),
kde J H je levy horni (g, q)—blok matice J - (tj. inverze odhadu Fisherovy informac¢ni matice).

Viechny testové statistiky maji za platnosti nulové hypotézy asymptoticky x2-rozdéleni o g stupnich
volnosti.

Jednorozmerné tx (tj. ¢ = 1). Casto je parametr, ktery chceme testovat jednorozmérny. V tomto

pripadé je pro Walduv test piirozené pouzivat testovou statistiku \/ﬁ\(;%_lm), kde J'1 je prvni
J
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~—1
diagonalni prvek matice J . Vyhodou této testové statistiky je, ze se da snadno vyuzit i pro
testovani jednostrannych hypotéz.

Odhad Fisherovy informacéni matice. Jako J se ve Waldové testu nejcastéji pouziva

~ ~ ~ 1 9%¢,(0
J=J(,) nebo J:——i(T)‘ .
n 0000' 10=6,
V Raové skérovém testu se pak nejcastéji pouziva
~ ~ ~ 1 0%¢,(0
J:J(Gn) nebo J:——7<T)‘ .

Podobné jako drive, tato volba je vyhodna v tom, ze k provedeni testu nemusime pocitat én (t]-
maximélné vérohodny odhad bez omezeni), ale sta¢i ndm spocitat 8,, (maximalné vérohodny odhad
zZa HO).

Piiklad 95. Normalni rozdéleni

Uvazujme nahodny vybér X1, ..., X, z normalniho rozdéleni N(y, 0?), kde oba parametry p € R
a 02 > 0 jsou neznamé. Pifslusnd hustota rozdéleni ma tvar

1 _ _ 2
f(z;p, 0%) = 5 2exp{ (:1; 2M) }, z € R.
T g

(i) Sestavte test pomérem vérohodnosti, Rauv skérovy test a Walduv test hypotézy Hy : p = po
proti alternativé Hy : p # po.

Priiklad 96. Lognormalni rozdéleni

Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z lognormalniho rozdéleni s hustotou
—1_ _ (logz—p)?

fmip,0%) = onvem eXp{ 207 } » >0,

0, z <0,

(i) Sestavte test pomérem vérohodnosti, Rauv skérovy test a Walduv test hypotézy Hp : = g
proti alternativé Hy : pu # po.

Piiklad 97. Y|N je binomické

Piedpokladejme, Ze nadhodny vyber (Y1, N1)T, ..., (Ys, Ny)T je generovan z diskrétniho rozdélent

. . J i G—i Me™* . . .
PYi=i,N1=j) = Z_p(l—p) e j=0,1,2,...;i=0,1,...,7.

(i) Sestavte test pomérem vérohodnosti, Rauv skérovy test a Walduv test hypotézy Hyp : p = po
proti alternativé Hy : p # po.
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Priiklad 98. Multinomické rozdéleni

Necht X71,..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory s multinomickym rozdélenim
Mults(1; p1, p2, p3, pa), kde

P(X1 = (21,22, 23,34)) = pi' - p3? - p5° - Py,
kde

x; € {0,1}, 0<p<l, 1=1,2,3,4
a plati, ze

T1+ T2 +x3+ 14 = 1, p1+p2+p3+ps=1

(i) Sestavte test pomérem vérohodnosti a Walduv test hypotézy Hy : p1 = i proti alternative
Hy:pi # %
(ii) Jak by vypadal test pomérem vérohodnosti pro nulovou hypotézu Hy : p1 = pa proti alterna-
tive Hy : p1 # pao?
(iii) Jak by vypadal test pomérem vérohodnosti pro nulovou hypotézu Hy : p3 = 1.1p; proti
alternativé Hy : p3 # 1.1p1?

Priklad 99. Multinomické rozdéleni

Nize uvedend tabulka zachycuje pocet zivé narozenych déti v CR v roce 2008 dle ctvrtleti.

Ctvrtleti 1 2 3 4
Pocet | 28737 30871 31915 28047

Na zdkladé testi odvozenych v piikladu 98 zodpovézte néasledujici otazky.

(i) Je udrzitelné tvrzeni, ze pravdépodobnost narozeni ditéte v prvnim ctvrtlet{ je %?

(ii) Je udrzitelné tvrzeni, ze pravdépodobnost narozeni ditéte v prvnim cétvrtleti je stejnd jako
pravdépodobnost narozeni ditéte ve druhém étvrtleti?

(iii) Je udrzitelné tvrzeni, ze pravdépodobnost narozeni ditéte ve tfetim ¢tvrtleti je o 10 procent
(tj. 1.1-krat) vétsi nez pravdépodobnost narozeni ditéte v prvnim ¢tvrtleti?

Priklad 100. Model linearni primky

Uvazujte, ze pozorujete nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory (X1,Y1)T, ..., (X,, Yn)T takové,
7e podminéné rozdéleni Y;|X; je normalni rozdéleni N(Bg + B1X;, 02) a X; mé rozdéleni s hustotou

fx (), kterd nezavisi na nezndmych parametrech g, 5 a 0.

(i) Najdéte test pomérem vérohodnosti nulové hypotézy Hy : 1 = 0 proti alternative, ze H :

p1 # 0.
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Priklad 101. Model jednoduché logistické regrese

Uvazujte, ze pozorujete nezavislé stejné rozdélené nahodné vektory (X1, Y1), ..., (X,,Y,)T, kde

exp{a + 8 X1} 1
PY1=1|X1) = P(Y1=0|X;) =
Y1 [ X1) 1+exp{a+ BX1} (Y1 =01x) 1+ exp{a+ X1}’

a rozdéleni X7 nezéavisi na neznamych parametrech « a .

(i) Sestavte test nulové hypotézy Hy : f = 0 proti alternativé, ze Hy : 5 # 0.
(ii) Spocitejte p-hodnotu na zdkladé dat v tabulce, kde X; je hmotnost a Y; je indikator, zda
dotyény ma vysoky tlak. Spocitejte také interval spolehlivosti pro parametr 5.

12 3 4 5 6 7 8 9 10
X; 70 8 76 59 92 102 65 87 73 102
Y, 1 1 0 0 1 11 0 1 1

Priklad 102. Regrese v exponencialnim rozdéleni

Necht ndhodny vybér (X1,Y1)T,..., (X,,Y,) " jsou nezévislé stejné rozdélené ndhodné vektory. Y;
za podminky X; = x ma exponencialni rozdéleni s hustotou

fY\X(y’xa «, 5) - A(057 /87 x) exp { - A(6“7 Bv .’L’) y} ]I{y > 0}7
kde Aa, B,2) = e*tP® a a, f jsou nezndmé parametry. Dale piedpokliadejme, ze rozdéleni X
nezavisi na parametrech « a (3.

(i) Sestavte test pomérem vérohodnosti, Rauv skérovy test a Walduv test hypotézy nulové hy-
potézy 8 = 0 proti oboustranné alternativé 5 # 0.

(ii) Sestavte dolni intervalovy odhad pro parametr 3.

(iii) Sestavte intervalovy odhad pro parametr § = e”.

Y maze v tomto pripadé napriklad znacit dobu do poruchy uréité soucastky a X maximdlni teplotu,
které bylo dosaZeno pri vyrobnim procesu této soucdstky. Povsimnéte si, Ze za nulové hypotézy jsou
X a'Y nezduislé.

Priklad 103. Test symetrie v tabulce 2x2

Necht ndhodny vybér (X1,Y1)T, ..., (X,,Y,) " jsou nezavislé ndhodné vektory z nasledujictho dvou-
rozmérného rozdéleni

P(X1=0,Y1 =0) =poo, P(X1=1,Y1=0)=po,
P(X1=0,Y1=1)=pon, PXi=1Y1=1)=pu,

kde poo + po1 + pio +p11 =1 a p;; € (0,1) pro viechna k,j € {0,1}.

(i) Sestavte test pomérem vérohodnosti nulové hypotézy Hy : pp1 = pio proti oboustranné alter-
native H1 tPo1 # P10-
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Priklad 104. Model poissonovské regrese

Uvazujte situaci jako v piikladu 80.

1) Sestavte Rauv skorovy test a Walduv test hypotézy Hp : 8 = proti alternative, ze Hy :

i) Sestavte Rauv ské v test a Walduv test hypotézy Hy : B = 04 ti alt tive, ze H
B #0,.

1 roved te test numericky pro data z (i1) z prikladu 80. Spoctéte také intervalovy odhad o

ii) P d t icky dat ii tikladu 80. Spoctéte také int lovy odhad
spolehlivosti 0.95 pro parametr (.
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11 Dalsi priklady na teorii maximalni vérohodnosti

Priklad 105. Minimalni zivotnost

Méjme nadhodny vybér Xi,..., X, z rozdéleni
Ae ™A >0,
€Tr) =
Ix(@) {O, jinak,
kde A > 0. Na zékladé znalosti pouze X (1) = mini<;<, X; najdéte maximalné vérohodny odhad

parametru A. Je tento odhad konzistentni?

Piiklad 106. Rovnomérné rozdéleni v R?

Uvazujte, ze pozorujete nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory (X1, Y1)T, ..., (X,,Y,)T z néjakého
rozdéleni F'.

(i) Odhadnéte parametr 6 za predpokladu, ze F' je rovnomérné rozdéleni na kruhu se stredem
v bodé (0,0) a polomérem 6.

(ii) Odhadnéte parametr @ za predpokladu, ze F' je rovnomérné rozdéleni na étverci (—6, 6)2.

Priklad 107. Odhad pravdépodobnosti narozeni chlapce

(A) Méjme nésledujici informaci o po¢tu chlapcu v rodindch s dvéma détmi.

pocet chlapcu k 0 1 2
pocet rodin n{”) | 42860 | 89213 | 47819

Odhadnéte pravdépodobnost narozeni chlapce v této populaci metodou maximélni vérohodnosti za
predpokladu, ze rozdéleni poctu chlapctu v rodiné se #idi binomickym rozdélenim.

(B) Jak se odhad zméni, méame-li k dispozici informaci o poctu chlapcu v rodindch s dvéma,
respektive s Sesti, détmi, a chceme vyuzit informaci o vSech dostupnych datech. Predpokladejte
opét, ze rozdéleni poctu chlapcu se fidi binomickym rozdélenim.

pocet chlapcu k 0 1 2 3 4 5 6
pocet rodin n{”) | 42860 | 89213 | 47819
pocet rodin n{” | 1096 | 6233 | 15700 | 22221 | 17332 | 7908 | 1579

Zformulujte model, sestavte vérohodnostni funkci a napiste, jak byste ji resili.

Pozn. Index {...}®) resp. {...}\9, znaci, zda se data tykaji rodin se dvéma, resp. Sesti, détmi.
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Andeél, J. (2007). Zdklady matematické statistiky. Matfyzpress, Praha.

12 Vysledky nékterych prikladu

Priklad 1

i) E(XY | X=2)= ggiﬁg, pro z € (0,1).

Priklad 2

€(1,2) aE(Y|X)=X.

ro ¢
log(3¢) = ) 2;’;?{%}:;1 pro t € (—o0,00) a E(Y |log (%)) = X.

Priklad 4

(i) E[911X —log(25) | Y] =911 (Y + 1) +log (%)

Priklad 5

(i) E(X+Y|X)=X+EY.

(i) E(X+Y|X) =X +E(Y|X).
(i) E(X [ X +Y) = X+Y
Piiklad 6

(i) E[Y|exp{X}] = X5EL.
(i) EY = 1.
(iii) var(Y) = 1.

Priklad 9
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Priklad 10

(ii) Jn(A) =%
(iii) %Z?:l X; je nestrannym odhadem parametrické funkce g(\) = 2\ a dosahuje dolni Raovy-
Cramérovy meze (tj. je eficientni).

(iv) Odhad (1 — %)Z?:l Xi nedosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

Priklad 12

() J(o) =3

[

(ii) J(0?) = 514.

Priklad 13

(i) Odhad S? nedosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze (dosahuje ji véak asymptoticky).

(ii) Odhad T;, dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

ii)
)

(iii) Odhad &, nedosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

(iv) ¢ = \/\i/izr(bil)) Odhad 7, nedosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze (dosahuje ji vSak asympto-
2
ticky).

Priklad 14

(iii) Systém hustot neni reguldrni.

Priklad 15

Odhad p,, je nestranny a dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

Priklad 16
(i) Odhad je nestranny pro ¢ = ﬁ
i1) Odhad nedosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.
(ii) j ¥ y
Priiklad 17

(ii) Odhad T3(X) nedosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze. Ta je v tomto pripadé é‘—i Nicméné
eficience (tj. podil Raovy-Cramérovy meze a rozptylu odhadu T5(X)) se blizi s rostoucim
rozsahem vybéru k jedné, viz nésledujici tabulka:

n 10 50 100 200 300
Eficience 0.918 0.983 0.992 0.996 0.997
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Priklad 18

1

- 0
() |7

0 g

(ii) Odhad dosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

(iii) Odhad nedosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

(iv) Odhad nedosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

Priklad 20

(i) Systém hustot neni reguldrni.

Priklad 22

204
ni+ng’

(ii) Odhad nedosahuje dolni Raovy-Cramérovy meze.

(i) Dolni Raova-Cramérova mez je

Priklad 24

(i) Pro p < 1 neni X, nejlepsi nestranny odhad parametru 6.

(ii) %(Yn +Y,) je nejlepsf nestranny odhad parametru 6.

Priklad 28

(i) X je postacujici.

(i) (IX1],-.-,|Xa]) " je postacujfct.

—

(iii) >°7 4 X; neni postacujici.
(v) ", X2 je postacujici.

(vi) 157" X2 je postacujici.

)
)
)
(iv) >, |X;i| neni postacujici.
)
)
(vii)

EL% S X2 XZ)T je postacujici.
Priklad 30

() S(X) = (0, X0 S, X2)
Priklad 34

(i) (Z?:l Xi, Z?:l Xz‘z)T

(ii) Statistika z (i) neni Uplna.
Priklad 37

.
(i) (X7 log(Xi), 320 log(1 — Xy))
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Priklad 38

(ii) Uvazte statistiku S% — S%.
Priklad 39
. n T
(i) (Zizl Xi’X(n))

Priklad 40

(iii) Ano.

x.(-1)

T eri?)

(iv

Priklad 42

(i) 15 Xn(1 - X5,).

n—1

Priklad 43
(i) Xn.
(i) (1—1)==%

n

Priklad 44
(iii) Neni, protoze neni funkei tiplné postacujici statistiky.
N 2 S2
(v) (X,)" — ==
Priklad 45

Viz Piiklad 7.57 z knihy Andél (2007).

Priklad 46

~

(i) 5n = minlgz‘gn Xi — nilk

Priklad 47

N Y o n—l
OS> wpe

20



Priklad 48

(i) Odhad 0, = 2X,, je sice nestranny, ale nenf nejleps{ nestranny.
(11) NT-H maxj<i<n Xl

(iii) Systém hustot neni regularni.

Priklad 49

. n n T
(i) T = (i) Xuis- s 2oy X(r—1)0)
(i) ﬁ D1 Xui Dig Xoi

Priklad 50

(i) P = Xn-
(ii) Dle Zehnaova principu invariance je maximélné vérohodnym odhadem p,(1 — p,) = Yn(l —
~ ~ ~ d
Xo)s Vn(Bn(1 = Pn) = p(1 = p)) —— N((0, (1 = 2p)°p(1 - p))
— p(1-p)

~ ~ ~ 1—2p)2p(1—

(iil) avar(p,) = B2, avar(pa(1—pn)) = (p)n#
dolnim mezim pro nejlepsi nestranné odhady.
Za povsimnuti vSak stoji, ze zatimco p,, prislusné dolni meze dosahuje, protoze je nestranny
a jeho skuteény (nikoliv pouze asymptoticky) rozptyl spliuje var(p,) = @, tak odhad
Dn(1 — D) neni ani nestranny.

Priklad 51

(i) Xn.
(ii) Maximalné vérohodny odhad je e=*», pficemz plati

V(e Xn —e) L N(0, A e 2,

iii) Nejlepsi nestranny odha a e jsou X, a (1 — 1)==1"" Dolni Raova-Cramérova mez
iii) Nejlepsi nest y odhady A A X 1 7112 1% Dolnf R C
odpovidd asymptotickému rozptylu odhad.

Priklad 52

N~ ~ d

(i) Pu(l = Bn) = gges VAPa(l = ) = p(L = p) —2= N(0, (1 = 2p)%*(1 - p))

n—oo

51

, coz odpovida ptrislusnym Raovym-Cramérovym



Priklad 54

(i) Maximalné vérohodnym odhadem je kterdkoliv hodnot z intervalu

( max X; —
1<i<n

2,1mln X; + )

(ii) Odhad z (i) je konzistentni, nebot max;<;<n X; P, 9—1—% aming<ij<p Xj N 9—% pron — oo.

Priklad 55

—~

(l) Mn = maxlgign X,L

(ii) Je tfeba dokazovat z definice.

Priklad 56

~ 7'L

i=1"4

Priklad 58

(i) Viz Pfl’klad 7.99 z knihy Andél (2007)

(ii) J(0) = 5> + EX%log*(X (1+ [5° y?log?(y) e ¥dy).
Priklad 59

(i) Viz Pifklad 7.96 z knihy Andal (2007).

(i) v (0, —6) <5 N(0,3).
Priklad 60

(i)

Priklad 61

(i) Maximélné vérohodny odhad je dén imlicitné jako Feeni rovnice Y ;| X;(V; — ePnX ) Lo.
(ii) J(B) = E X2ePX.

Priklad 62

(i) x/ﬁ(pn —pX) R N(o, B(1—2p))
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Priklad 63

(i) Viz Piiklad 7.57 z knihy Andél (2007).

Priklad 64

Y ~ A ~ n ~ T
(i) 0n = (fin,05)" = (Xna% i1 (Xi — Xn)Q) :

(i)
[in K d 0 0'27 0
al(3)- () () 670)
(iii) Asymptoticky in‘Eerval spolehlivosti na zakladé obecné teorie maximalné vérohodnych odhadu
je (Xn F ul_\"/; 7). Piesny interval spolehlivosti pak je (X, F %), kde S2 =
L (X = X = 2

(iv) "

V(i + o B (4 10.0)) — N(0,02(1 4 e,

piicemz asymptoticky rozptyl o%(1 + u?_,/2) predstavuje dolni Raovu-Cramérovu mez pro
odhad parametrické funkce g(u,02) = p + uq 0.

Priklad 65

Polozme Y; = log X;.

. 7y ~ ~ X7 n X~ T
(i) On = (10,52 = (Y, 2 X7, (Vi = V)2) "

(i)
(3 (4)) = 0)-(m)

(iii) Asymptoticks konfidenéni mnozina pro parametr 8 = (u,0%)7 je

~ 2 2 ~232
{(u,az)eRxR+:n(M62“") +n(02320”) Sx%(l—a)}
n n

(iv) (X, — “=20n o)

/n

Priklad 66

(i) (gn7/):n) = (minlgién X; %)

v p
Xp—mini <<, X;

(ii) Odhad je (slabé) konzistentni.

Priklad 67

. ~ 7T . T
(1) (an, bn)T = (mlnlgign XZ‘, rnaxlgign Xz) .

(ii) Odhad z (i) je konzistentni.
(iii) limp—e0 P(n (b —b) < z) = exp{z%} pro z < 0. Pro z > 0 je tato pravdépodobnost 1. Tedy

n (by, —b) —— =Y, kde Y mé exponencialni rozdéleni s parametrem ;.
n—oo
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Priklad 68

(i) p,, = Xp. (Pozor, verohodnost nelze maximalizovat standardné. Model je pfeparametrizovany,
nebotpKzl—Zk 1 pk)

(ii) Piimo z centrélni limitni{ véty : v/n(p,, — p) 4, Ng (0x, diag(p) — pp")
n—oo
Priklad 69
Na data muzeme nahlizet jako na realizaci ndhodného vektoru s multinomickym rozdélenim X =
Mults(n;p,q,1 — p — q), kde X; je pocet dvojcat, kdy se narodili dva chlapci, ...Maximalné

vérohodnym odhadem parametrické funkce 1 +2 je 1 Jj) ,kde p, = <L a @, = 2. 7 centralni
limitni véty mame

~ 1_ B
AB-0) = ea
n q) | noo 0"\ =pq, (1 -q)
Déle pak pomoci A-metody odvodime asymptotické rozdéleni ndhodné veli¢iny

Vn (1+?3§i§n - lfpp—q)

a této znalosti vyuzijeme pro konstrukei intervalu spolehlivosti pro 3 fppiq.
Priklad 70
(i)
~ Y, 1
An )\n T _ Zl 1 Nl
(p ’ ) <Zz 1 N n z; )
Priiklad 72
exp{B" X} xT171).
(i) \F(ﬁ 5)K>N (0p, [EWX’LXZ'] );
(ii) (ﬂnl F U_q /2\/ ) kde J1! je prvni diagondlni prvek matice
n ~T 1
[1 exp{ﬁﬁfi} x; xT| .
(1+ exp{B, Xi})?
Vsimnéte si, ze jako odhad Fisherovy informaéni matice J(3) = E 2B "X} X, X]

N (14+exp{BT X;})?
nemuzeme vzit J(3,), protoze nezname rozdéleni X; a tudiz potfebnou stfedni hodnotu
neumime spocitat.

Priklad 73

~ —\T
() (Brri) " = (5500 %K) a platd

Al - Q=00 2)



( )f((’ —6) = N(0,62).
O, —

Ui — a/20 ulfa/29n

i) ( S O + 5L ).
(1v) Ano (je nestranny a je funkei iplné postacujici statistiky).

Priklad 74

(i) Test mé kriticky obor > 7" ; X; > ¢, kde jako ¢ lze vzit 1 — o kvantil rozdéleni Po(n)).
Test nezavisi na volbé A1 z ¢ehoz se da vyvodit, ze je to nejlepsi test Hy : Ax = Ao proti
Hi:Ax > Ao

(i) V tomto pfipadé mé test kriticky obor Y ;" | X; <.

(iii) A\, = X, a test m4 kriticky obor

Vi An = Aol
~ -t >
o Z Ul—a/2

(iv) 2[ = n(Xn — do) + X1y Xilog(X2)] > x3(1 - a)

Priklad 75

(i) Test mé kriticky obor Y ; X; > ¢, kde jako ¢ lze vzit 1 — a kvantil rozdéleni Bi(n, p).
Test nezavisi na volbé p; z ¢ehoz se da vyvodit, Ze je to nejlepsi test Hy : px = po proti
Hy : px > po.
(i) V tomto pfipadé mé test kriticky obor Y ;" | X; <.
(iii) p, = X, a test ma kriticky obor

\/> |pn p0|

po(1 —po)

(iv) 2 [ > iy Xilog (%) +(n =370, Xi)log (

=00)] > \3(1 - a).

Priklad 77

. 52 ~ - -

() nlog (Z}) > x3(1 - a), kde 32 = T, (X — X)? 0 32 = £ S0, (X, — o)™
.. o o2 2

(ii) nlog (%) + n(a—’g -1) > xi(l—«a)

cos 0'2 n X’L_

(it}) n[log (1) — 1] + ==5700 > 31— a)

Priklad 79

Lze fesit pomoci y2-testu dobré shody pro multinomické rozdéleni s odhadnutymi parametry (viz
NMSA331), kde odhadnuty parametr odpovidd odhadu za nulové hypotézy.

Test pomérem vérohodnosti bude mit kriticky obor

3
LR, =

) > X%(l - Oé),

G
Pi(0n)
k=1
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kde pro k € {1,...,3} je o = % maximalné vérohodny odhad (bez predpokladu platnosti Hy)

Daéle
(p1(Bn), P2(02), p3(8:))T = (62,20,(1 — 6,), (1 — 6,)?) ",

kde én = %, je odhad za predpokladu platnosti Hy.

Priklad 80

(i) Test ma kriticky obor
LR, = z{ S [Yil@n + Br Xs) — e5PXi] — 37 [Vidt, — o] } > (1 - a),
i=1 =1

kde (%") je maximéalné vérohodné odhad bez omezeni a dostaneme jej jako numerické feseni
soustavy (¢ + 1) rovnic o (¢ + 1) nezndmych

n —~ ~T
> i e <,
i=1

n T
> [V — et N X =0,
=1

Déle a,, = log Y, je odhad za nulové hypotézy, ktery maximalizuje log-vérohodnost Hy, tj.
lo(0) = ad> " Y; —nexp{a} + ¢, kde ¢ je ¢len, ktery nezévisi na a.

(ii) Hodnota testové statistiky a pfislusnd asymptotickd p-hodnota:

test. stat. p-hodnota
LR} 11.2101 0.0037

Priklad 81

Lze fesit pomoci x2-testu dobré shody pro multinomické rozdéleni s odhadnutymi parametry (viz
NMSA331), kde odhadnuty parametr odpovidd odhadu za nulové hypotézy.

Vzhledem k malym poéttum si nejdfive slou¢ime posledni tii sloupecky. Necht X pro k € {0,...,3}
znadi pocet piipadu, ze ve sboru v daném roce bylo pravé k umrti (v pfipadé k = 3 je to 3 nebo
vice) v dusledku kopnuti koné.

Test pomérem vérohodnosti bude mit kriticky obor

3
LR, =2 Xy log (2= > x3(1 - a),
k=0

kde pro k € {0,...,3} je pr = % maximalné vérohodny odhad (bez pfedpokladu platnosti Hp).
Odhad za nulové hypotézy pak ma tvar

~ ~ T T Y —3n X2a—X i
7)\77‘ by An Me n >\J An
(po()\n), cee 7p3()\n)> = (e ) nel! ST § nej! )7
Jj=3

kde \,, Tesi rovnici




Priklad 82

Oznacme njj;, piislusnou cetnost na (j, k) misté kontingenéni tabulky a N = Z?:l Zi:l Nk
(i) Testova statistika testu pomérem vérohodnosti mé tvar
4 4 ~
_ bj
LRN =2 Z ank; log (17;*:),
j=1k=1
kde pjr, = 4¢ a pjr, = "It Kriticky obor pak je
LRy > x2(1 — ).
Lze také fesit klasickym x? testem nezévislosti.
(ii) Test pomérem vérohodnosti bude mit kriticky obor
LRy > x2(1 — ).

kde LRy je jako vyse, nicméné odhad za nulové hypotézy ma tvar p;, = Dkt

Priklad 83

(i) Max. vér. odhad je D, = X,.
W, — n(Pn — po)* _ <\/ﬁ(ﬁn — Po) >2’

Pn(1—Dn) Pn(1 — Dn)
. \/ﬁ(ﬁn _pO) 2
fon = < po(1 —Po)) ’

LR, = 2[in10ggg ¥ (n le) log ;;g;;}
=1 i

Priklad 84

(i) Max. vér. odhad je An = Xn.
W~ 2On =20 <w€<xn—xo>>{

An X,
P (ﬁ(in—m)?
n \/)\70 bl
LR, = 2[2Xilog’/\\g —n(An —)\0)].
=1

Priklad 85

Model: X1,...,X, je ndhodny vybér z diskrétniho rozdéleni, pro které plati:
1 AFe=A

PO =k) =T =~

k=1,2,3,...

~ ~

(i) A, fesf rovnici X,, = —22— (tu je v praxi tfeba fesit numericky). Tento odhad m4 asympto-
e~ An

1—

tické rozdélent v/n(A, — A) 5 N(0,0%), kde 0*(A) = 250

o7



Priklad 86

~

(i) Max. vér. odhad je A\, = %n
W n(Xn: Mo)? _ (ﬁ@n - )\0)>2
A2 An ’
&l<¢m&—m»2
Ao ’

Nulovou hypotézu zamitdme, pokud dand testova statistika je vétsf (nebo rovna) nez x?(1—a).

Priklad 87

1

(i) Max. vér. odhad je p, =

1+X, "
n(Pn po)2
Wy, =———""+
ﬁ%(l _pn)
n i1 Xi\2
Ez(*—%éo)wﬁkmw

Po
LRn—2[nlog +ZXlog1 ]

Priklad 88
(1) B: %Zz 11YX'
n (B\n - BO)2
B2
R 2
Ro= (=Y XiYi) 5]
i=1

LR, =2 [nlog %Z — ZXiYi (//B\n - 50)] .
i=1

Wy, =

Priklad 90
(i) Jednoznacnost a existence maximalné vérohodného odhadu, viz Piiklad 7.96 z knihy Andél
(2007). J(0) = 1.

n (é\n - 00)2
3

09—X; 2
(n - Z?:l 12fego—;(i)

W, =

R, =

w3

LR, =2n (6, — 6) 4210g<ij:e:2 )
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Za povsimnuti stoji, ze pro Rauv skérovy test nepotfebujeme spocitat @L (ktery je ddn impli-
citné jako feSen{ nelinedrni rovnice), tudiz jej zvladneme provést i bez numerického softwaru.
Priklad 91
(i) Maximalné vérohodné odhady jsou i, = X, a 02 = 1 37 (X, — X,,)°.

~ n(fy,—0)?  n(o2—1)>

2
"X norx2_1])2
R, = (Zz_l Z) + (Zz_l [2 i ]) > X%(l _ a)’
n n

[\U) \v)
—~
—_
|
Q
~—

n
LR, = —nlogoy + > (X} —1) > x
1=1

Priklad 95

o2 =1%" (X;—X,)? je maximélné vérohodny odhad o2 (bez omezenf) a 52 = L 37 | (X;— p1g)*

n T n
je maximéalné vérohodny odhad za Hj.

(i) LR, = nlog Zy, Wy = "Xum0) e — nXn o),

o
Ve viech pifpadech zamitdme, pokud je testovd statistika > y3(1 — ).

Priklad 96

(i) Jako v 95, pouze misto X; je vSude log Xj;.

Priklad 98

Oznacme Yy, = > | Xy, pro k € {1,...,4}. Potom maximélné vérohodny odhad (bez omezeni) je
~ ~ \T T
b, = (pnly"'7pn4) = (%77%) .

Asymptotické rozdéleni ziskdme piimo pomoci centralni limitni véty (rozmyslete si, pro¢ by nebylo
vhodné pouzivat obecny vysledek pro maximélné vérohodny odhad).

Test pomérem vérohodnosti ma ve vSech pripadech tvar

4

LR; = QZXk log (%) > 21— a).
k=1

(i) Odhad parametru p za nulové hypotézy pro test pomérem vérohodnosti bude:

(P ]34)T: (1 3Ys 3Y3 3Ya )T
o e 4742%:25/19742?:2“6742%:21@

Waldtv test mé kriticky obor

> Ul—a/2

‘ v (Pin — §)

ﬁln(l - ﬁln)
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ii) Odhad parametru p za nulové hypotézy pro test pomérem vérohodnosti bude:
P p

T
~ ~ T Yi+Y- Y+Y -~
(pnh s apn4) = ( lgn 2, 5n 2 Pn3s pn4 .

Jiny asymptoticky test by Sel také sestavit pomoci metody predstavené v céasti ,,Odhady
parametru multinomického rozdéleni* v kurzu NMSA331.

(iii) Odhad parametru p za nulové hypotézy pro test pomérem vérohodnosti bude:
T
~ _ \T ~  LIY14Y3) ~
(pnla ce 7pn4) = <Y21T3:3 » Pn2, (Qin 3) 7pn4) .

Jiny asymptoticky test by Sel také sestavit pomoci metody predstavené v casti ,,Odhady
parametri multinomického rozdéleni“ v kurzu NMSA331.

Priklad 100

Maximélné vérohodné odhady (bez omezeni) jsou B\l = Zy:i(ff(?ﬂ%i;f"), B\o =
i=1(A24 n

G2 =13 (Y- Bo— B Xi)2.
Maximélné vérohodné odhady za nulové hypotézy pak jsou By = Y, a 62 = %Z?:l(y; - 50)2.

- lyna

(i) LR; =nlogZ > \3(1 - a),

Q)‘

Priklad 101

Maximélné vérohodny odhad ( bez omezeni dostaneme jako numerické feSeni soustavy 2 rovnic

/BTL)
0 2 nezndmych

Z [Yz __exp{a+BX;} ] —0,

I+exp{a+B X;}

> Xi[vi- rniaEy] =0

Pro dana data vychézi (Qln, En)T = (—3.599,0.056)

Déle a,, = log ( ) je maximélné vérohodny odhad za nulové hypotézy (ze 8 = 0).

Dale jelikoz nezndme rozdéleni X ;, tak k odhadu Fisherovu informaéni matice vyuzijeme empirickou
Fisherovu informaéni matici
1 Zn exp{a+8X;} 1 Zn X; exp{a+8X;}
n £<i=1 (1+exp{a+B8X;})?’ n £<i=1 ( 1+exp{a+,3X DE
(a 6) n X; exp{a+8X;} 1 n X2 exp{a+B X;}
=¥ 7 2iml (oot A X2

=1 (I+exp{a+8 Xi})*
5 2 ~ ~ ~
(i) Wi = (%) , kde J?2(@n, Bn) je (2,2) prvek inverze matice J(an, Bn).
]j;‘l = Ly XY - li’;n)fﬁQ(&n,O), kde J?2(dy,0) je (2,2)-prvek inverze matice
J(ap,0).

(ii) Asymptoticky interval spolehlivosti pro 3 je

~ 722 722(5. 3
<5n*u1—a/2 7J (@b B+ g R (%"’B"))-

Numericky to pro dand data pro a = 0.05 pak vychézi (—0.055,0.168).
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test. stat. p-hodnota

LR;, 1.14 0.29
Ry 1.08 0.30
Wy 0.98 0.32
Priklad 103
(i) Jedna se o specidlni piipad piikladu 82.
Priklad 104
Maximalné vérohodny odhad (bez omezeni) (g") dostaneme jako numerické feseni soustavy (g +

1) rovnic o (g+1) stejné jako v piikladu 80. Stejr?é tak odhad za nulové hypotézy a,,. Déale k odhadu
Fisherovu informaé¢n{ matice vyuzijeme empirickou Fisherovu informaéni matici (nebotf nezndme
rozdéleni X ;)

Ty . Ty .
1 S e tB XZ, %Z:}Zl XZTea-‘rfl X; )

j(a,ﬁ): n il T x . T x .
%Z?ZIXZ. a8 X17 %Z?:l XZ.XiTeaJrB X;

: * 3 Tr322 5 \1-1/5 ~22 o~ .
(i) Wi =n(B8, — 0q) [;I (Gn, Bn)] 1(571 —0,) > xo(1 — @), kde J (@, B,,) je (2,2) blok
inverze matice J(an, 3,,)-
* n a Tr3 ~ n a 322 A
R = % (Zi:l X,;(Y;—e "))A[J (an,Oq)] (Zi:l X;(Y;i—e ")) > Xg(l—a), kde J (i, B3,,)
je (2,2) blok inverze matice J (o, 0y).

22

(ii) Hodnoty testovych statistik a pfislusnd asymptotickd p-hodnota:

test. stat. p-hodnota
wr 8.9064 0.0028
Ry 10.9358 0.0009

Asymptoticky intervalovy odhad pro parametr 5y je

(/gnl —Ul—qa/2V 825151)7 Bnl T UI—a/2 @»

kde 52(31) je (2,2)-prvek inverze matice J (&n,fﬂn). Numericky to v daném piikladé pro
a = 0.05 vychazi (—0.752,1.771).
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