
5. cvičeńı
Šikmost, špičatost, Čebyševova nerovnost, př́ıklady spojitých a diskrétńıch

rozděleńı

1. Háźıme šestistěnnou hraćı kostkou. X necht’ označuje, kolik hod̊u předcházelo, než padla
jednička.

(a) Určete P(X = k) pro k = 0, 1, 2, . . . O jaké se jedná rozděleńı?

(b) Určete pravděpodobnost, že k hozeńı jedničky budete potřebovat méně než 7 hod̊u.

(c) Určete EX a VarX.

(d) Porovnejte E 1
1+X a 1

1+EX .

(e) Necht’ Y znač́ı počet
”
neúspěšných“ hod̊u než padlo n jedniček. Určete P(Y = k) pro

k = 0, 1, 2, . . .

2. Množstv́ı nápoje v p̊ullitrových plechovkách má normálńı rozděleńı se středńı hodnotou 5 dl a
rozptylem 0,04 dl2. Určete pravděpodobnost, že množstv́ı nápoje v náhodně vybrané plechovce
je v intervalu (4,78; 5,19) decilitru.

3. Doba opravy televizoru má rozděleńı s hustotou

f(x) =
{ λ e−λx, x > 0,

0, jinak,

kde x představuje čas v minutách.

(a) Určete parametr λ, jestliže v́ıte, že do 60 minut je opraveno 30 % televizor̊u.

(b) Určete šikmost a špičatost tohoto rozděleńı.

(c) Spočtěte E eX .

4. Ověřte, že rozděleńı z př́ıkladu 3 je
”
bez paměti“, tj. plat́ı

P
(
X > x+ y |X > y

)
= P

(
X > x

)
, pro všechna x, y > 0.

5. Náhodná veličina X má rozděleńı dané hustotou

f(x) =
{ 2x, x ∈ (0, 1),

0, jinak.

Určete středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny Y = 1 + 2√
X

.

6. Hod́ıme tiśıckrát šestistěnnou kostkou a X znač́ı součet č́ısel které padly ve všech hodech.
Pomoćı Čebyševovy nerovnosti dokažte, že P

[
X ∈ [3200, 3800]

]
≥ 0,95.

7. Rozhodněte, zda může existovat náhodná veličina X taková, že

P
[
EX − 2

√
VarX ≤ X ≤ EX + 2

√
VarX

]
<

1

2
.

8. Krajta naklade N vaj́ıček, kde N je náhodná veličina s Poissonovým rozděleńım Po(λ), tj.

P[N = k] =
λk e−λ

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

Pravděpodobnost, že se z vaj́ıčka vyĺıhne živá krajtička, je p ∈ (0, 1) a vyĺıhnut́ıch živých
krajtiček z r̊uzných vaj́ıček jsou nezávislé jevy.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že se vyĺıhne právě k krajtiček?

(b) Jaký je očekávaný počet vyĺıhnutých krajtiček?

(c) Jaké je rozděleńı N , jestliže v́ıme, že se vyĺıhlo k krajtiček?
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Opakováńı z přednášky

Momenty:

• µ′k = EXk se nazývá k-tý moment náhodné veličiny X (typicky je k přirozené, ale nemuśı
to tak nutně být)

• µk = E (X − EX)k se nazývá k-tý centrálńı moment náhodné veličiny X

• E |X|k se nazývá k-tý absolutńı moment náhodné veličiny X

Středńı hodnota EX náhodné veličiny X je jej́ı prvńı moment. Plat́ı

E
(
a+ bX + c Y

)
= a+ bEX + cEY.

Rozptyl VarX náhodné veličiny X je jej́ı druhý centrálńı moment, tj. VarX = E (X − EX)2.
Rozptyl se může také značit σ2X nebo σ2. Plat́ı Var

(
a+ bX

)
= b2 VarX.

Pro nezávislé náhodné veličiny X1, . . . , Xn pak plat́ı: Var
(∑n

i=1Xi

)
=
∑n

i=1 Var (Xi)

Šikmost γ3 náhodné veličiny X je definována jako γ3 = µ3/σ
3.

Špičatost γ4 náhodné veličiny X je definována jako γ4 = µ4/σ
4.

Jensenova nerovnost: Necht’ X je náhodná veličina s hodnotami v intervalu I ⊆ R (může být
nekonečný), tj. P[X ∈ I] = 1. Necht’ g je [neostře] konvexńı funkce na I taková, že existuje E g(X).
Pak

E g(X) ≥ g(EX)

a rovnost nastává právě když g(x) = a+ bx nebo X je konstanta.

Markovova nerovnost: Necht’ X je náhodná veličina a r > 0. Pak pro libovolné ε > 0

P
[
|X| ≥ ε

]
≤ E |X|r

εr
.

Čebyševova nerovnost: Necht’ X je náhodná veličina s konečnou středńı hodnotou. Pak pro
libovolné ε > 0 plat́ı

P
[
|X − EX| ≥ ε

]
≤ VarX

ε2
.

Při výpočtech moment̊u se někdy hod́ı použ́ıvat tzv. gama funkci, která je pro p > 0 definovaná
jako

Γ(p) =

∫ ∞
0

xp−1 e−x dx.

Plat́ı

• Γ(p+ 1) = pΓ(p). Speciálně, je-li n ∈ N, pak Γ(n) = (n− 1)!,

• Γ(1/2) =
√
π,

• pro libovolné a > 0 plat́ı ∫ ∞
0

xp−1 e−ax dx =
Γ(p)

ap
.
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