
12. cvičeńı
Opakováńı a doplňky

1. Necht’ X je náhodná veličina se spojitou rostoućı distribučńı funkćı FX . Spoč́ıtejte
distribučńı funkci náhodné veličiny Y = FX(X). O jaké rozděleńı se jedná?

2. Hustota náhodného vektoru (X,Y, Z)T je

f(x, y, z) =

{
cx3y2z pro 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ z ≤ xy,
0 jinak.

Najděte konstantu c a hustotu podvektoru (X,Y ). Rozhodněte o nezávislosti X,Y, Z.

3. Náhodná veličina T má exponenciálńı rozděleńı s intensitou λ. Podmı́něné rozděleńı
veličiny N za podmı́nky T = t je Poissonovo s parametrem t, tedy

P(N = k |T = t) =
tk

k!
e−t, k = 0, 1, . . .

Najděte rozděleńı veličiny N .

4. X,Y jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım s týmž parame-
trem λ.

(a) Určete středńı hodnoty E (X + Y ) a E
(
X/(X + Y )

)
.

(b) Dokažte, že náhodné veličiny X + Y a X/(X + Y ) jsou nezávislé.

(c) Spoč́ıtejte E (X|X + Y ).

(d) Spoč́ıtejte E min(X,Y ).

5. Necht’ má náhodná veličina X normálńı rozděleńı N(1, 4).

(a) Pomoćı tabulek určete P(X < 1), P(X > 5) a P
(
|X| < 2

)
.

(b) Určete nejmenš́ı u, pro které X lež́ı v intervalu (1− u, 1 + u) s pravděpodobnost́ı
alespoň 0,95.

6. Necht’ X1, X2, . . . jsou nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım N(µ, σ2).

(a) Jaké je rozděleńı Xn?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že pr̊uměr Xn bude menš́ı než středńı hodnota µ?

(c) Necht’ µ = 1 a σ2 = 4. Jak velké n je třeba zvolit, abychom měli zaručeno, že
pr̊uměr Xn bude kladné č́ıslo s pravděpodobnost́ı alespoň 0,99?

7. Necht’X1, . . . , Xn jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s normovaným normálńım
rozděleńım N(0, 1). Označme Zn =

∑n
i=1X

2
i . Spočtěte středńı hodnotu EZn a rozptyl

Var (Zn). Jak se nazývá rozděleńı veličiny Zn? (Znáte z přednášky.)
Návod: Pro výpočet rozptylu využijte toho, že EX4 = 3 pro X ∼ N(0, 1).
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Normálńı rozděleńı. Normálńı rozděleńı N(µ, σ2) má hustotu

f(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
, x ∈ R, (1)

kde µ ∈ R a σ2 > 0 jsou parametry. Je-li µ = 0 a σ2 = 1, tj. f(x) = 1√
2π

exp{−x2/2}, pak se

toto rozděleńı nazývá standardizované (normované) normálńı rozděleńı a znač́ı se N(0, 1).

• Distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1) se znač́ı jako Φ, tj. Φ(x) =
∫ x
−∞

1√
2π

exp{−t2/2} dt.

Tento určitý integrál je možné spoč́ıtat jen numericky, a proto hodnoty funkce Φ nalezneme
v tabulkách. Ze symetrie plat́ı

Φ(x) + Φ(−x) = 1, pro všechna x ∈ R. (2)

Pro obecné N(µ, σ2) se potom distribučńı funkce F (x) spočte jako F (x) = Φ
(x−µ

σ

)
.

• Je-li X ∼ N(µ, σ2), pak EX = µ a VarX = σ2.

• Je-li X ∼ N(µ, σ2) a a, b ∈ R, a 6= 0, pak aX + b má normálńı rozděleńı N(aµ+ b, a2σ2).

• Jsou-li X,Y nezávislé normálně rozdělené a a, b ∈ R, pak aX + bY má normálńı rozděleńı
(s př́ıslušnými parametry).

• Má-li (X,Y )′ sdružené dvourozměrné normálńı rozděleńı, pak má aX + bY normálńı
rozděleńı (s př́ıslušnými parametry).
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