
Teorie mı́ry a integrálu
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1 Úvod

Připomenut́ı: Riemann̊uv Newton̊uv integrál, geometrický význam plochy pod
grafem

Ne všechny funkce jsou ”integrovatelné”, ne všechny množiny ”měřitelné”
Obecná konstrukce: nejprve mı́ra (množinová funkce), z ńı je odvozen in-

tegrál (aproximace po částech konstantńımi funkcemi).
Vlastnosti, které chceme po ”mı́̌re”:

(1) µ(∅) = 0, µ(A) ≥ 0 ∀A,

(2) µ(
⋃

n An) =
∑

n µ(An) pro po dvou disjunktńı množiny A1, A2, . . ..

Problém - které množiny jsou ”měřitelné”, neboli Dµ =?

Př́ıklad: Neexistuje µ : P(R) → [0,∞] splňuj́ıćı (1), (2) a

(3) µ(I) = délka(I) pro každý interval I,

(4) µ(A+ x) = µ(A), A ⊂ R, x ∈ R.

Důkaz: Předpokládejme pro spor, že takové zobrazeńı µ existuje. Uvažujme
ekvivalenci na R

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q.

Množina A ⊂ [0, 1] necht’ obsahuje právě jeden prvek z každé tř́ıdy ekvivalence
∼ (použ́ıváme axiom výběru!). Bud’ dále Q ∩ [−1, 1] = {q1, q2, . . . } oč́ıslováńı
racionálńıch č́ısel v intervalu [−1, 1]. Nyńı plat́ı:

(a)
⋃∞

i=1(A + qi) ⊃ [0, 1] (protože pro každý x ∈ [0, 1] existuje a ∈ A takové,
že x− a ∈ Q ∩ [−1, 1], tedy x− a = qi pro nějaké i, čili x ∈ A+ qi),

(b)
⋃∞

i=1(A+ qi) ⊂ [−1, 2],

(c) množiny A + qi jsou po dvou disjunktńı (i = 1, 2, . . . ) (kdyby ne, pak by
A obsahovala dva ekvivalentńı prvky).
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Z (2), (4) a (c) plyne, že µ(
⋃∞

i=1(A + qi)) = ∞ jakmile µ(A) > 0, což by bylo
v rozporu s (b). Muśı tedy být µ(A) = 0. Pak ale i µ(

⋃∞
i=1(A + qi)) = 0, což

podle (a) a (3) znamená 0 > µ([0, 1]) = 1, tedy spor. �

2 Prostor s mı́rou

Bud’X libovolná neprázdná množina. Symbolem P(X) = {A : A ⊂ X} znač́ıme
potenčńı množinu množiny X.

Definice 2.1 A ⊂ P(X) je σ-algebra na X, jestliže

(i) ∅, X ∈ A;

(ii) A ∈ A =⇒ X \A ∈ A;

(iii) Ai ∈ A, i ∈ N =⇒
⋃

i Ai ∈ A.

A ⊂ P(X) je algebra, splňuje-li (1), (2) a

(iii’) A,B ∈ A =⇒ A ∪B ∈ A.

Pozn.: Algebra je uzavřená na konečné množinové operace (pr̊unik, sjedno-
ceńı, rozd́ıl), σ-algebra na spočetné množinové operace.

Př́ıklady:

• {∅, X}, P(X) jsou σ-algebry na X.

• A = {∅, {1}, {2, 3}, {1, 2, 3}} je σ-algebra na X = {1, 2, 3}.

• A = {A ⊂ N : A konečná nebo N \ A konečná} je algebra na N, ale neńı
to σ-algebra.

Věta 2.1 Bud’te Aα : α ∈ I σ-algebry na množině X, přitom I je libovolná
indexová množina. Pak

⋂

α∈I Aα je σ-algebra na X.

Důkaz: Plyne jednoduše z definice. �

Důsledek 2.2 Pro libovolný množinový systém S ⊂ P(X) existuje nejmenš́ı
σ-algebra σS obsahuj́ıćı S.

Důkaz: Položme

σS :=
⋂

{A ⊂ P(X) : S ⊂ A, A je σ-algebra}.

�

Definice 2.2 Bud’ (X, ρ) metrický prostor a G systém všech otevřených pod-
množin X. Pak B(X) := σG nazýváme borelovskou σ-algebrou na X.
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Př́ıklad: Následuj́ıćı množinové systémy spadaj́ı do borelovské σ-algebry:

• F - systém uzavřených množin

• Gδ - spočetné pr̊uniky otevřených množin

• Fσ - spočetná sjednoceńı uzavřených množin

• Gδσ - spočetná sjednoceńı množin z Gδ

• . . .

Pozn.: Je obt́ıžné popsat tř́ıdu borelovských množin konstruktivně (je třeba
transfinitńı indukce).

Pozn.: Ne všechny množiny jsou borelovské. Plat́ı dokonce

cardB(R) = c < 2c = cardP(R),

tedy neborelovských podmnožin R je v́ıce než borelovských.

Definice 2.3 (X,A) je měřitelný prostor, jestliže X je neprázdná množina a A
je σ-algebra na X.
µ je mı́ra na (X,A), jestliže µ : A → [0,∞] splňuje

(a) µ(∅) = 0,

(b) Ai ∈ A po dvou disjunktńı (i ∈ N) =⇒ µ(
⋃

i Ai) =
∑

i µ(Ai) (σ-
aditivita).

Trojici (X,A, µ) nazýváme prostor s mı́rou.

Pozn.: Z vlastnosti (b) a z nezápornosti plyne monotonie mı́ry: A,B ∈ A,
A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B).

Př́ıklady:

• µ(A) = 0 ∀A ∈ P(X) - nulová mı́ra (µ = 0)

• pro x ∈ X pevný položme

δx(A) =

{

0 x 6∈ A,

1 x ∈ A.
.

δx se nazývá Diracova mı́ra v bodě x.

• Mı́ra

µ(A) =

{

card (A) A ⊂ X konečná,

∞ A ⊂ X nekonečná.

se nazývá aritmetická mı́ra na X.
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Věta 2.3 (Spojitost mı́ry) Bud’ (X,A, µ) prostor s mı́rou, Ai ∈ A, i ∈ N.

1. A1 ⊂ A2 ⊂ · · · =⇒ µ(Ai) ր µ(
⋃

i Ai),

2. µ(A1) < ∞, A1 ⊃ A2 ⊃ · · · =⇒ µ(Ai) ց µ(
⋂

i Ai).

Důkaz: 1. Necht’ Ai ∈ A, Ai ր A. Pak A = A1 ∪ (A2 \ A1) ∪ (A3 \ A2) ∪ . . .
je disjunktńı rozklad na měřitelné množiny, tedy µ(A) = µ(A1) +

∑∞
j=2 µ(Aj \

Aj−1). Zároveň µ(Ai) = µ(A1) +
∑j

i=2 µ(Aj \ Aj−1), takže µ(Ai) ր µ(A),
i → ∞.

2. Necht’ Ai ∈ A, Ai ց A, µ(A1) < ∞. Položme Bi := A1 \Ai, i ∈ N. Zřejmě
plat́ı Bi ր B := A1 \A, tedy µ(A1)− µ(Ai) = µ(Bi) ր µ(B) = µ(A1)− µ(A),
a odečteńım výrazu µ(A1) < ∞ dostaneme µ(Ai) ց µ(A). �

Definice 2.4 Bud’ (X,A, µ) prostor s mı́rou. Řekneme, že N ⊂ X je nulová
množina, jestliže existuje A ∈ A taková, že µ(A) = 0 a N ⊂ A. Symbolem N
znač́ıme systém všech nulových množin. dále znač́ıme

A0 := σ(A ∪N )

zúplněnou σ-algebru A vzhledem k mı́̌re µ.

Pozn: N je σ-ideál, tedy systém množin uzavřený na podmnožiny a spočetná
sjednoceńı.

Věta 2.4 (Zúplněńı mı́ry) Je dán prostor s mı́rou (X,A, µ). Pak plat́ı:

1. A0 = {B ⊂ X : ∃A ∈ A, B△A ∈ N} (symbolem △ znač́ıme symetrickou
diferenci množin).

2. Mı́ru µ lze jednoznačně rozš́ıřit na prostor (X,A0) (znač́ıme opět µ).

3. V prostoru (X,A0, µ) jsou všechny nulové množiny měřitelné.

Důkaz: 1. Označme A0 := {B ⊂ X : ∃A ∈ A, B△A ∈ N}. Ukážeme nejprve,
že A0 je σ-algebra. Zřejmě plat́ı ∅, X ∈ A0. Je-li B ∈ A0, pak A△B ∈ N pro
nějakou A ∈ A, a tedy také X \B ∈ A0, protože (X \B)△(X \A) = B△A ∈ N
a X \A ∈ A. Dále, jsou-li Bi ∈ A0, i ∈ N, pak Bi△Ai ∈ N pro nějaké Ai ∈ A,
a tedy také

⋃

i Bi ∈ A0, protože (
⋃

i Bi)△(
⋃

i Ai) ⊂
⋃

i(Bi△Ai) ∈ N . A0 je
tedy σ-algebra. Pak ale ze zřejmé inkluze A∪N ⊂ A0 plyne A0 = σ(A∪N ) ⊂
σA0 = A0. Opačná inkluze je snadná: je-li B ∈ A0, pak B△A ∈ N pro nějakou
A ∈ A, tedy B = A ∪ (B \ A) \ (A \ B), přitom B \ A i A \ B lež́ı v N , tedy
nutně B ∈ A0.

2. Je-li B ∈ A0 a A ∈ A taková, že B△A ∈ N , polož́ıme µ(B) := µ(A).
Nejprve muśıme ukázat, že toto rozš́ı̌reńı je korektńı, tedy že nezáviśı na volbě
A. Je-li A′ ∈ A jiná množina s vlastnost́ı B△A′ ∈ N , pak z inkluźı A\A′ ⊂ (A\
B)∪(B\A′) ∈ N a A′\A ⊂ (A′\B)∪(B\A) ∈ N plyne µ(A\A′) = µ(A′\A) = 0,
a tedy µ(A) = µ(A′). Definice je tedy korektńı. Ukážeme, že takto dodefinovaná
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množinová funkce µ je σ-aditivńı. Bud’ (Bi) posloupnost po dvou disjunktńıch
množin z A0, označme B :=

⋃∞
i=1 Bi, a bud’te Ai ∈ A takové, že Bi△Ai ∈ N .

Položme C1 := A1, Ci := Ai \ (A1 ∪ · · · ∪Ai−1), i = 2, 3 . . . , C :=
⋃∞

i=1 Ci. Pak
(Ci) je posloupnost po dvou disjunktńıch množin z A, tedy µ(C) =

∑∞
i=1 µ(Ci).

Protože množiny Ci△Bi a C△B jsou nulové, plat́ı µ(Bi) = µ(Ci), i ∈ N, a
µ(B) = µ(C), a tedy také µ(B) =

∑∞
i=1 µ(Bi). T́ım je dokázáno, že µ je σ-

aditivńı na A0, a je to tedy mı́ra.
3. Bud’ M ⊂ X nulová v (X,A0, µ). Ukážeme, že M ∈ N (tedy že M je

nulová i v p̊uvodńım prostoru (X,A, µ)), a tedy M ∈ A0. K množině M existuje
B ∈ A0, M ⊂ B, µ(B) = 0. Z definice rozš́ı̌rené mı́ry µ dále existuje A ∈ A
taková, že µ(A) = 0 a B \ A ∈ N , tedy existuje N ∈ A taková, že µ(N) = 0 a
B \A ⊂ N . Pak ale M ⊂ B ⊂ A ∪N ∈ A a µ(A ∪N) = 0, tedy M ∈ N . �

Definice 2.5 (i) µ je borelovská mı́ra na metrickém prostoru X, je-li to mı́ra
na (X,B(X)).

(ii) Mı́ra µ na (X,A) je konečná, jestliže µ(X) < ∞.

(iii) Mı́ra µ na (X,A) je σ-konečná, jestliže existuj́ı En ∈ A takové, že X =
⋃

n En a µ(En) < ∞ pro každé n ∈ N.

Věta 2.5 (Lebesgueova mı́ra) Existuje právě jedna borelovská mı́ra λn na
Rn taková, že pro všechna −∞ < ai < bi < ∞, i = 1, . . . , n, plat́ı

λn([a1, b1]× · · · × [an, bn]) = (b1 − a1) · . . . · (bn − an).

[Důkaz bude později]

Poznámky:

1. Lebesgueova mı́ra je zřejmě σ-konečná.

2. Znač́ıme Bn
0 zúplněńı Bn vzhledem k λn. Plat́ı Bn ( Bn

0 ( P(Rn).

3. Lebesgueova mı́ra je regulárńı v tomto smyslu (d̊ukaz bude později): Ke
každé E ∈ Bn

0 a pro každé ε > 0 existuj́ı G otevřená, F uzavřená, F ⊂
E ⊂ G, λn(G \ F ) < ε.

3 Měřitelné funkce

Věta 3.1 Uvažujme zobrazeńı f : X → Y .

(i) Je-li B σ-algebra na Y , pak f−1B := {f−1(B) : B ∈ B} je σ-algebra na
X.

(ii) Pro libovolný množinový systém S ⊂ P(Y ) plat́ı σ(f−1S) = f−1(σS).
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Důkaz: (i) se snadno dokáže s využit́ım faktu, že vzor množiny komutuje s
množinovými operacemi. Konkrétně plat́ıX\f−1(B) = f−1(Y \B) a

⋃

i f
−1(Bi) =

f−1(
⋃

i Bi), kdykoliv B,B1, B2, · · · ⊂ Y .
(ii). Zřejmě f−1S ⊂ f−1(σS), a tedy σ(f−1S) ⊂ σ(f−1(σS)) = f−1(σS),

protože f−1(σS) je σ-algebra podle části (i). Pro d̊ukaz opačné inkluze označme
množinový systém

A := {B ⊂ Y : f−1(B) ∈ σ(f−1S)}.

Je snadné ověřit, že A je σ-algebra. Dále zřejmě S ⊂ A, a tedy také σS ⊂ A,
tud́ıž f−1(σS) ⊂ f−1A ⊂ σ(f−1S), kde posledńı inkluze plyne př́ımo z definice
systému A. �

Definice 3.1 Bud’te (X,A) a (Y,B) měřitelné prostory. Zobrazeńı f : X → Y
je měřitelné (vzhledem k A,B), jestliže f−1B ⊂ A. Ṕı̌seme pak f : (X,A) →
(Y,B). Je-li některý z prostor̊u X,Y metrickým prostorem, pak za př́ıslušnou
σ-algebru bereme borelovskou σ-algebru. Měřitelné zobrazeńı mezi dvěma me-
trickými prostory nazýváme borelovsky měřitelné nebo stručně borelovské.

Pozn.:

1. Složeńı dvou měřitelných zobrazeńı je zřejmě měřitelné.

2. Jsou-li (X,A) a (Y,B) měřitelné prostory a S ⊂ B libovolný generátor
σ-algebry B (tzn. plat́ı-li σS = B), pak f : X → Y je měřitelné právě
tehdy, když f−1S ⊂ A. (Plyne z Věty 3.1.)

3. Je-li (X,A) měřitelný prostor a Y metrický prostor, pak zobrazeńı f :
X → Y je měřitelné právě tehdy, když f−1(G) ∈ A pro každou otevřenou
množinu G ⊂ Y .

Tvrzeńı 3.2 Každé spojité zobrazeńı mezi dvěma metrickými prostory je bore-
lovsky měřitelné.

Důkaz: Plyne př́ımo z předchoźı poznámky a z faktu, že f je spojité právě
tehdy, když vzory otevřených množin jsou otevřené. �

Věta 3.3 Borelovská σ-algebra Bn := B(Rn) je generovaná

1. otevřenými kvádry (tj. množinami (a1, b1) × · · · × (an, bn), −∞ < ai <
bi < ∞, i = 1, . . . , n;

2. systémem S = {(−∞, a1)× . . .× (−∞, an) : a1, . . . , an ∈ R}.

Speciálně, B1 = σ{(−∞, a) : a ∈ R}.
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Důkaz: 1. Plyne př́ımo z faktu, že každou otevřenou množinu G ⊂ Rn lze
vyjádřit jako spočetné sjednoceńı otevřených kvádr̊u. Skutečně, označ́ıme-li
symbolem Q systém všech otevřených kvádr̊u v Rn s racionálńımi krajńımi
body, pak lze psát

G =
⋃

{I ∈ Q : I ⊂ G}.

K ověřeńı vlastnosti 2. stač́ı ukázat, že každý otevřený kvádr lež́ı v σS. Ověř́ıme
tuto vlastnost v R2 (př́ıpad obecné dimenze je zcela analogický). Pro otevřený
kvádr I = (a1, b1)× (a2, b2) můžeme psát

I = ((−∞, b1)× (−∞, b2)) \ ((−∞, a1]× (−∞, b2)) \ ((−∞, b1)× (−∞, a2]),

přitom

(−∞, a1]× (−∞, b2) =

∞
⋂

i=1

(−∞, a1 + k−1)× (−∞, b2) ∈ σS,

a analogicky pro (−∞, b1)× (−∞, a2]. �

Pozn.: Jako generátor Bn lze vźıt rovněž uzavřené či polouzavřené kvádry.
Nav́ıc stač́ı vźıt pouze kvádry s racionálńımi koncovými body.

Věta 3.4 1. Jsou-li f : (X,A) → Rn a g : (X,A) → Rm měřitelná zobra-
zeńı, pak i (f, g) : (X,A) → Rn+m je měřitelné.

2. Jsou-li f, g : (X,A) → Rn měřitelná, jsou i f + g a f − g měřitelná.

3. Jsou-li f, g : (X,A) → R měřitelné funkce, jsou i f · g, max{f, g} a
min{f, g} měřitelné.

Důkaz: 1. Každý otevřený kvádr I ⊂ Rn+m je tvaru I = U ×V , kde U ⊂ Rn,
V ⊂ Rm jsou otevřené kvádry. Pak plat́ı

(f, g)−1(U × V ) = f−1(U) ∩ f−1(V ) ∈ A,

a tedy (f, g) je měřitelné podle Věty 3.3.
2. Měřitelnost f + g plyne z toho, že součet funkćı můžeme psát jako složeńı

f + g = + ◦ (f, g),

kde + : (x, y) 7→ x+y je operace sč́ıtáńı v Rn a (f, g)(x) = (f(x), g(x)) je spojeńı
zobrazeńı z prvńıho tvrzeńı. Měřitelnost složeńı pak plyne z měřitelnosti obou
komponent. Měřitelnost zbývaj́ıćıch zobrazeńı (funkćı) se ukáže analogicky. �

Důsledek 3.5 Jsou-li f, g : (X,A) → R měřitelné funkce, pak lež́ı množiny
{f ≤ g}, {f < g} a {f = g} v σ-algebře A.

Budeme značit R∗ := R ∪ {−∞,∞}, B∗ := σ(B1 ∪ {{−∞}, {∞}}). B∗ je
rovněž generována intervaly a předchoźı tvrzeńı pro reálné měřitelné funkce
plat́ı i pro “numerické” měřitelné funkce s hodnotami v R∗.

Věta 3.6 Bud’te fn : (X,A) → R∗ měřitelné, n ∈ N. Pak jsou funkce supn fn,
infn fn, lim supn→∞ fn a lim infn→∞ fn rovněž měřitelné.
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Důkaz: Označme g := supn fn. Pak pro libovolné b ∈ R∗ plat́ı

g−1([−∞, b]) =

∞
⋂

n=1

{fn ≤ b} ∈ A,

tedy g je měřitelná, nebot’ intervaly [−∞, b]: b ∈ R∗ generuj́ı B∗. Dále označme
h := lim supn→∞ fn. Pak pro libovolné b ∈ R∗ plat́ı

h−1([−∞, b]) = {x ∈ X : (∀ε > 0)(∃n0)(∀n ≥ n0) : fn(x) ≤ b+ ε}

=

∞
⋂

k=1

∞
⋃

n0=1

∞
⋂

n=n0

{fn ≤ b+
1

k
} ∈ A,

tedy i h je měřitelná. Př́ıpad infima a liminf je analogický. �

Pozn.: Z předchoźı věty plyne, že limita měřitelných funkćı je měřitelná, po-
kud existuje.

Definice 3.2 Funkce s : X → [0,∞) je jednoduchá, jestliže s(X) je konečná
množina.

Věta 3.7 Je-li f : (X,A) → [0,∞] měřitelná, existuj́ı funkce sn : (X,A) →
[0,∞) jednoduché měřitelné takové, že sn ր f (n → ∞).

Důkaz: Položme

sn(x) := max

{

k

2n
:

k

2n
≤ f(x), k = 0, 1, . . . , n2n

}

, x ∈ X.

Neńı těžké ověřit, že sn jsou jednoduché měřitelné funkce a že sn ր f . �

4 Abstraktńı Lebesgue̊uv integrál

Definice 4.1 Bud’ (X,A, µ) prostor s mı́rou.

(a) Je-li s : (X,A) → [0,∞) jednoduchá měřitelná tvaru s =
∑k

j=1 αjχEj

(αj ≥ 0 a Ej ∈ A), klademe

∫

X

s dµ =

∫

X

s(x) dµ(x) :=
k
∑

j=1

αjµ(Ej).

(Je-li některé αj = 0, klademe αjµ(Ej) = 0, tedy použ́ıváme konvenci
0 · ∞ = 0.)

(b) Je-li f : (X,A) → [0,∞] měřitelná, klademe

∫

X

f dµ := sup

{∫

X

s dµ : 0 ≤ s ≤ f, s jedn. měř.

}

.
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(c) Je-li f : (X,A) → R∗ měřitelná, klademe

∫

X

f dµ :=

∫

X

f+ dµ−

∫

X

f− dµ,

má-li rozd́ıl smysl. (Zde f+, f− znač́ı kladnou, resp. zápornou část funkce
f .)

Symbolem L∗(µ) znač́ıme množinu všech měřitelných funkćı na (X,A), jejichž
integrál podle µ je definován.

Pozn.:

1. V definici (a) je třeba ověřit korektnost, tedy že integrál z jednoduché
měřitelné funkce nezáviśı na jej́ım konkrétńım vyjádřeńı.

2. Je-li f měřitelná a E ∈ A, znač́ıme

∫

E

f dµ :=

∫

X

(f · χE) dµ.

Mı́sto
∫

X
f dµ ṕı̌seme také pouze

∫

f dµ.

3. Je-li f měřitelná taková, že
∫

f+ dµ =
∫

f− dµ = ∞, pak
∫

f dµ neńı
definován. Ř́ıkáme proto, že (abstraktńı) Lebesgue̊uv integrál je absolutně
konvergentńı (na rozd́ıl od Newtonova integrálu).

Tvrzeńı 4.1 (Monotonie integrálu) Pro f, g : (X,A) → R∗ měřitelné s
vlastnost́ı 0 ≤ f ≤ g plat́ı 0 ≤

∫

X
f dµ ≤

∫

X
g dµ.

Věta 4.2 (Leviho věta) Jsou-li fn nezáporné měřitelné funkce na X takové,
že fn ր f , plat́ı

∫

X
fn dµ ր

∫

f dµ (n → ∞).

Důkaz: Označme an :=
∫

fn dµ ∈ [0,∞], a := limn→∞ an (posloupnost (an)
je neklesaj́ıćı podle předchoźıho tvrzeńı). Zřejmě plat́ı nerovnost a ≤

∫

f dµ.
Ukážeme, že také a ≥

∫

f dµ.
Je-li a = ∞, nerovnost zřejmě plat́ı. Předpokládejme tedy dále, že a < ∞.

Ukážeme, že a ≥
∫

s dµ pro každou jednoduchou měřitelnou funkci s ≤ f . Pak
bude i a ≥

∫

f dµ podle definice integrálu.
Bud’ tedy 0 ≤ s ≤ f jednoduchá měřitelná funkce. Zvolme 0 < τ < 1 a

označme
En := {x ∈ X : fn(x) ≥ τs(x)}.

Zřejmě En ∈ A, En ⊂ En+1, n ∈ N, a
⋃

n En = X. Podle věty o spojitosti mı́ry
plat́ı

µ(A ∩ En) ր µ(A), A ∈ A.
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Zapǐsme s ve tvaru s =
∑k

j=1 αjχAj
, kde X = A1 ∪ · · · ∪Ak je rozklad prostoru

X. Pak plat́ı

∫

X

fn dµ ≥

∫

En

fn dµ ≥

∫

En

(τs) dµ = τ

∫

(sχEn
) dµ

= τ
k
∑

j=1

αjµ(Aj ∩ En) → τ

∫

s dµ, n → ∞,

a tedy

a = lim
n→∞

∫

fn dµ ≥ τ

∫

s dµ.

Protože nerovnost plat́ı pro libovolné τ ∈ (0, 1), plat́ı i a ≥
∫

s dµ, a d̊ukaz je
hotov. �

Věta 4.3 (Fatouovo lemma) Pro funkce fn nezáporné měřitelné na X plat́ı

∫

X

(

lim inf
n→∞

fn

)

dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

X

fn dµ.

Důkaz: Označme gn(x) := inf{fk(x) : k ≥ n}, x ∈ X. Funkce gn jsou
měřitelné (Věta 3.6) a plat́ı gn ր g := lim infn→∞ fn (z definice lim inf). Podle
Leviho věty plat́ı

∫

gn dµ ր
∫

g dµ. Dále zřejmě gn ≤ fn, a tedy
∫

gn dµ ≤
∫

fn dµ, n ∈ N, a limitńım přechodem dostaneme
∫

g dµ ≤ lim infn→∞

∫

fn dµ.
�

Definice 4.2 Označme

L∗(µ) :=

{

f : (X,A) → R∗ měř. :

∫

f dµ je definován

}

,

L1(µ) :=

{

f ∈ L∗(µ) :

∫

|f | dµ < ∞

}

.

Věta 4.4 (Linearita integrálu) Jsou-li funkce f, g ∈ L1(µ) a α, β ∈ R, pak
αf + βg ∈ L1(µ) a plat́ı

∫

(αf + βg) dµ = α

∫

f dµ+ β

∫

g dµ.

Důkaz: (i) Je-li f ∈ L1(µ) a α ∈ R pak i αf ∈ L1(µ) a
∫

(αf) dµ = α
∫

f dµ
(cvičeńı).

(ii) Bud’te f, g ∈ L1(µ). Ukážeme, že i f + g ∈ L1(µ) a
∫

(f + g) dµ =
∫

f dµ+
∫

g dµ.
(a) Jsou-li f, g nezáporné jednoduché, rovnost integrál̊u plyne snadno z de-

finice.
(b) Jsou li f, g nezáporné, pak podle Věty 3.7 existuj́ı jednoduché měřitelné

funkce sn, tn takové, že sn ր f a tn ր g, tedy
∫

sn dµ ր
∫

f dµ a
∫

tn dµ ր
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∫

g dµ podle Leviho věty. Ze stejného d̊uvodu plat́ı i
∫

(sn+tn) dµ ր
∫

(f+g) dµ.
Vı́me již, že

∫

(sn + tn) dµ =
∫

sn dµ+
∫

tn dµ, a limitńım přechodem (n → ∞)
dostaneme požadovanou rovnost.

(c) Bud’te nyńı f, g ∈ L1(µ) libovolné. Z nerovnost́ı (f + g)+ ≤ f+ + g+,
(f + g)− ≤ f− + g− plyne f + g ∈ L1(µ). Dále plat́ı

f + g = (f + g)+ − (f + g)− = (f+ − f−) + (g+ − g−),

tedy (f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+. Všechny zde vystupuj́ıćı funkce
jsou nezáporné, tud́ıž plat́ı
∫

(f + g)+ dµ+

∫

f− dµ+

∫

g− dµ =

∫

(f + g)− dµ+

∫

f+ dµ+

∫

g+ dµ,

z čehož pak vhodným odečteńım dostaneme požadovanou rovnost
∫

(f+g) dµ =
∫

f dµ+
∫

g dµ. �

Pozn.: Plat́ı dokonce, že jsou-li f, g měřitelné, pak
∫

(f + g) dµ =
∫

f dµ +
∫

g dµ, má-li pravá strana smysl. (Cvičeńı)

Důsledek 4.5 Pro nezáporné měřitelné funkce fn na X plat́ı

∫

(

∞
∑

n=1

fn

)

dµ =

∞
∑

n=1

∫

fn dµ.

Důkaz: Podle předchoźı věty (a poznámky) plat́ı

∫

(

n
∑

k=1

fn

)

dµ =
n
∑

k=1

∫

fk dµ, n ∈ N.

Limitńım přechodem a s využit́ım Leviho věty dostaneme tvrzeńı. �

Tvrzeńı 4.6 f ∈ L1(µ) =⇒
∣

∣

∫

f dµ
∣

∣ ≤
∫

|f | dµ.

Důkaz: Podle trojúhelńıkové nerovnosti a definice integrálu plat́ı
∣

∣

∣

∣

∫

f dµ

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

f+ dµ−

∫

f− dµ

∣

∣

∣

∣

≤

∫

f+ dµ+

∫

f− dµ =

∫

|f | dµ.

�

Cvičeńı:

1. f, g ∈ L1(µ) =⇒ max{f, g},min{f, g} ∈ L1(µ).

2. Je-li funkce f měřitelná a |f | ≤ g pro nějakou funkci g ∈ L1(µ), pak i
f ∈ L1(µ).

Věta 4.7 (Zobecněná Leviho věta) Bud’te funkce fn měřitelné na X (n ∈
N) takové, že fn ր f a

∫

f1 dµ > −∞. Pak
∫

fn dµ ր
∫

f dµ.
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Důkaz: Je-li
∫

f1 dµ = ∞, tvrzeńı zřejmě plat́ı. Necht’ tedy
∫

f1 dµ ∈ R.
Protože 0 ≤ fn − f1 ր f − f1, podle Leviho věty plat́ı

∫

(fn − f1) dµ ր
∫

(f −
f1) dµ, a z aditivity integrálu dostaneme

∫

fn dµ ր
∫

f dµ. �

Důsledek 4.8 Jsou-li funkce fn měřitelné, fn ց f a
∫

f1 dµ < ∞, pak
∫

fn dµ ց
∫

f dµ.

Definice 4.3 Bud’ (X,A, µ) prostor s mı́rou. Řekneme, že vlastnost V (x) maj́ı
(µ-)skoro všechny body x ∈ X (zkráceně s.v.), jestliže

µ({x ∈ X : ¬V (x)}) = 0.

Tvrzeńı 4.9 Necht’ f, g jsou měřitelné funkce na X takové, že f = g s.v. Pak
plat́ı

∫

f dµ =

∫

g dµ, má-li jedna strana smysl.

Důkaz: Předpokládejme nejprve, že f i g jsou nezáporné funkce. Je-li s ≤ f
libovolná měřitelná jednoduchá funkce, pak s′ := sχ{f=g} je rovněž jednoduchá
měřitelná a splňuje s′ ≤ g a

∫

s dµ =
∫

s′ dµ. Muśı tedy být
∫

f dµ ≤
∫

g dµ.
Obrácená nerovnost plyne ze symetrie. Bez předpokladu nezápornosti ukážeme
rovnost integrálu z kladných a záporných část́ı (plat́ı totiž zřejmě také f+ = g+

s.v. a f− = g− s.v.). �

Pozn.:

1. Pro účely integrálu stač́ı, aby funkce byla definována skoro všude.

2. Necht’ je prostor (X,A, µ) úplný. Pak z rovnosti f = g s.v. plyne

f je měřitelná ⇐⇒ g je měřitelná.

3. Při zúplněńı prostoru s mı́rou se integrály definované v p̊uvodńım prostoru
neměńı.

Věta 4.10 (Lebesgueova; o konvergentńı majorantě) Bud’ (X,A, µ) pro-
stor s mı́rou a fn, f měřitelné funkce takové, že fn → f s.v. Necht’ dále existuje
funkce g ∈ L1(µ) taková, že |fn| ≤ g s.v. pro všechna n ∈ N. Pak f ∈ L1(µ) a
∫

fn dµ →
∫

f dµ.

Důkaz: Předefinujeme-li funkce fn, f na množině

{x : fn(x) 6→ f(x)} ∪
∞
⋃

n=1

{x : |fn(x)| > g(x)}

nulové mı́ry, budou předpoklady věty platit pro všechna x ∈ X. Označme

gn := inf{fn, fn+1, . . . }, hn := sup{fn, fn+1, . . . }, n ∈ N.
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Zřejmě plat́ı
−g ≤ gn ≤ fn ≤ hn ≤ g, n ∈ N,

tedy f ∈ L1(µ), a gn ր f , hn ց f , n → ∞, tedy podle zobecněné Leviho
věty plat́ı

∫

gn dµ →
∫

f dµ a
∫

hn dµ →
∫

f dµ. Protože
∫

gn dµ ≤
∫

hn dµ ≤
∫

hn dµ, plat́ı také
∫

fn dµ →
∫

f dµ podle věty o dvou strážńıćıch. �

Důsledek 4.11 Jsou-li fi měřitelné,
∑∞

i=1 fi konverguje s.v., a g ∈ L1(µ) ta-
ková, že |

∑n
i=1 fi| ≤ g s.v. pro všechna n, pak

∑∞
i=1 fi ∈ L1(µ) a

∫

(

∞
∑

i=1

fi

)

dµ =

∞
∑

i=1

∫

fi dµ.

5 Integrály závislé na parametru

V následuj́ıćım textu budeme pracovat s funkcemi f : T × X → R. Symbo-
lem f(·, x) a f(t, ·) budeme rozumět vždy funkci jedné proměnné (znázorněné
tečkou) při pevné hodnotě (parametru) druhé proměnné.

Věta 5.1 (Lebesgueova; o spojité závislosti integrálu na parametru) Bud’te
(X,A, µ) prostor s mı́rou, T metrický prostor a f : T ×X → R funkce. Necht’

dále

(i) f(t, ·) je měřitelná pro každé t ∈ T ,

(ii) f(·, x) je spojitá na T pro s.v. x ∈ X,

(iii) existuje g ∈ L1(µ) taková, že |f(t, ·)| ≤ g s.v. pro všechna t ∈ T .

Pak f(t, ·) ∈ L1(µ) pro všechna t ∈ T a funkce

F : t 7→

∫

f(t, x) dµ

je spojitá na T .

Důkaz: Z předpokladu |f(t, ·)| ≤ g s.v. zřejmě plyne f(t, ·) ∈ L1(µ), t ∈ T .
Označme N ⊂ X množinu nulové mı́ry takovou, že f(·, x) je spojitá na T pro
všechna x ∈ X \N . Zvoĺıme-li libovolnou posloupnost tj → t v T a libovolný x ∈
X \N , plat́ı podle Heineho věty limj→∞ f(tj , x) = f(t, x). Podle Lebesgueovy
věty (o konvergentńı majorantě) plat́ı limj→∞ F (tj) = F (t). Toto plat́ı pro
každou posloupnost tj → t ∈ T , a tedy F je spojitá na T , opět podle Heineho
věty. �

Věta 5.2 (Záměna integrálu a derivace) Bud’te (X,A, µ) prostor s mı́rou,
I ⊂ R otevřený interval a f : I ×X → R funkce. Necht’ dále

(i) f(t, ·) je měřitelná pro každé t ∈ I,
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(ii) existuje N ∈ A, µ(N) = 0, taková, že pro všechna x ∈ X \N a pro všechna
t ∈ I existuje vlastńı derivace d

dtf(t, x),

(iii) existuje g ∈ L1(µ) taková, že pro všechna t ∈ I, | ddtf(t, x)| ≤ g(x) pro s.v.
x ∈ X,

(iv) existuje t0 ∈ I takové, že f(t0, ·) ∈ L1(µ).

Pak f(t, ·) ∈ L1(µ) pro všechna t ∈ I, funkce

F : t 7→

∫

f(t, x) dµ(x)

je diferencovatelná na I a plat́ı

F ′(t) =

∫

d

dt
f(t, x) dµ(x), t ∈ I.

Důkaz: Pro libovolné a, b ∈ I, a < b, a x ∈ X \N existuje podle Lagrangeovy
věty o středńı hodnotě cx ∈ (a, b) takové, že

f(b, x)− f(a, x)

b− a
=

d

dt
f(cx, x).

Z předpokladu (iii) plyne, že funkce x 7→ d
dtf(cx, x) lež́ı v prostoru L1(µ).

Zvoĺıme-li za jeden z bod̊u a, b bod t0, dostaneme f(t, ·) ∈ L1(µ) pro všechna
t ∈ I. Uvažujme nyńı libovolnou posloupnost tj → t ∈ I, T ∋ tj 6= t. Plat́ı

lim
j→∞

F (tj)− F (t)

tj − t
= lim

j→∞

∫

f(tj , x)− f(t, x)

tj − t
dµ(x) =

∫

d

dt
f(t, x) dµ(x);

posledńı rovnost plyne z Lebesgueovy věty o konvergentńı majorantě a z definice
derivace. Protože uvedená rovnost plat́ı pro libovolnou posloupnost tj → t ∈ I,
tj 6= t, dostáváme F ′(t) =

∫

d
dtf(t, x) dµ(x), t ∈ I. �

6 Vztah Lebesgueova a Riemannova integrálu

Věta 6.1 Je-li f ≥ 0 na prostoru s mı́rou (X,A, µ) a plat́ı-li
∫

f dµ = 0, je
f = 0 s.v.

Důkaz: Označme An := {x ∈ X : f(x) ≥ 1
n}. Zřejmě An ∈ A, χAn

≤ nf , a
tedy µ(An) =

∫

χAn
dµ ≤ n

∫

f dµ = 0, n ∈ N. Protože {f > 0} =
⋃∞

n=1 An,
plat́ı µ({f > 0}) ≤

∑∞
n=1 µ(An) = 0. �

Důsledek: Jsou-li f, g ∈ L1(µ), f ≤ g a
∫

f dµ =
∫

g dµ, pak f = g s.v.

Důsledek 6.2 Necht’ pro funkci f ∈ L1(µ) plat́ı
∫

E
f dµ = 0 pro každou množinu

E ∈ A. Pak f = 0 s.v.
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Důkaz: Zvolme nejprve E+ := {f > 0}. Pak podle předpokladu plat́ı
∫

f+ dµ =
∫

E+
f dµ = 0, a protože f+ ≥ 0, je f+ = 0 s.v. podle Věty 6.1. Podobně volbou

E− := {f < 0} odvod́ıme, že f− = 0 s.v. Pak ale muśı být f = 0 s.v. �

Značeńı: Budeme uvažovat restrikci (zúplněné) Lebesgueovy mı́ry λ1 na ome-
zený otevřený interval (a, b). Budeme značit L1(a, b) př́ıslušný prostor integro-

vatelných funkćı a
∫ b

a
f dλ1 Lebesgue̊uv integrál z funkce f ∈ L1(a, b). Dále

symbolem R[a, b] znač́ıme množinu všech omezených funkćı na [a, b], pro něž

existuje Riemann̊uv integrál (R)
∫ b

a
f .

Věta 6.3 Je-li f ∈ R[a, b], pak f ∈ L1(a, b) a (R)
∫ b

a
f =

∫ b

a
f dλ1.

Důkaz: Protože f ∈ R[a, b], existuje posloupnost (Dn) zjemňuj́ıćıch se děleńı
intervalu [a, b] taková, že

s(f,Dn) ր (R)

∫ b

a

f ւ S (f,Dn), n → ∞

(s(f,Dn) a S (f,Dn) znač́ı dolńı a horńı Riemann̊uv součet f přes děleńı Dn).

Je-li Dn = {a = x
(n)
0 < x

(n)
1 < · · · < x

(n)
kn

= b}, zaved’me funkce sn, Sn

předpisem

sn(x) = inf
[x

(n)
i−1,x

(n)
i ]

f, Sn(x) = sup
[x

(n)
i−1,x

(n)
i ]

f, x ∈ (x
(n)
i−1, x

(n)
i ], i = 1, . . . , kn,

a sn(x) = Sn(x) = 0 pro ostatńı hodnoty x ∈ R. Pak zřejmě plat́ı

s(f,Dn) =

∫ b

a

sn dλ
1, S (f,Dn) =

∫ b

a

Sn dλ
1.

Funkce f je dle předpokladu omezená, tedy |f | ≤ M pro nějaké M ∈ R. Plat́ı

−M ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ f ≤ · · · ≤ S2 ≤ S1 ≤ M.

Označme f1 := limn→∞ sn, f2 := limn→∞ Sn (monotónńı omezená posloupnost
vždy konverguje). Pak plat́ı

−M ≤ sn ր f1 ≤ f ≤ f2 ւ Sn ≤ M.

a podle zobecněné Leviho věty tedy

∫ b

a

sn dλ
1 →

∫ b

a

f1 dλ
1,

∫ b

a

Sn dλ
1 →

∫ b

a

f2 dλ
1.

Podle předpokladu ale také

∫ b

a

sn dλ
1 = s(f,Dn) ր (R)

∫ b

a

f ւ S (f,Dn) =

∫ b

a

Sn dλ
1,
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takže
∫ b

a
f1 dλ

1 =
∫ b

a
f2 dλ

1 = (R)
∫ b

a
f . Podle d̊usledku Věty 6.1 je f1 = f2 s.v.,

a zřejmě tedy také f = f1 s.v. (nebot’ f1 ≤ f ≤ f2), a tedy také
∫ b

a
f dλ1 =

(R)
∫ b

a
f . Měřitelnost f plyne z měřitelnosti f1 = lim sn a z úplnosti prostoru s

mı́rou. �

Věta 6.4 Bud’ f : [a, b] → R omezená. Pak

f ∈ R[a, b] ⇐⇒ f je spojitá λ1-s.v. na [a, b].

Důkaz: Bud’ (Dn) posloupnost zjemňuj́ıćıch se děleńı intervalu [a, b], se stejným
označeńım dělićıch bod̊u, jako v d̊ukazu Věty 6.3, a předpokládejme, že normy
děleńı

‖Dn‖ = max
1≤i≤kn

|x
(n)
i − x

(n)
i−1| → 0, n → ∞.

Bud’te sn, Sn, f1, f2 zvoleny stejně, jako v d̊ukazu Věty 6.3.
=⇒ : Necht’ f ∈ R[a, b]. Pak plat́ı f1 = f2 s.v. (viz d̊ukaz Věty 6.3). Označme

N := {f1 6= f2} ∪ {x
(n)
i : 1 ≤ i ≤ kn, n = 1, 2, . . . }.

Podle předpokladu plat́ı λ1(N) = 0. Ukážeme, že f je spojitá v každém bodě
x ∈ (a, b) \ N . Necht’ jsou dány x ∈ (a, b) \ N a ε > 0. Protože f1(x) = f2(x),
muśı existovat n ∈ N takové, že Sn(x) − sn(x) < ε. Označme In ten otevřený
interval z děleńı Dn, pro nějž je x ∈ In. Pak plat́ı sn(x) < f(y) < Sn(x) pro
všechna y ∈ In, a tedy |f(y) − f(x)| ≤ ε kdykoliv y ∈ In. T́ım je dokázáno, že
funkce f je spojitá v x.

⇐=: Označme D množinu všech bod̊u z (a, b), v nichž f neńı spojitá. Podle
předpokladu λ1(D) = 0. Ukážeme, že Sn(x) − sn(x) → 0, n → ∞, kdykoliv

x ∈ (a, b) \ D. Pak bude podle Leviho věty platit
∫ b

a
(Sn − sn) dλ

1 → 0, tedy
S (f,Dn) − s(f,Dn) → 0, což bude znamenat, že f ∈ R[a, b]. Necht’ jsou tedy
dány x ∈ (a, b) \ D a ε > 0. Z definice spojitosti existuje δ > 0 takové, že
|f(y) − f(x)| < ε kdykoliv |y − x| < δ. Zvolne n0 tak velké, aby ‖Dn‖ < δ
kdykoliv n ≥ n0. Pak plat́ı

Sn(x)− sn(x) ≤ 2 sup{|f(y)− f(x)| : |y − x| < δ} ≤ 2ε, n ≥ n0,

a d̊ukaz je hotov. �

Př́ıklad: Je-li C ⊂ [0, 1] Cantorovo diskontinuum, pak χC je spojitá v bodech
x ∈ [0, 1] \ C, nespojitá v bodech C, a plat́ı χC ∈ R[0, 1].

7 Věta o jednoznačnosti mı́ry

Definice 7.1 Řekneme, že D ⊂ P(X) je Dynkin̊uv systém, jestliže

(i) X ∈ D,

(ii) D ∈ D =⇒ X \D ∈ D,

(iii) Dn ∈ D, Dn po dvou disjunktńı =⇒
⋃

n Dn ∈ D.

16



Pozn.:

1. Dynkin̊uv systém je uzavřen i na vlastńı množinové rozd́ıly: Jsou-li A,B ∈
D, A ⊂ B, pak i B \A ∈ D.

2. Každá σ-algebra je zřejmě Dynkin̊uv systém, ale ne naopak.

Tvrzeńı 7.1 (a) Pr̊unik libovolného systému Dynkinových systém̊u je opět
Dynkin̊uv systém.

(b) Pro každý množinový systém S ⊂ P(X) existuje nejmenš́ı Dynkin̊uv sys-
tém, obsahuj́ıćı S:

δS :=
⋂

{D ⊂ P(X) Dynkin̊uv syst.,S ⊂ D}.

Věta 7.2 Necht’ je množinový systém S ⊂ P(X) uzavřen na konečné pr̊uniky.
Pak δS = σS.

Důkaz: Ukážeme, že δS je uzavřen na konečné pr̊uniky. Z toho již vyplyne,
že δS je σ-algebra, a tedy δS = σS. (Skutečně, neńı těžké ověřit, že každý
Dynkin̊uv systém, který je uzavřený na konečné pr̊uniky, již je σ-algebrou.)

Položme

D := {D ∈ δS : D ∩ S ∈ δS pro každou S ∈ S}.

Z předpokladu věty v́ıme, že S ⊂ D. Ukážeme, že D je Dynkin̊uv systém. (i)
Zřejmě X ∈ D. (ii) Je-li D ∈ D a S ∈ S, pak

(X \D) ∩ S = S \ (S ∩D) ∈ δS,

tedy X \D ∈ D. (iii) Jsou-li Dn ∈ D po dvou disjunktńı a S ∈ S, pak

(
⋃

n

Dn) ∩ S =
⋃

n

(Dn ∩ S) ∈ δS,

tedy
⋃

n Dn ∈ D. D je tedy Dynkin̊uv systém a muśı se tud́ıž shodovat se σS.
Dále položme

E := {E ∈ δS : E ∩D ∈ δS pro každou D ∈ δS}.

Z dokázané rovnosti D = δS plyne S ⊂ E . E je rovněž Dynkin̊uv systém (to se
dokáže stejně, jako pro systém D). Plat́ı tedy také E = δS, což znamená, že δS
je uzavřen na konečné pr̊uniky, a d̊ukaz je hotov. �

Věta 7.3 (Věta o jednoznačnosti mı́ry) Necht’ je množinový systém S ⊂
P(X) uzavřen na konečné pr̊uniky a µ, ν necht’ jsou dvě mı́ry na σS takové, že
µ(S) = ν(S) pro každou S ∈ S. Necht’ dále existuj́ı množiny An ∈ S (n ∈ N)
takové, že An ր X a µ(An) < ∞, n ∈ N. Pak µ = ν na σS.
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Důkaz: (1) Předpokládejme, nejprve, že µ je konečná. Množina

D := {A ∈ σS : µ(A) = ν(A)}

je Dynkin̊uv systém (vlastnost (i) plyne z µ(X) = limn µ(An) = limn ν(An) =
ν(X), vlastnosti (ii) a (iii) pak ze (spočetné) aditivity mı́ry). Protože S ⊂ D
podle předpokladu, muśı být D = δS. Podle Věty 7.2 je ovšem δS = σS, a tedy
µ a ν se shoduj́ı na σS.

(2) Je-li µ nekonečná, polož́ıme

Dn := {A ∈ σS : µ(A ∩An) = ν(A ∩An)}, n ∈ N.

Stejně jako v části (1) se ověř́ı, že Dn je Dynkin̊uv systém obsahuj́ıćı S, a tedy
Dn = σS, n ∈ N. Ze spojitosti mı́ry pak pro libovolnou A ∈ σS dostaneme

µ(A) = lim
n

µ(A ∩An) = lim
n

ν(A ∩An) = ν(A),

č́ımž je d̊ukaz ukončen. �

Př́ıklad: Je-li µ mı́ra na (R1,B1) taková, že µ(I) = délka(I) pro každý ome-
zený interval I, pak nutně µ = λ1.

8 Součin měr a Fubiniova věta

Mějme dva prostory (X,A, µ), (Y,B, ν) se σ-konečnými měrami.

Definice 8.1 Měřitelným obdélńıkem rozumı́me množinu A×B ⊂ X × Y , kde
A ∈ A a B ∈ B. σ-algebru

A⊗ B := σ{A×B : A ∈ A, B ∈ B}

nazýváme součinovou σ-algebrou na prostoru X × Y .

Pro množinu E ∈ A⊗ B znač́ıme

Ex := {y ∈ Y : (x, y) ∈ E}, x ∈ X,

Ey := {x ∈ X : (x, y) ∈ E}, y ∈ Y

řezy množiny E.

Tvrzeńı 8.1 Necht’ E ∈ A⊗ B. Pak

1. Ex ∈ B pro všechna x ∈ X,

2. funkce x 7→ ν(Ex) je měřitelná na (X,A).

18



Důkaz: 1. Pro libovolné x ∈ X je {E ∈ A ⊗ B : Ex ∈ B} zřejmě σ-algebra
obsahuj́ıćı všechny měřitelné obdélńıky, tedy muśı splývat se součinovou σ-
algebrou.

2. Zvolme pevně libovolnou množinu B0 ∈ B s mı́rou ν(B0) < ∞. Označme

D := {E ∈ A⊗ B : x 7→ ν(Ex ∩B0) je měřitelná}.

Zřejmě D obsahuje všechny měřitelné obdélńıky, a snadno se ověř́ı, že D je Dyn-
kin̊uv systém. D tedy obsahuje δ-obal všech měřitelných obdélńık̊u, a protože
měřitelné obdélńıky jsou uzavřené na konečné pr̊uniky, jejich δ-obal je totožný
se σ-obalem, a tedy D = A ⊗ B. Protože ν je σ-konečná, existuj́ı množiny
Bn ∈ B, ν(Bn) < ∞, Bn ր Y , n → ∞. Pak pro libovolnou E ∈ A ⊗ B plat́ı
ν(Ex) = limn→∞ ν(Ex∩Bn), a tedy funkce x 7→ ν(Ex) je měřitelná (jako limita
měřitelných funkćı). �

Věta 8.2 (Existence a jednoznačnost součinové mı́ry) Existuje právě jed-
na mı́ra µ⊗ ν na (X × Y,A⊗ B) s vlastnost́ı

(µ⊗ ν)(A×B) = µ(A) · ν(B), A ∈ A, B ∈ B

(klademe 0 · ∞ = 0).

Důkaz: Pro E ∈ A⊗ B položme

(µ⊗ ν)(E) :=

∫

ν(Ex) dµ(x). (1)

Nejprve ukážeme, že µ ⊗ ν je mı́ra na (X × Y,A ⊗ B). Zřejmě (µ ⊗ ν)(∅) = 0.
Jsou-li En ∈ A⊗ B po dvou disjunktńı, plat́ı

(µ⊗ ν)(
⋃

n

En) =

∫

ν((
⋃

n

En)x) dµ(x) =

∫

ν(
⋃

n

(En)x) dµ(x)

=

∫

∑

n

ν((En)x) dµ(x) =
∑

n

(µ⊗ ν)(En)

(využili jsme faktu, že řezy disjunktńıch množin jsou opět disjunktńı). Tedy
µ⊗ ν je mı́ra.

Z definice je zřejmé, že pro měřitelný obdélńık A × B je (µ ⊗ ν)(A × B) =
µ(A)ν(B).

Zbývá ukázat jednoznačnost. Použijeme Větu 7.3. Systém všech měřitelných
obdélńık̊u je uzavřen na konečné pr̊uniky a součinová mı́ra je na měřitelných
obdélńıćıch jednoznačně určena. Protože µ a ν jsou σ-konečné mı́ry, existuj́ı
množiny An ∈ A, µ(An) < ∞, An ր X, a Bn ∈ B, ν(Bn) < ∞, Bn ր Y ,
n → ∞. Měřitelné obdélńıky Cn := An × Bn pak splňuj́ı (µ ⊗ ν)(Cn) < ∞ a
Cn ր X × Y , předpoklady Věty 7.3 jsou tedy splněny. �
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Definice 8.2 (Obraz mı́ry) Bud’ ϕ : (E, E) → (F,F) měřitelné zobrazeńı a
µ mı́ra na (E, E). Pak množinová funkce

µϕ−1 : B 7→ µ(ϕ−1(B)), B ∈ F ,

je mı́ra na (F,F) a nazýváme ji obrazem mı́ry µ při zobrazeńı ϕ.

Tvrzeńı 8.3 (Symetrie součinové mı́ry) Plat́ı ν ⊗ µ = (µ⊗ ν)τ−1, kde τ :
X × Y → Y ×X je záměna souřadnic, tedy τ : (x, y) 7→ (y, x).

Důkaz: Nejprve ověř́ıme, že τ−1(A ⊗ B) = B ⊗ A. Toto snadno plyne z
Věty 3.1 (ii), nebot’ τ−1(σS) = σ(τ−1S), kde S znač́ı systém všech měřitelných
obdélńık̊u v X × Y .

Mı́ry ν⊗µ a (µ⊗ν)τ−1 se shoduj́ı na měřitelných obdélńıćıch, tedy se rovnaj́ı
podle předchoźı věty. �

Důsledek 8.4 Plat́ı

(µ⊗ ν)(E) =

∫

µ(Ey) dν(y), E ∈ A⊗ B.

Důkaz: Plat́ı

(µ⊗ ν)(E) = (ν ⊗ µ)(τ−1(E)) =

∫

µ((τ−1E)y) dν(y) =

∫

µ(Ey) dν(y),

využili jsme předchoźıho tvrzeńı a vztahu (1). �

Věta 8.5 (Fubiniova věta) Pro každou funkci f ∈ L∗(µ⊗ ν) plat́ı:
∫

f d(µ⊗ ν) =

∫ (∫

f(x, y) dν(y)

)

dµ(x) =

∫ (∫

f(x, y) dµ(x)

)

dν(y).

Důkaz:

1. Je-li f charakteristickou funkćı množiny ze součinové σ-algebry, plyne rov-
nost z (1) a Důsledku 8.4.

2. Pro jednoduchou měřitelnou funkci s =
∑k

i=1 αiχEi
máme

∫

s d(µ⊗ ν) =

k
∑

i=1

αi

∫

ν((Ei)x) dµ(x)

=

∫ k
∑

i=1

αiν((Ei)x) dµ(x)

=

∫

(

∫

s(x, y) dν(y)) dµ(x).

Z uvedeného výpočtu rovněž plyne, že funkce x 7→
∫

s(x, y) dν(y) je měřitelná
pro libovolné y ∈ Y . Druhá rovnost se odvod́ı analogicky.
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3. Bud’ f ≥ 0 měřitelná a sn ր f jednoduché měřitelné funkce. Pak podle
Leviho věty

∫

sn(x, y) dν(y) ր

∫

f(x, y) dν(y), x ∈ X.

Protože integrály na levé straně jsou měřitelnými funkcemi proměnné x,
i integrál na pravé straně je měřitelnou funkćı v x a opětovným použit́ım
Leviho věty dostaneme

∫ ∫

sn(x, y) dν(y) dµ(x) ր

∫ ∫

f(x, y) dν(y) dµ(x).

Podle již dokázané části 2 se integrál na levé straně shoduje s
∫

sn d(µ⊗ ν) ր

∫

f d(µ⊗ ν),

č́ımž dostáváme prvńı z obou dokazovaných rovnost́ı (a druhá opět plyne
analogicky).

4. Je-li f = f+−f− ∈ L∗(µ⊗ν), ověř́ıme rovnost snadno pomoćı př́ıslušných
rovnost́ı pro f+ a f−.

�

Př́ıklad: Uvažujme X = Y = Z, A = B = P(Z), µ = ν je aritmetická mı́ra.
Definujme funkci f : Z× Z → R následovně:

f(z1, z2) =











1 pokud z2 = z1 ≥ 0 nebo z2 = z1 − 1 ≤ −1,

−1 pokud z2 = z1 < 0 nebo z2 = z1 − 1 > −1,

0 jinak.

Plat́ı
∫ ∫

f(z1, z2)dµ(z1) dµ(z2) =
∑

z2

∑

z1

f(z1, z2) = 0,

ale
∫ ∫

f(z1, z2)dµ(z2) dµ(z1) =
∑

z1

∑

z2

f(z1, z2) = 2,

přitom ovšem f 6∈ L∗(µ⊗ µ).

Pozn.: Prostor se součinovou mı́rou (X×Y,A⊗B, µ⊗ν) nemuśı být úplný, ani
když prostory (X,A, µ) a (Y,B, ν) jsou úplné. Zúplněný prostor se součinovou
mı́rou znač́ıme (X × Y,A⊗̂B, µ⊗̂ν).

Důsledek 8.6 (Fubiniova věta pro zúplněnou součinovou mı́ru) Bud’te
(X,A, µ) a (Y,B, ν) dva úplné prostory se σ-konečnými měrami. Pak pro každou
funkci f ∈ L∗(µ⊗̂ν) plat́ı:
∫

f d(µ⊗̂ν) =

∫ (∫

f(x, y) dν(y)

)

dµ(x) =

∫ (∫

f(x, y) dµ(x)

)

dν(y).
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Důkaz: Rovnost nejprve dokážeme pro př́ıpad f = χE , kde E ∈ A⊗̂B. Podle
Věty 2.4 existuje F ∈ A⊗ B taková, že E△F je nulová, tedy

∫

f d(µ⊗̂ν) = (µ⊗̂ν)(E) = (µ⊗ ν)(F ).

Podle Fubiniovy věty plat́ı (µ⊗ ν)(F ) =
∫

ν(Fx) dµ(x). Ukážeme-li, že
∫

ν(Ex) dµ(x) =

∫

ν(Fx) dµ(x),

dokážeme t́ım prvńı z dvou dokazovaných rovnost́ı věty pro př́ıpad f = χE

(druhá rovnost plyne analogicky.) K tomu stač́ı ukázat, že ν(Ex) = ν(Fx) µ-s.v.
Z definice nulové množiny v́ıme, že existuje N ⊂ A ⊗ B taková, že E△F ⊂ N
a (µ⊗ ν)(N) = 0. Ze vztahu (1) plyne ν(Nx) = 0 µ-s.v. Dále zřejmě plat́ı

Ex△Fx = (E△F )x ⊂ Nx,

tedy také ν(Ex△Fx) = 0 µ-s.v., a tud́ıž ν(Ex) = ν(Fx) µ-s.v.
Dále lze postupně ukázat platnost rovnosti pro jednoduché měřitelné funkce,

nezáporné měřitelné funkce a funkce z L∗(µ⊗̂ν), stejně jako v d̊ukazu Věty 8.5.
�

Věta 8.7 (Součin Lebesgueových měr) Pro p, q ∈ N plat́ı:

(i) Bp+q = Bp ⊗ Bq,

(ii) λp+q = λp ⊗ λq.

Důkaz: (i). Každý otevřený (p+ q)-kvádr je kartézským součinem otevřeného
p-kvádru a otevřeného q-kvádru. Necht’ Qk znač́ı systém všech otevřených k-
kvádr̊u. Pak plat́ı

Bp+q = σ{U ×V : U ∈ Qp, V ∈ Qq} ⊂ σ{A×B : A ∈ Bp, B ∈ Bq} = Bp ⊗Bq.

Pro druhou inkluzi stač́ı ukázat, že A × B ∈ Bp+q kdykoliv A ∈ Bp a B ∈ Bq.
Označme

D1 := {A ∈ Bp : A× V ∈ Bp+q kdykoliv F ∈ Qq}.

Zřejmě Qp ⊂ D1 a snadno lze ukázat, že D1 je σ-algebra. Plat́ı tedy D1 = Bp.
Dále označme

D2 := {B ∈ Bq : A×B ∈ Bp+q kdykoliv A ∈ Bp}.

Plat́ı Qq ⊂ D2 (protože D1 = Bp) a D2 je opět σ-algebra, tud́ıž D2 = Bq. σ-
algebra Bp+q tedy obsahuje všechny měřitelné obdélńıky v Rp×Rq, a muśı tedy
obsahovat i Bp ⊗ Bq.

(ii). Mı́ry λp+q a λp ⊗λq se shoduj́ı na otevřených kvádrech z Qp+q. Systém
Qp+q je uzavřen na konečné pr̊uniky, generuje Bp+q a existuje posloupnost
otevřených kvádr̊u Qi ր Rp+q konečné mı́ry, tedy λp+q a λp ⊗ λq se shoduj́ı i
na Bp+q podle Věty 7.3. �

V daľśım budeme symbolem L∗(Rk) zkráceně značit prostor L∗(Rk,Bk
0 , λ

k).
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Důsledek 8.8 (Fubiniova věta v Rp+q) Pro každou funkci f ∈ L∗(Rp+q)
plat́ı

∫

f(x, y) d(x, y) =

∫ (∫

f(x, y) dy

)

dx =

∫ (∫

f(x, y) dx

)

dy,

kde ṕı̌seme stručně dx := dλp(x), dy := dλq(y), d(x, y) := dλp+q(x, y).

Důsledek 8.9 Pro množinu A ∈ Bp+q plat́ı

λp+q(A) =

∫

π1A

λq(Ax) dx =

∫

π2A

λp(Ay) dy,

kde π1 : (x, y) 7→ x a π2 : (x, y) 7→ y jsou projekce.

Důsledek 8.10 Pro funkci f ∈ L∗(Rp+q) a množinu A ∈ Bp+q plat́ı

∫

A

f(x, y) d(x, y) =

∫

π1A

(∫

Ax

f(x, y) dy

)

dx =

∫

π2A

(∫

Ay

f(x, y) dx

)

dy.

Př́ıklad: Pro jednotkovou kouli B1 = {x2 + y2 + z2 ≤ 1} v R3 dostáváme
podle Důsledku 8.9

λ3(B1) =

∫ 1

−1

π(1− z2) dz =
4

3
π.

9 Věta o substituci

Připomenut́ı: Pro funkci f : (α, β) → R a diferencovatelnou surjektivńı mo-
notónńı funkci ϕ : (a, b) → (α, β) plat́ı

∫ b

a

f(ϕ(x))|ϕ′(x)| dx =

∫ β

α

f(y) dy,

má-li jedna strana smysl jako Newton̊uv integrál.

Pozn.: Lebesgueova mı́ra λn je translačně invariantńı (tedy λn(B+z) = λn(B)
kdykoliv B ∈ Bn a z ∈ Rn). To plyne z věty o jednoznačnosti mı́ry, nebot’ λn a
mı́ra µ(B) := λn(B + z), B ∈ Bn, se shoduj́ı na otevřených kvádrech.

Tvrzeńı 9.1 Bud’ L : Rn → Rn regulárńı lineárńı zobrazeńı a A ∈ Bn. Pak
L(A) ∈ Bn a plat́ı λn(L(A)) = | detL|λn(A).
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Důkaz: Každé lineárńı zobrazeńı mezi konečněrozměrnými prostory je spojité.
Protože L je regulárńı, existuje (spojité) inverzńı zobrazeńı L−1, a tedy L(A) =
(L−1)−1(A) ∈ Bn.

Podle známé věty z lineárńı algebry lze každé regulárńı lineárńı zobrazeńı
L : Rn → Rn vyjádřit jako složeńı konečně mnoha “elementárńıch” lineárńıch
zobrazeńı jednoho ze tř́ı typ̊u:

(i) L1 : (x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn) (tedy L1

prohazuje i-tou a j-tou souřadnici vektoru);

(ii) L2 : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1, xn + bx1) (b ∈ R) (L2 přičte k n-té
souřadnici b-násobek prvńı souřadnice);

(iii) L3 : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1, axn) (a 6= 0) (L3 vynásob́ı n-tou
souřadnici nenulovým faktorem a).

Protože složené lineárńı zobrazeńı odpov́ıdá součinu př́ıslušných matic, a deter-
minant součinu je součinem determinantu jednotlivých matic, stač́ı dokazovanou
udentitu ukázat pro př́ıpady L = L1, L2 a L3.

Mı́ry λnL1 a λn se shoduj́ı na systému otevřených kvádr̊u. Podle věty o
jednoznačnosti mı́ry se tedy shoduj́ı i na Borelovské σ-algebře, a máme tedy
λn(L1(A)) = λn(A) = | detL1|λn(A), A ∈ Bn.

Podle Fubiniovy věty plat́ı

λn(L2(A)) =

∫

Πn−1(A)

λ1
(

(L2(A))(x1,...,xn−1)

)

d(x1, . . . , xn−1),

kde Πn−1 : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1). Pro řez množiny L2(A) pak z tvaru
L2 dostáváme

(L2(A))(x1,...,xn−1) = A(x1,...,xn−1) + bx1,

a protože λ1 je translačně invariantńı a Πn−1(L2(A)) = Πn−1(A), máme

λn(L2(A)) =

∫

Πn−1(A)

λ1
(

A(x1,...,xn−1)

)

d(x1, . . . , xn−1) = λn(A).

Jelikož | detL2| = 1, ověřili jsme t́ım rovnost pro L2.
Mı́ry λn a µ(A) := |a|−1λn(L3(A)) se shoduj́ı na systému otevřených kvádr̊u,

proto se shoduj́ı podle věty o jednoznačnosti i na borelovských množinách. Plat́ı
tedy λn(L3(A)) = |a|λn(A) = | detL3|λ

n(A). T́ım je d̊ukaz ukončen. �

Důsledek 9.2 (Lebesgueova mı́ra je izometricky invariantńı) Je-li S : Rn →
Rn izometrie (tzn. ‖S(x)−S(y)‖ = ‖x−y‖, x, y ∈ Rn), pak λn(S(A)) = λn(A),
A ∈ Bn.

Důkaz: Podle věty z lineárńı algebry lze každou izometrii v Rn zapsat ve tvaru

S : x 7→ b+R(x), x ∈ Rn,

kde b ∈ Rn (“posunut́ı”) a R je ortogonálńı lineárńı zobrazeńı (tzn. RTR = I).
Protože | detR| = 1 a λn je translačně invariantńı, dostáváme λn(S(A)) =
λn(A) z Tvrzeńı 9.1. �
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Důsledek 9.3 Je-li W ⊂ Rn afinńı podprostor dimenze menš́ı než n, plat́ı
λn(W ) = 0.

Důkaz: Plyne z faktu, že vhodné izometrické zobrazeńı zobraźı W na lineárńı
podprostor generovaný prvńımi k < n vektory kanonické báze Rn. �

Důsledek 9.4 Tvrzeńı 9.1 plat́ı i bez předpokladu regularity zobrazeńı L.

Důkaz: Je-li L singulárńı, je L(Rn) podprostor dimenze menš́ı než n, a zároveň
detL = 0. �

Důsledek 9.5 (Homogenita Lebesgueovy mı́ry)

λn(rA) = |r|nλn(A), r ∈ R, A ∈ Bn.

Definice 9.1 Necht’ U ⊂ Rn je otevřená a f : U → Rn zobrazeńı tř́ıdy C1. Pak
J f(x) := detDf(x) je Jakobián funkce f v bodě x, x ∈ U .

Definice 9.2 Necht’ U ⊂ Rn je otevřená. Zobrazeńı f : U → Rn je difeomorfis-
mus, je-li prosté, tř́ıdy C1 a plat́ı-li J f(x) 6= 0, x ∈ U .

Pozn.: Z věty o inverzńım zobrazeńı plyne, že je-li f : U → Rn difeomorfismus,
je obraz f(U) otevřená množina a f−1 je tř́ıdy C1 na f(U).

Věta 9.6 (Věta o substituci) Bud’ U ⊂ Rn otevřená, ϕ : U → Rn difeomor-
fismus a f : ϕ(U) → R Lebesgueovsky měřitelná funkce. Pak

∫

U

f(ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

∫

ϕ(U)

f(y) dy,

má-li jedna strana smysl.

[BEZ DŮKAZU]

Důsledek 9.7 Je-li nav́ıc B ⊂ ϕ(U) Lebesgueovsky měřitelná množina, plat́ı

∫

ϕ−1(B)

f(ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

∫

B

f(y) dy,

má-li jedna strana smysl.

Př́ıklad: Zobrazeńı ϕ : (r, t) 7→ (r cos t, r sin t) je difeomorfismus na U =
(0,∞)× (−π, π), Jϕ(r, t) = r a plat́ı λ2(R2 \ ϕ(U)) = 0, proto

λ2(B) =

∫

ϕ−1(B)

r d(r, t), B ∈ B2
0.
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10 Konstrukce Lebesgueovy mı́ry

Definice 10.1 (Vněǰśı mı́ra) Necht’X je neprázdná množina. Pak funkce µ∗ :
P(X) → [0,∞] je vněǰśı mı́ra na X, jestliže

(i) µ∗(∅) = 0,

(ii) A ⊂ B =⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B) (monotonie),

(iii) An ⊂ X (n ∈ N) =⇒ µ∗(
⋃

n An) ≤
∑

n µ
∗(An) (spočetná subaditivita).

Př́ıklady:

1. Nulová mı́ra, Diracova mı́ra v bodě nebo aritmetická mı́ra jsou rovněž
vněǰśı mı́ry.

2.

µ∗(A) :=

{

0 pokud A = ∅,

1 pokud A 6= ∅

3.

λ∗(A) := inf

{

∑

n

délka(In) : A ⊂
⋃

n

In, In otevř. int.

}

, A ⊂ R,

je vněǰśı mı́ra na R. (Cvičeńı)

Definice 10.2 Řekneme, že množina A ⊂ X je µ∗-měřitelná, jestliže

∀T ⊂ X : µ∗(T ) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A).

Znač́ıme Aµ∗ := {A ⊂ X : A je µ∗-měřitelná}.

Pozn.: Nerovnost µ∗(T ) ≤ µ∗(T ∩A)+µ∗(T \A) plat́ı vždy (ze subaditivity),
proto v definici lze ekvivalentně požadovat

µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A), T ⊂ X.

Pozn.: Je-li µ∗ vněǰśı mı́ra naX a Y ⊂ X, pak restrikce µ∗⌊Y : A 7→ µ∗(A∩Y )
je rovněž vněǰśı mı́ra na X a plat́ı Aµ∗ ⊂ Aµ∗⌊Y .

Věta 10.1 (Caratheodory) Aµ∗ je σ-algebra, µ := µ∗|Aµ∗ je mı́ra a prostor
(X,Aµ∗ , µ) je úplný.
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Důkaz:

1. ∅ ∈ Aµ∗ (zřejmé)

2. A ∈ Aµ∗ =⇒ X \A ∈ Aµ∗ (zřejmé z definice)

3. A,B ∈ Aµ∗ =⇒ A ∩B ∈ Aµ∗ :

Pro libovolnou množinu T ⊂ X plat́ı:

µ∗(T ) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A),

µ∗(T ∩A) = µ∗(T ∩A ∩B) + µ∗((T ∩A) \B),

µ∗(T \ (A ∩B)) = µ∗(T \ (A ∩B) ∩A) + µ∗(T \ (A ∩B) \A)

= µ∗((T ∩A) \B) + µ∗(T \A).

Dosazeńım z druhé a čtvrté rovnosti do prvńı dostaneme

µ∗(T ) = µ∗(T ∩A ∩B) + µ∗(T \ (A ∩B)),

tedy A ∩B ∈ Aµ∗ . Z dokázaných vlastnost́ı už plyne, že Aµ∗ je algebra.

4. µ∗ je σ-aditivńı na Aµ∗ :

Bud’te Ai ∈ Aµ∗ po dvou disjunktńı. Ukážeme, že
⋃∞

i=1 Ai ∈ Aµ∗ . Protože
A je µ∗-měřitelná, volbou T = A1 ∪A2 dostaneme

µ∗(A1 ∪A2) = µ∗(A1) + µ∗(A2).

Tedy µ∗ je konečně aditivńı na Aµ∗ . Plat́ı tedy pro každé n ∈ N

∞
∑

i=1

µ∗(Ai) = lim
n→∞

n
∑

i=1

µ∗(Ai) = lim
n→∞

µ∗

(

n
⋃

i=1

Ai

)

≤ µ∗

(

∞
⋃

i=1

Ai

)

.

Opačná nerovnost plyne ze spočetné subaditivity, plat́ı tedy
⋃∞

i=1 Ai ∈
Aµ∗ .

5. Aµ∗ je uzavřeno na disjunktńı spočetná sjednoceńı:

Bud’te Ai ∈ Aµ∗ po dvou disjunktńı a T ⊂ X. Plat́ı (n ∈ N)

µ∗(T ) = µ∗

(

T \
n
⋃

i=1

Ai

)

+ µ∗

(

T ∩
n
⋃

i=1

Ai

)

≥ µ∗

(

T \
∞
⋃

i=1

Ai

)

+ (µ∗⌊T )

(

n
⋃

i=1

Ai

)

= µ∗

(

T \
∞
⋃

i=1

Ai

)

+

n
∑

i=1

(µ∗⌊T )(Ai)

27



Využili jsme faktu, že Ai ∈ Aµ∗⌊T , a toho, že µ∗⌊T je (σ-)aditivńı na
Aµ∗⌊T , podle již dokázané části 4. Limitńım přechodem n → ∞ pak do-
staneme

µ∗(T ) ≥ µ∗

(

T \
∞
⋃

i=1

Ai

)

+
∞
∑

i=1

(µ∗⌊T )(Ai)

= µ∗

(

T \
∞
⋃

i=1

Ai

)

+ µ∗

(

T ∩
∞
⋃

i=1

Ai

)

.

Tedy
⋃∞

i=1 Ai ∈ Aµ∗ . Z dokázaného již plyne, že Aµ∗ je σ-algebra a µ∗ je
mı́ra na Aµ∗ .

6. µ∗(A) = 0 =⇒ A ∈ Aµ∗ :

Jestliže µ∗(A) = 0, pak

µ∗(T ) ≥ µ∗(T \A) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A),

tedy A ∈ Aµ∗ . Všechny nulové množiny jsou tedy µ∗-měřitelné.

�

Př́ıklady:

1. µ∗ je nulová mı́ra, Diracova mı́ra v bodě nebo aritmetická mı́ra na množině
X: Aµ∗ = P(X).

2. µ∗(A) :=

{

0 pokud A = ∅,

1 pokud A 6= ∅
=⇒ Aµ∗ = {∅, X}.

Definice 10.3 (Metrická vněǰśı mı́ra) Bud’ (X, ρ) metrický prostor. Řekne-
me, že vněǰśı mı́ra µ∗ na X je metrická, jestliže pro dvě množiny A,B ⊂ X
splňuj́ıćı dist(A,B) > 0 plat́ı

µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B).

Zde dist(A,B) := inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

Věta 10.2 Necht’ µ∗ je metrická vněǰśı mı́ra na metrickém prostoru (X, ρ). Pak
B(X) ⊂ Aµ∗ .

Důkaz: Bud’ F ⊂ X uzavřená. Ukážeme, že F ∈ Aµ∗ . Označme

Fε := {x ∈ X : ρ(x, F ) ≤ ε}, ε > 0.

Necht’ je dána T ⊂ X. Ověř́ıme, že

µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩ F ) + µ∗(T \ F ). (2)
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Můžeme předpokládat, že µ∗(T ) < ∞ (jinak nerovnosti zřejmě plat́ı). Protože
dist(T ∩ F, T \ Fε) ≥ ε > 0, plat́ı

µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩ F ) + µ∗(T \ Fε), ε > 0,

protože µ∗ je metrická. Ukážeme, že

µ∗(T \ F1/j) → µ∗(T \ F ), j → ∞. (3)

Z toho už bude plynout (2). Označme

Di := (F1/i \ F1/(i+1)) ∩ T, i ∈ N.

Plat́ı

T \ F = (T \ F1/j) ∪
∞
⋃

i=j

Di,

a tedy ze spočetné subaditivity µ∗ plyne

µ∗(T \ F ) ≤ µ∗(T \ F1/j) +

∞
∑

i=j

µ∗(Di).

Ukážeme, že
∞
∑

i=1

µ∗(Di) < ∞. (4)

Z toho již bude plynout (3), a tedy i (2). Je-li |i − j| > 2 je dist(Di, Dj) > 0 a
tedy

n
∑

i=1

µ∗(D2i) = µ∗

(

n
⋃

i=1

D2i

)

≤ µ∗(T ) < ∞,

n
∑

i=1

µ∗(D2i−1) = µ∗

(

n
⋃

i=1

D2i−1

)

≤ µ∗(T ) < ∞.

Z obou nerovnost́ı již plyne (4) a d̊ukaz je tedy hotov. �

Definice 10.4 Symbolem On budeme značit množinu všech otevřených ome-
zených kvádr̊u v Rn (včetně prázdné množiny). Objem kvádru I = (a1, b1) ×
· · · × (an, bn) ∈ On, budeme značit

v(I) := (b1 − a1) · · · · · (bn − an).

Tvrzeńı 10.3 Bud’te I, I1, . . . , Ik ∈ On.

(i) Je-li I ⊂ I1 ∪ · · · ∪ Ik, plat́ı v(I) ≤ v(I1) + · · ·+ v(Ik).

(ii) Je-li I = I1 ∪ · · · ∪ Ik a jsou-li kvádry I1, . . . , Ik po dvou disjunktńı, plat́ı
v(I) = v(I1) + · · ·+ v(Ik).
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Důkaz:

1. Necht’ I = (a1, b1)×· · ·×(an, bn),Di je děleńı intervalu (ai, bi), i = 1, . . . , n,
a označme symbolem J systém všech otevřených kvádr̊u J1 × · · · × Jn,
kde Ji je otevřený interval z děleńı Di, i = 1, . . . , n. Pak zřejmě

I =
⋃

J∈J

J, v(I) =
∑

J∈J

v(J).

2. Jsou-li I1, . . . , Ik jako v (ii), převedeme situaci snadno na př́ıpad uvažovaný
v 1. T́ım je dokázán bod (ii).

3. (i) plyne z (ii): z libovolného pokryt́ı kvádru I kvádry I1, . . . , Ik snadno
vyrob́ıme disjunktńı pokryt́ı.

�

Definice 10.5 Pro množinu E ⊂ Rn klademe

λn∗(E) := inf

{

∞
∑

i=1

v(Ii) : E ⊂
∞
⋃

i=1

Ii, Ii ∈ On, i ∈ N

}

.

Tvrzeńı 10.4 Pro E ⊂ Rn a δ > 0 plat́ı λn∗(E) = λn∗
δ (E), kde

λn∗
δ (E) = inf

{

∞
∑

i=1

v(Ii) : E ⊂
∞
⋃

i=1

Ii, Ii ∈ On, diam(Ii) < δ, i ∈ N

}

.

Důkaz: Nerovnost λn∗(E) ≤ λn∗
δ (E) je zřejmá. Dokažme opačnou nerovnost.

Necht’ λn∗(E) < ∞ (jinak by nerovnost zřejmě platila), a zvolme ε > 0. Z
definice λn∗(E) existuj́ı I1, I2, · · · ∈ On takové, že A ⊂

⋃

i Ii a

∑

i

v(Ii) < λn∗(A) + ε.

Každý z kvádr̊u Ii můžeme rozdělit na konečný počet disjunktńıch kvádr̊u

J1
i , . . . , J

k(i)
i s diametry menš́ımi než δ, přitom Ii = I1i ∪ · · · ∪ I

k(i)
i . Podle

Tvrzeńı 10.3 plat́ı v(Ii) = v(J1
i )+ · · ·+v(I

k(i)
i ). Zřejmě existuj́ı Iji ∈ On takové,

že Jj
i ⊂ Iji , diam Iji < δ a v(Iji ) < v(Jj

i )+ ε/(k(i)2i), j = 1, . . . , k(i), i ∈ N. Pak

A ⊂
⋃∞

i=1

⋃k(i)
j=1 I

j
i , a tedy

λn∗
δ (A) ≤

∞
∑

i=1

k(i)
∑

j=1

v(Iji ) <

∞
∑

i=1

v(Ii) + ε < λn∗(A) + 2ε.

Protože tato nerovnost plat́ı pro libovolné ε > 0, plat́ı i λn∗
δ (A) ≤ λn∗(A). �

Věta 10.5 λn∗ je metrická vněǰśı mı́ra na Rn a plat́ı

λn∗(I) = v(I), I ∈ On.
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Důkaz: Množinová funkce λn∗ je zřejmě monotónńı a plat́ı λn∗(∅) = 0. Ukážeme
spočetnou subaditivitu. Bud’te Ei ⊂ Rn a předpokládejme, že λn∗(Ei) < ∞,
i ∈ N. Zvolme ε > 0. Podle definice λn∗ existuj́ı Iji ∈ On takové, že Ei ⊂

⋃

j I
j
i

a
∑

j v(I
j
i ) < λn∗(Ei) + ε/2i, i ∈ N. Pak ale plat́ı

⋃

i Ei ⊂
⋃

i

⋃

j I
j
i , a tedy

λn∗(
⋃

i

Ei) ≤
∑

i

∑

j

v(Iji ) <
∑

i

λn∗(Ei) + ε.

Limitńım přechodem ε → 0+ dostáváme spočetnou subaditivitu. λn∗ je tedy
vněǰśı mı́ra.

Ukážeme, že λn∗ je metrická. Bud’te A,B ⊂ Rd takové, že dist(A,B) > 0.
Ukážeme, že

λn∗(A ∪B) ≥ λn∗(A) + λn∗(B).

Je-li λn∗(A ∪B) = ∞, nerovnost zřejmě plat́ı. Předpokládejme tedy nadále, že
λn∗(A ∪B) < ∞. Zvolme ε > 0. Podle Tvrzeńı 10.4 existuj́ı Ii ∈ On takové, že
diam(Ii) < dist(A,B)/2 a

∑

i v(Ii) < λn∗(A ∪B) + ε. Označme

IA := {i ∈ N : Ii ∩A 6= ∅}, IB := {i ∈ N : Ii ∩B 6= ∅}.

Žádný z kvádr̊u Ii nemůže zasáhnout obě množiny A,B, proto jsou IA a IB
disjunktńı. Dále zřejmě A ⊂

⋃

i∈IA
Ii a B ⊂

⋃

i∈IB
Ii, proto

λn∗(A) + λn∗(B) ≤
∑

i∈IA

v(Ii) +
∑

i∈IB

v(Ii) ≤
∞
∑

i=1

v(Ii) < λn∗(A ∪B) + ε.

Limitńım přechodem ε → 0+ dostaneme požadovanou nerovnost.
Zbývá ukázat, že λn∗(I) = v(I) kdykoliv I ∈ On. Nerovnost λ

n∗(I) ≤ v(I)
je zřejmá (stač́ı zvolit pokryt́ı I1 = I, I2 = I3 = · · · = ∅). Předpokládejme pro
spor, že λn∗(I) < v(I). Pak existuj́ı Ii ∈ On takové, že I ⊂

⋃

i Ii a
∑

i v(Ii) <
v(I). Zřejmě existuje J ∈ On takový, že J ⊂ I a

∑

i v(Ii) < v(J). Protože
J je kompaktńı, existuje k ∈ N takové, že J ⊂ I1 ∪ · · · ∪ Ik. Pak ale v(J) ≤
v(I1) + · · ·+ v(Ik) podle Tvrzeńı 10.3, což je spor. �

Pozn.: Z předchoźıch tř́ı vět plyne, že Bn ⊂ Aλn∗ a λn = λn∗|Aλn∗ je n-
rozměrná Lebesgueova mı́ra. T́ım je dokázána existence ve Větě 2.5. Jedno-
značnost plyne z Důsledku 7.3, d̊ukaz Věty 2.5 je tedy kompletńı.

Věta 10.6 (Regularita Lebesgueovy mı́ry) Necht’ E ⊂ Rn. Je ekvivalentńı:

(i) E ∈ Aλn∗ .

(ii) pro každé ε > 0 existuj́ı G otevřená, F uzavřená, F ⊂ E ⊂ G, λn(G\F ) <
ε.

(iii) existuj́ı množiny A,B ∈ Bn, A ⊂ E ⊂ B, λn(B \A) = 0.

(iv) E ∈ Bn
0 .
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Důkaz: (i) =⇒ (ii): Předpokládejme nejprve, že λn(E) < ∞. Podle definice
λn∗ existuj́ı Ii ∈ On takové, že E ⊂

⋃

i Ii a
∑

i v(Ii) < λn(E) + ε/2. Pak
G :=

⋃

i Ii je otevřená množina obsahuj́ıćı E a plat́ı λn(G \ E) < ε/2.
Je-li λn(E) = ∞, plat́ı E =

⋃

m Em, kde Em := [−m,m]n ∩E má konečnou
mı́ru, m = 1, 2, . . . . Ke každé Em najdeme otevřenou množinu Gm ⊃ Em,
λ(Gm \Em) < ε/2m+1. Pak otevřená množina G :=

⋃

m Gm obsahuje E a plat́ı

λn(G \ E) ≤
∑

m

λn(Gm \ Em) <
ε

2
.

Komplement EC množiny E je také měřitelný a existuje tedy otevřená
množina H ⊃ EC taková, že λn(H \ EC) = λn(E \ HC) < ε/2. Množina
F := HC je uzavřená a plat́ı F ⊂ E ⊂ G a

λn(G \ F ) = λn(G \ E) + λn(E \ F ) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

(ii) =⇒ (iii): Pro každé j ∈ N najdeme otevřenou množinu Gj ⊃ E a
uzavřenou Fj ⊂ E tak, že λn(Gj \ Fj) < j−1. Pak A :=

⋃

j Fj a B :=
⋂

j Gj

jsou borelovské množiny a plat́ı

λn(B \A) ≤ λn(Gj \ Fj) <
1

j
, j ∈ N,

tedy λn(B \A) = 0.
(iii) =⇒ (iv): Jsou-li A ⊂ E ⊂ B jako v (iii), je zřejmě symetrická diference

E△A nulová množina, a tedy E ∈ Bn
0 podle Věty 2.4.

(iv) =⇒ (i): σ-algebra Aλn∗ obsahuje borelovské množiny i nulové množiny,
obsahuje tedy i zúplněnou σ-algebru Bn

0 . �

Věta 10.7 (Luzin) Bud’ f : Rn → R lebesgueovsky měřitelná funkce a ε > 0.
Pak existuje G ⊂ Rn otevřená taková, že λn(G) < ε a restrikce f |GC je spojitá.

Pozn.: Funkce f nemuśı být spojitá v žádném bodě, pouze restrikce na vhod-
nou množinu je spojitá (vzhledem k této množině) (viz Dirichletova funkce
f = χQ).

Důkaz Bud’ U1, U2, . . . posloupnost všech interval̊u s racionálńımı́ koncovými
body. Pak pro každé j ∈ N je množina f−1(Uj) lebesgueovsky měřitelná, tedy
existuj́ı množiny Fj ⊂ f−1(Uj) ⊂ Gj , Fj uzavřená, Gj otevřená, λn(Gj \ Fj) <
ε/2j . Množina E :=

⋃

(Gj \ Fj) je otevřená a splňuje

λn(E) ≤
∞
∑

j=1

λn(Gj \ Fj) < ε.

Pro restrikci g : F |EC dále plat́ı

g−1(Uj) = f−1(Uj) ∩ EC = Gj ∩ EC , j = 1, 2, . . . .

Tedy g−1(Uj) je otevřená podmnožina v prostoru EC . Protože systém (Uj)j∈N

tvoř́ı bázi topologie na R (tzn. každá otevřená množina je sjednoceńım interval̊u
z tohoto systému), je funkce g spojitá na EC . �
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11 Prostory L
p

Definice 11.1 Bud’ (X,A, µ) prostor s mı́rou a funkce f : (X,A) → R∗ měři-
telná. Definujeme

‖f‖p :=

(∫

|f |p dµ

)
1
p

, 1 ≤ p < ∞,

‖f‖∞ := inf{α ≥ 0 : µ{x ∈ X : |f(x) > α} = 0},

Lp(X,A, µ) := {f : (X,A) → (R∗,B∗) : ‖f‖p < ∞}, 1 ≤ p ≤ ∞.

(Často budeme psát stručně pouze Lp(µ) nebo Lp(X).)

Pozn.: Plat́ı |f | ≤ ‖f‖∞ µ-skoro všude.

Tvrzeńı 11.1 (Hölderova nerovnost) Necht’ f ∈ Lp(µ), g ∈ Lq(µ), 1 ≤
p, q ≤ ∞, 1

p + 1
q = 1. Pak f · g ∈ Lp(µ) a plat́ı

‖f · g‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q.

Důkaz: Uvažujme nejprve př́ıpad p = 1, q = ∞. Pak

‖fg‖1

∫

|f(x)g(x)| dµ(x) ≤ ‖g‖∞

∫

|f(x)| dµ(x) = ‖f‖1‖g‖∞.

Dále předpokládejme, že 1 < p, g < ∞. K d̊ukazu nerovnosti použijeme
pomocné lemma:

Lemma 11.2 (Youngovo lemma) Je-li a, b ≥ a p, q > 1 takové, že 1
p+

1
q = 1,

pak

ab ≤
ap

p
+

bq

q
.

Důkaz: Necht’ ab > 0 jinak je nerovnost zřejmá). Protože logaritmus je konkávńı
funkce, plat́ı

log

(

ap

p
+

bq

q

)

≥
1

p
log ap +

1

q
log bq = log a+ log b = log(ab).

Z toho již plyne dokazovaná rovnost, nebot’ logaritmus je rostoućı funkce. �

Dokončeńı d̊ukazu Hölderovy nerovnosti: Je-li ‖f‖p = 0 nebo ‖g‖q = 0,
muśı být f ·g = 0 s.v. a nerovnost zřejmě plat́ı. Necht’ dále ‖f‖p > 0 a ‖g‖q > 0.
Podle Youngovy nerovnosti plat́ı

|f(x)|

‖f‖p
·
|g(x)|

‖g‖q
≤

|f(x)|p

p‖f‖pp
+

|g(x)|q

q‖g‖qq
, x ∈ X,

33



a zintegrováńım dostaneme

∫

|f · g| dµ

‖f‖p‖g‖q
≤

‖f‖pp
p‖f‖pp

+
‖g‖qq
q‖g‖qq

= 1,

což je Hölderova nerovnost. �

Věta 11.3 (Minkowského nerovnost) Jsou-li 1 ≤ p ≤ ∞ a f, g ∈ Lp(µ),
pak také f + g ∈ Lp(µ) a plat́ı

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Důkaz: Je-li p = 1, nerovnost snadno plyne z trojúhelńıkové nerovnosti |f +
g| ≤ |f |+ |g| zintegrováńım. Je-li p = ∞, plat́ı podle definice |f | ≤ ‖f‖∞ s.v. a
|g| ≤ ‖g‖∞ s.v., tedy

|f + g| ≤ |f |+ |g| ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ s.v.,

z čehož plyne ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.
Necht’ nyńı 1 < p < ∞. Funkce x 7→ xp je konvexńı na (0,∞), tud́ıž

∣

∣

∣

∣

f + g

2

∣

∣

∣

∣

p

≤

(

|f |+ |g|

2

)p

≤
|f |p + |g|p

2
,

z čehož zintegrováńım dostaneme

‖f + g‖pp ≤ 2p−1(‖f‖pp + ‖g‖pp) < ∞.

Tedy f + g ∈ Lp(µ).
Položme q := p

p−1 (plat́ı tedy 1
p + 1

q = 1). Funkce |f + g|p−1 lež́ı v Lq(µ) a
podle Hölderovy nerovnosti plat́ı

∫

(|f | · |f + g|p−1) dµ ≤ ‖f‖p‖|f + g|p−1‖q,
∫

(|g| · |f + g|p−1) dµ ≤ ‖g‖p‖|f + g|p−1‖q.

Sečteńım obou nerovnost́ı a s využit́ım identity

‖|f + g|p−1‖q = ‖f + g‖p−1
p

dostaneme
∫

|f + g|p dµ ≤

∫

(|f |+ |g|)|f + g|p−1 dµ ≤ (‖f‖p + ‖g‖p)‖f + g‖p−1
p ,

což je Minkowského nerovnost. �
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Pozn.: Lp(µ) je tedy vektorový prostor a ‖ · ‖p je seminorma (tedy splňuje
vlastnosti normy, s tou výjimkou, že z ‖f‖p = 0 neplyne f = 0).

Definice 11.2 Necht’ 1 ≤ p ≤ ∞. Na množině Lp(µ) definujeme ekvivalenci

f ∼ g ⇐⇒ f = g µ− skoro všude.

Dále klademe
Lp(µ) := Lp(µ) |∼

(faktorprostor, formálně množina tř́ıd ekvivalence ∼).

Tvrzeńı 11.4 Pro 1 ≤ p ≤ ∞ a f, g ∈ Lp(µ) plat́ı

‖f − g‖p = 0 ⇐⇒ f ∼ g.

Důkaz: Plyne z Věty 6.1.

Důsledek: (Lp(µ), ‖ · ‖p) je normovaný lineárńı prostor.

Věta 11.5 Prostor Lp(µ) je úplný.

Důkaz pro p = ∞: Necht’ nejprve p = ∞ a bud’ (fn) cauchyovská posloupnost
v L∞(µ) (přesněji řečeno, fn jsou reprezentanti z př́ıslušných tř́ıd ekvivalence).
Z cauchyovskosti plyne:

(∀k ∈ N)(∃n0(k))(∀m,n ≥ n0(k)) : ‖fm − fn‖∞ <
1

k
.

Označme
Nm,n

k := {x ∈ X : |fm(x)− fn(x)| ≥
1
k}.

Podle výše uvedeného plat́ı µ(Nm,n
k ) = 0 kdykoliv m,n ≥ n0(k). Položme

N :=

∞
⋃

k=1

⋃

m,n≥n0(k)

Nm,n
k .

Zřejmě µ(N) = 0. Dále pro každé x ∈ X \N je posloupnost (fn(x)) cauchyovská
(v R), a tedy existuje f(x) = limn→∞ fn(x) ∈ R. Funkce f je měřitelná (nebot’

je bodovou limitou měřitelných funkćı s.v.) a pro každé každé x ∈ X \N , k ∈ N

a m,n ≥ n0(k) plat́ı

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(x)− fm(x)|+ |fm(x)− f(x)| ≤
1

k
+ |fm(x)− f(x)|,

a limitńım přechodem m → ∞ dostaneme |fn(x)− f(x)| ≤ 1
k . Z toho ale plyne,

že ‖fn − f‖∞ ≤ 1
k , tedy fn → f v L∞(µ).
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Důkaz pro p < ∞: Necht’ opět (fn) je cauchyovská v Lp(µ). Pak existuje
vybraná podposloupnost (gj) ⊂ (fn) taková, že

s :=

∞
∑

j=1

‖gj − gj+1‖p < ∞

(ke každému j najdeme nj tak, aby ‖fn − fnj
‖p < 2−j kdykoliv n ≥ nj , a

polož́ıme gj = gnj
). Položme

h :=

∞
∑

j=1

|gj − gj+1|.

S využit́ım Leviho věty (druhá rovnost) a Minkowského nerovnosti dostaneme

∫

hp dµ =

∫





∞
∑

j=1

|gj − gj+1|





p

dµ = lim
n→∞

∫





n
∑

j=1

|gj − gj+1|





p

dµ

= lim
n→∞

∥

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

j=1

|gj − gj+1|

∥

∥

∥

∥

∥

∥

p

p

≤ lim
n→∞





n
∑

j=1

‖gj − gj+1‖p





p

≤ sp < ∞,

tedy h ∈ Lp(µ) a plat́ı h < ∞ µ-s.v. Pro množinu

M := {x ∈ X : g1(x) < ∞, h(x) < ∞}

tedy plat́ı µ(X \ M) = 0 a pro každé x ∈ M je posloupnost (gj(x)) cauchy-
ovská (v R). Z úplnosti R tedy plyne existence f(x) := limj→∞ gj(x), x ∈ M .
Dodefinujeme-li f nulou na X \ M , je měřitelná, a podle Fatouova lemmatu
plat́ı

∫

|f |p dµ =

∫

lim
j→∞

|gj |
p dµ ≤ lim inf

j→∞

∫

|gj |
p dµ < ∞

(konečnost plyne z toho, že každá cauchyovská posloupnost je omezená, tedy
supn ‖fn‖p < ∞). Je tedy f ∈ Lp(µ). Ukážeme, že fn → f v Lp(µ). Necht’ je
dáno ε > 0. Z Cauchyovy vlastnosti, že existuje n0 takové, že ‖fn − fm‖p < ε
kdykoliv m,n ≥ n0. Opět s využit́ım Fatouova lemmatu máme

‖fn − f‖pp =

∫

|fn − f |p dµ ≤ lim inf
j→∞

∫

|fn − gj |
p dµ ≤ εp

jakmile n ≥ n0. T́ım je d̊ukaz ukončen. �

Pozn.: Z d̊ukazu předchoźı věty plyne, že pokud ‖fn−f‖p → 0, fn, f ∈ Lp(µ),
pak existuje podposloupnost (fnj

) taková, že fnj
→ f µ-s.v. (j → ∞).
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12 Konvergence posloupnost́ı funkćı

Rekapitulace: Pro reálné funkce fn, f definované na neprázdné množině X
máme konvergenci bodovou (fn → f) a stejnoměrnou (fn ⇒ f). Je-li speciálně
(X,A, µ) prostor s mı́rou, máme nav́ıc konergenci skoro všude (fn → f s.v.) a

Lp-konvergenci (fn
Lp
→ f ⇐⇒ ‖fn − f‖ → 0), 1 ≤ p ≤ ∞.

Definice 12.1 Bud’ (X,A, µ) prostor s mı́rou a fn, f : (X,A) → R měřitelné
funkce, n ∈ N. Řekneme, že funkce fn konverguj́ı k funkci f podle mı́ry µ (ṕı̌seme

fn
µ
→ f), jestliže

∀ε > 0 : lim
n→∞

µ{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε} = 0.

Věta 12.1 Pro 1 ≤ p ≤ ∞ a fn, f ∈ Lp(µ) plat́ı:

fn
Lp

→ f =⇒ fn
µ
→ f.

Tvrzeńı 12.2 (Čebyševova nerovnost) Necht’ 1 ≤ p < ∞, f ∈ Lp(µ) a
c > 0. Pak

µ{x ∈ X : |f(x)| ≥ c} ≤
‖f‖pp
cp

.

Důkaz: Plat́ı

µ{|f | ≥ c} =

∫

{|f |≥c}

1 dµ ≤

∫

{|f |≥c}

(

|f |

c

)p

dµ ≤

∫ (

|f |

c

)p

dµ =
‖f‖pp
cp

.

�

Důkaz Věty 12.1: Je-li p = ∞ a ε > 0, pak existuje n0 takové, že ‖fn−f‖∞ <
ε, a tedy µ{|fn − f | ≥ ε} = 0, pro n > n0.

Je-li p < ∞, plyne tvrzeńı př́ımo z Čebyševovy nerovnosti. �

Věta 12.3 (Jegorov) Necht’ µ(X) < ∞, fn, f jsou reálné měřitelné funkce na
X, fn → f µ-s.v., a ε > 0. Pak existuje E ∈ A taková, že µ(E) < ε a fn ⇒ f
na X \ E.

Důkaz: Existuje množina N nulové mı́ry taková, že fn(x) → f(x), x ∈ X \N .
Položme

Am,k := {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| < 1
k pro každé n ≥ m}, m, k ∈ N.

Pak, z definice konvergence, pro každé k plat́ı X \ Am,k ց N , m → ∞, a tedy
existuje m(k) takové, že µ(X \ Am(k),k) < ε2−k (použ́ıváme větu o spojitosti
mı́ry a konečnost µ). Položme E :=

⋃∞
k=1(X \Am(k),k). Zřejmě µ(E) < ε. Necht’

x ∈ X \ E. Pak x ∈ Am(k),k pro všechna k, a tedy |fn(x)− f(x)| < 1
k kdykoliv

n ≥ m(k). T́ım je dokázána stejnoměrná konvergence fn k f na X \ E. �

Důsledek 12.4 Jestlǐze µ(X) < ∞ a fn, f jsou reálné měřitelné funkce na X

takové, že fn → f µ-s.v., pak fn
µ
→ f .
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Důkaz: Pro ε, δ > 0 plat́ı

µ{|fn − f | ≥ δ} = µ({|fn − f | ≥ δ} ∩ E) + µ({|fn − f | ≥ δ} \ E),

kde E je množina z Jegorovovy věty. Prvńı sč́ıtanec je pak menš́ı než ε a druhý
je roven nule pro dostatečně velká n. �

Pozn.: Funkce fn = χ[n,∞) konverguj́ı bodově k nule, ale nikoliv podle mı́ry
λ1. Předpoklad konečnosti mı́ry je tedy v Jegorovově větě nutný.

Tvrzeńı 12.5 Jestlǐze fn
µ
→ f na prostoru s konečnou mı́rou µ, pak existuje

vybraná podposloupnost (fnj
) taková, že fnj

→ f µ-s.v.

Důkaz Ke každému j ∈ N existuje nj ∈ N takové, že µ{|fn−f | ≥ 2−j} < 2−j

kdykoliv n ≥ nj . Položme

Aj := {x ∈ X : |fnj
(x)− f(x)| > 2−j}, A :=

∞
⋂

k=1

∞
⋃

j=k

Aj .

Plat́ı

µ(A) ≤
∞
∑

j=k

µ(Aj) ≤
∞
∑

j=k

2−j = 21−k, k ∈ N,

tedy µ(A) = 0. Přitom fnj
(x) → f(x), j → ∞, kdykoliv x ∈ X \A. �

Pozn.: Plat́ı-li fn → f µ-s.v. a |fn| ≤ g, n ∈ N, pro nějakou funkci g ∈ L1(µ),

pak podle Lebesgueovy věty (Věta 4.10) plat́ı fn
L1

→ f .

Pozn.: Pro každou funkci f ∈ L1(µ) plat́ı

lim
c→∞

∫

{|f |≥c}

|f | dµ = 0.

Definice 12.2 Posloupnost (fn) měřitelných funkćı na (X,A, µ) je stejnoměrně
integrovatelná (s.i.), jestliže

lim
c→∞

sup
n

∫

{|fn|≥c}

|fn| dµ = 0.

Tvrzeńı 12.6 Je-li posloupnost (fn) s.i. na prostoru s konečnou mı́rou µ, plat́ı
fn ∈ L1(µ), n ∈ N, a

sup
n

‖fn‖1 < ∞.

Důkaz: Pro c dostatečně velké plat́ı
∫

|fn| dµ =

∫

|fn|≤c

|fn| dµ+

∫

|fn|>c

|fn| dµ ≤ cµ(X) + 1.

�
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Př́ıklad: Položme

fi,j := χ[(j−1)2−i,j2−i], j = 1, . . . , 2i, i ∈ N.

Seřad’me fi,j do jedné posloupnosti (fn). Pak fn
λ1

→ 0, ale fn 6→ 0 s.v.

Př́ıklad: Pozměňme funkce z minulého př́ıkladu tak, že funkci fi,j vynásob́ıme

hodnotou 2−i/2. Pak fn
L1

→ 0, ale neexistuje g ∈ L1 taková, aby |fn| ≤ g s.v.
Posloupnost (fn) je ovšem s.i.

Věta 12.7 Necht’ µ(X) < ∞ a fn
µ
→ f . Pak

fn
L1

→ f ⇐⇒ (fn) je s.i.

Důkaz Nejprve dokážeme implikaci ⇐=. Předpokládejme tedy, že fn
µ
→ f a

(fn) je s.i.
(a) Podle Tvrzeńı 12.6 v́ıme, že fn ∈ L1, n ∈ N. Ukážeme, že i f ∈ L1. Bud’

(fnj
) vybraná podposloupnost taková, že fnj

→ f s.v. (viz Tvrzeńı 12.5). Pak
podle Fatouova lemmatu a Tvrzeńı 12.6 plat́ı

∫

|f | dµ =

∫

lim
j→∞

fnj
dµ ≤ lim inf

j→∞

∫

|fnj
| dµ < ∞.

(b) Předpokládejme nejprve, že |fn| ≤ c, n ∈ N, a |f | ≤ c pro nějaké c < ∞.
Pro libovolné ε > 0 pak s δ := ε/(2µ(X)) plat́ı

∫

|fn − f | =

∫

|fn−f |≤δ

+

∫

|fn−f |>δ

≤ δµ(X) + 2c µ{|fn − f | > δ} < ε

pro n dostatečně velké, tedy fn → f v L1.
(c) Bud’te fn, f bez omezeńı z př́ıpadu (b) a bud’ dáno ε > 0. Plat́ı

∫

|fn − f | ≤

∫

|fn|≤c
|f |≤c

|fn − f |+

∫

|fn|>c

|fn − f |+

∫

|f |>c

|fn − f |

=: I1n(c) + I2n(c) + I3n(c).

Odhadneme

I2n(c) ≤

∫

|fn|>c

|fn|+

∫

|fn|>c
|f |≤c

|f |+

∫

|fn|>c
|f |>c

|f | ≤ 2

∫

|fn|>c

|fn|+

∫

|f |>c

|f |,

I3n(c) ≤

∫

|fn|>c
|f |>c

|fn|+

∫

|fn|≤c
|f |>c

|fn|+

∫

|f |>c

|f | ≤

∫

|fn|>c

|fn|+ 2

∫

|f |>c

|f |,
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sečteńım pak dostaneme

I2n(c) + I3n(c) ≤ 3







∫

|fn|>c

|fn|+

∫

|f |>c

|f |






<

ε

2

pro dostatečně velké c a všechna n podle předpokladu stejnoměrné integrova-
telnosti. Pro zvolené c je pak I1n(c) <

ε
2 podle části (b). �

Důkaz implikace =⇒: Necht’ µ(X) < ∞ a fn → f v L1. Ukážeme, že (fn)
je s.i. Necht’ je dáno ε > 0. Pro každé c > 0 plat́ı

∫

|fn|>c

|fn| ≤

∫

|fn|>c

|fn − f |+

∫

|fn|>c
|f |≤c/2

|f |+

∫

|fn|>c
|f |>c/2

|f |

≤

∫

|fn − f |+ c
2µ{|fn − f | > c

2}+

∫

|f |>c/2

|f |.

Z předpokladu fn
L1→ f a z Čebyševovy nerovnosti existuje n0 takové, že

∫

|fn − f |+ c
2µ{|fn − f | > c

2} < ε
2 , n ≥ n0, c > 0.

Protože f ∈ L1, existuje c0 > 0 takové, že
∫

|f |>c/2
|f | < ε

2 pro c > c0. Rovněž

pro každou z funkćı f1, . . . , fn0
existuje ci > 0 tak, že

∫

|fi|>c
|fi| < ε, c > ci,

i = 1, . . . , n0. Pro c > max{c0, c1, . . . , cn0
} pak plat́ı

∫

|fn|>c
|fn| < ε pro všechna

n ∈ N. T́ım je dokázána stejnoměrná integrovatelnost posloupnosti (fn). �

Věta 12.8 Necht’ µ(X) < ∞ a 1 ≤ p < q ≤ ∞. Pak Lq(µ) ⊂ Lp(µ) a pro
fn, f ∈ Lq(µ) plat́ı:

fn
Lq

→ f =⇒ fn
Lp

→ f.

Důkaz: Je-li f ∈ Lq, plat́ı
∫

|f |p =

∫

|f |≤1

|f |p +

∫

|f |>1

|f |p ≤ µ(X) +

∫

|f |q < ∞,

tedy f ∈ Lp. Necht’ dále fn
Lq

→ f a ε > 0. Pro δ > 0 je
∫

|fn−f |p =

∫

|fn−f |≤δ

|fn−f |p+

∫

|fn−f |>δ

|fn−f |p ≤ δpµ(X)+δp−q

∫

|fn−f |q.

Zvolme δ > 0 tak malé, aby δpµ(X) < ε
2 . K tomuto δ pak existuje n0 takové,

že δp−q
∫

|fn − f |q < ε
2 pro všechna n ≥ n0. Pak je

∫

|fn − f |p < ε pro n ≥ n0,

a t́ım je fn
Lp

→ f dokázáno. �
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Př́ıklad: f(x) = x− 1
2 lež́ı v L1(0, 1), ale nikoliv v L2(0, 1). Funkce f(x) = x−1

lež́ı v L2(1,∞), ale nikoliv v L1(1,∞).

13 Radon-Nikodymova věta

Tvrzeńı 13.1 Bud’ (X,A, µ) prostor s mı́rou a f ≥ 0 měřitelná funkce na X.
Pak předpis

ν : A 7→

∫

A

f dµ, A ∈ A,

definuje mı́ru na (X,A) a pro každou měřitelnou funkci g na X plat́ı
∫

g dν =

∫

g · f dµ,

má-li jedna strana smysl.

Důkaz: Zřejmě ν(∅) = 0 a ν ≥ 0. Ukážeme σ-aditivitu. Jsou-li An ∈ A po
dvou disjunktńı, je

ν(
⋃

n

An) =

∫

(f · χ⋃
n An

) dµ =

∫

∑

n

(f · χAn
) dµ =

∑

n

∫

An

f dµ =
∑

n

ν(An).

Rovnost
∫

g dν =
∫

g · f dµ plat́ı z definice, pokud g je charakteristickou funkćı
měřitelné množiny. Standardńım zp̊usobem platnost rovnosti rozš́ı̌ŕıme postupně
pro jednoduché měřitelné funkce, nezáporné měřitelné a nakonec pro měřitelné,
pro něž integrál existuje. �

Pozn.: Zřejmě plat́ı: µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0, A ∈ A.

Definice 13.1 Bud’te µ, ν dvě mı́ry na (X,A). Řekneme, že mı́ra ν je absolutně
spojitá vzhledem k mı́̌re µ (ṕı̌seme ν ≪ µ), jestliže

µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0, A ∈ A.

Tvrzeńı 13.2 Bud’te µ, ν dvě konečné mı́ry na (X,A). Pak ν ≪ µ právě tehdy,
když

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀A ∈ A) : µ(A) < δ =⇒ ν(A) < ε.

Důkaz: Implikace ⇐= je snadno vidět. Ukážeme opačnou implikaci. Necht’

tedy ν ≪ µ a předpokládejme pro spor, že neplat́ı uvedený výrok, tedy že

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃A ∈ A) : µ(A) < δ, ν(A) ≥ ε.

Pro každé n ∈ N tedy existuje množina An ∈ A taková, že µ(A) < 2−n, ale
ν(A) ≥ ε. Položme A :=

⋂∞
k=1

⋃∞
n=k+1 An. Pak

µ(A) ≤ µ

(

∞
⋃

n=k+1

An

)

≤
∞
∑

n=k+1

µ(An) < 2−k, k ∈ N,
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tedy µ(A) = 0. Přitom ale, podle věty o spojitosti mı́ry (mı́ra ν je konečná)
plat́ı

ν(A) = lim
k→∞

ν

(

∞
⋃

n=k+1

An

)

≥ lim inf
k→∞

µ(Ak+1) ≥ ε > 0,

což je spor. �

Věta 13.3 (Radon-Nikodym) Bud’te µ, ν dvě σ-konečné mı́ry na (X,A) ta-
kové, že ν ≪ µ. Pak existuje nezáporná měřitelná funkce f na X taková, že

ν(A) =

∫

A

f dµ, A ∈ A.

Definice 13.2 Funkci f z předchoźı věty nazýváme (Radon-Nikodymovou) hus-
totou mı́ry ν vyhledem k µ a ṕı̌seme

f(x) =
dν

dµ
(x), x ∈ X.

Tvrzeńı 13.4 Bud’te µ, ν dvě konečné mı́ry na (X,A) takové, že ν(A) ≤ µ(A),
A ∈ A. Pak existuje měřitelná funkce f na X splňuj́ıćı 0 ≤ f ≤ 1 µ-s.v. a

ν(A) =

∫

A

f dµ, A ∈ A.

Důkaz: Označme funkcionál

J g :=

∫

g2 dµ− 2

∫

g dν, g ∈ L2(µ).

(Funkcionál je dobře definován, protože L2(µ) ⊂ L1(µ) ⊂ L1(ν).) Dále označme
c := inf{J g : g ∈ L2(µ)}. Plat́ı

J g ≥

∫

g2 dµ− 2

∫

|g| dµ =

∫

(|g| − 1)2 dµ− µ(X) ≥ −µ(X),

tedy c ≥ −µ(X) > −∞. Bud’ (fn) ⊂ L2(µ) posloupnost taková, že J fn → c.
Ukážeme, že (fn) je cauchyovská v L2(µ).

Pro libovolné g, h ∈ L2(µ) plat́ı

J g + J h =

∫

(g2 + h2) dµ− 2

∫

(g + h) dν,

−2J ( g+h
2 ) = −

∫

(g+h)2

2 dµ+ 2

∫

(g + h) dν,

sečteńım pak dostaneme

J g + J h− 2J ( g+h
2 ) =

1

2

∫

(g − h)2 dµ =
1

2
‖g − h‖22.
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Z toho plyne, že

‖fm − fn‖
2
2 = 2

(

J fm + J fn − 2J ( fm+fn
2 )

)

≤ 2 (J fm + J fn − 2c) → 0, m, n → ∞,

tedy (fn) je cauchyovská v L2(µ).
Dále plat́ı

∫

f2
n dµ →

∫

f2 dµ (protože norma je vždy spojitá), a

∣

∣

∣

∣

∫

fn dν −

∫

f dν

∣

∣

∣

∣

≤

∫

|fn − f | dν ≤

∫

|fn − f | dµ → 0,

protože fn → f i v L1(µ). Plat́ı tedy J fn → f , takže J f = c.
Bud’te nyńı A ∈ A a t ∈ R libovolné. Protože J f ≤ J (f + tχA), plat́ı

0 ≤ J (f + tχA)− J f =

∫

((f + tχA)
2 − f2) dµ− 2

∫

tχA dν

=

∫

f · 2tχA dµ+ t2µ(A)− 2tν(A)

= 2t

(∫

A

f dµ− ν(A)

)

+ t2µ(A).

V posledńım řádku je kvadratický polynom v t, který nabývá minima v t = 0,
tedy jeho lineárńı člen muśı být roven nule, neboli

ν(A) =

∫

A

f dµ.

f je tedy hustotou dν
dµ . Zbývá ukázat, že 0 ≤ f ≤ 1 µ-s.v. Plat́ı

0 ≤

∫

(f − 1)+ dµ =

∫

{f>1}

(f − 1) dµ =

∫

{f>1}

f dµ−

∫

{f>1}

1 dµ

= ν({f > 1})− µ({f > 1}) ≤ 0,

tedy (f − 1)+ = 0 µ-s.v., neboli f ≤ 1 µ-s.v. Podobně plat́ı

0 ≤

∫

f− dµ = −

∫

{f<0}

f dµ = −ν({f < 0}) ≤ 0,

tedy f− = 0 µ-s.v., což znamená, že f ≥ 0 µ-s.v. �

Důkaz Radon-Nikodymovy věty: Necht’ nejprve µ, ν jsou konečné mı́ry
na (X,A), ν ≪ µ. Použijeme Tvrzeńı 13.4 pro mı́ry ν ≤ µ + ν. Existuje tedy
měřitelná funkce h, 0 ≤ h ≤ 1, taková, že

ν(A) =

∫

A

h d(µ+ ν) =

∫

A

h dµ+

∫

A

h dν, A ∈ A,
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a tedy
∫

A

(1− h) dν =

∫

A

h dµ, A ∈ A.

Standardńım postupem snadno odvod́ıme, že pro každou nezápornou měřitelnou
funkci g plat́ı

∫

g(1− h) dν =

∫

gh dµ.

Specielně dostaneme

ν{h = 1} =

∫

{h=1}

h d(µ+ ν) = µ{h = 1}+ ν{h = 1},

tedy µ{h = 1} = 0, a protože ν ≪ µ, také ν{h = 1} = 0. Plat́ı tedy h < 1
(µ+ ν)-s.v.

Volbou g := 1
1−hχA ve výše uvedené rovnosti dostaneme

ν(A) =

∫

h

1− h
dµ, A ∈ A,

tedy f = h
1−h je hledaná hustota dν

dµ .

Jsou-li µ, ν σ-konečné, existuje rozklad X =
⋃

i Ei na měřitelné množiny s
µ(Ei) < ∞, ν(Ei) < ∞, i ∈ N. Pro konečné restrikce ν|Ei ≪ µ|Ei najdeme
hustoty fi na Ei, a výslednou hustotu sestroj́ıme jako

f(x) := fi(x), x ∈ Ei, i = 1, 2, . . . .

�

Pozn.: Hustota f = dν
dµ je určena jednoznačně modulo ekvivalence∼. (Cvičeńı)

Definice 13.3 Řekneme, že dvě mı́ry µ, ν na témže měřitelném prostoru (X,A)
jsou vzájemně singulárńı (ṕı̌seme µ ⊥ ν), jestliže existuje množina S ∈ A taková,
že µ(S) = 0 a ν(X \ S) = 0.

Př́ıklady:

1. Je-li x 6= y, pak pro Diracovy mı́ry plat́ı δx ⊥ δy.

2. λ1 ⊥ δx pro každý x ∈ R.

3. λ1 ⊥ µ, kde µ je aritmetická mı́ra na množině celých č́ısel.

Věta 13.5 (Rozklad mı́ry na absolutně spojitou a singulárńı část) Bud’te
µ, ν dvě σ-konečné mı́ry na témže měřitelném prostoru. Pak existuje rozklad
ν = νa + νs na mı́ry νa, νs takový, že νa ≪ µ a νs ⊥ µ. Mı́ry νa a νs jsou
jednoznačně určeny.
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Pozn.: Mı́ra νa se nazývá absolutně spojitá část a mı́ra νs singulárńı část mı́ry
ν vzhledem k µ.

Důkaz: Bud’ fµ := dµ
d(µ+ν) Radon-Nikodýmova hustota. Označme A := {fµ >

0} a B := {fµ = 0}; zřejmě X = A ∪B je rozklad. Dále položme

νa(·) := ν(· ∩A), νs(·) := ν(· ∩B).

Zřejmě ν = νa + νs. Dále plat́ı νs(A) = 0 a µ(B) = 0, tedy νs ⊥ µ. A pokud
µ(E) = 0 pro nějakou měřitelnou množinu E, pak

0 = µ(E) =

∫

E

fµ d(µ+ ν),

tedy fµ = 0 ν-s.v. na E, což znamená, ν(E ∩ A) = 0 (podle definice A), tedy
νa(E) = 0. Je tedy νa ≪ µ.

Ukážeme ještě jednoznačnost rozkladu. Necht’ ν = ν′a + ν′s je jiný rozklad
takový, že ν′a ≪ µ a ν′s ⊥ µ. Ukážeme, že

ν′s(A) = 0 = ν′a(B). (5)

Z toho pak plyne pro každou E ∈ A

ν′s(E) = ν′s(E ∩B) = ν′s(E ∩B) + ν′a(E ∩B) = ν(E ∩B) = νs(E),

ν′a(E) = ν′a(E ∩A) = ν′a(E ∩A) + ν′s(E ∩A) = ν(E ∩A) = νa(E).

Stač́ı tedy ověřit (5). Protože ν′s ⊥ µ, existuje měřitelná množina S taková, že
µ(S) = 0 a ν′s(X \ S) = 0. Pak

0 = µ(S ∩A) =

∫

S∩A

fµ d(µ+ ν).

Protože fµ > 0 na A, muśı být (µ + ν)(S ∩ A) = 0, tedy i ν(S ∩ A) = 0 a
ν′s(S∩A) = 0, tud́ıž ν′s(A) = ν′s(A∩S)+ν′s(A\S) = 0. Dále (z definice B) plat́ı
µ(B) = 0 a ν′a ≪ µ, tedy i ν′a(B) = 0. T́ım je (5) ověřeno a d̊ukaz ukončen. �

14 Znaménkové mı́ry

Definice 14.1 Řekneme, že funkce σ : A → R∗ je znaménková mı́ra na měřitelném
prostoru (X,A), jestliže

(i) σ(∅) = 0,

(ii) σ nabývá nejvýše jedné z hodnot −∞,∞,

(iii) (σ-aditivita) pro libovolnou posloupnost po dvou disjunktńıch množin
An ∈ A plat́ı

σ

(

∞
⋃

n=1

An

)

=

∞
∑

n=1

σ(An).

Konečná znaménková mı́ra se též nazývá náboj.
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Pozn.: Je zřejmé, že řada
∑∞

n=1 σ(An) v (iii) bud’ konverguje absolutně, nebo
diverguje k ±∞.

Př́ıklady:

1. Je-li µ mı́ra a ν konečná mı́ra na (X,A), pak σ = µ − ν je znaménková
mı́ra.

2. Je-li µ σ-konečná mı́ra na (X,A) a f ∈ L1(µ), pak σ : A 7→
∫

A
f dµ je

znaménková mı́ra.

Definice 14.2 Bud’ σ znaménková mı́ra na (X,A). Řekneme, že množina A ∈
A je kladná pro σ, jestliže pro každou měřitelnou množinu E ⊂ A plat́ı σ(A) ≥ 0.
Množina A ∈ A je záporná pro σ, jestliže pro každou měřitelnou množinu E ⊂ A
plat́ı σ(A) ≤ 0.

Pozn.:

1. Nejvýše spočetné sjednoceńı kladných množin je kladná množina.

2. Měřitelná podmnožina kladné množiny je kladná množina.

Tvrzeńı 14.1 Bud’ σ znaménková mı́ra na (X,A) a E ∈ A množina taková,
že 0 < σ(E) < ∞. Pak existuje kladná množina A ⊂ E taková, že σ(A) > 0.

Důkaz: Kdyby sama E byla kladná, polož́ıme A := E. Pokud ne, definujeme

t1 := inf{σ(B) : B ⊂ E, B ∈ A} < 0

a vybereme E1 ⊂ E takovou, že σ(E1) < max{t1/2,−1}. Plat́ı σ(E \ E1) =
σ(E)−σ(E1) > σ(E) > 0, a pokud je množina E \E1 již kladná, vybereme ji za
A a jsme hotovi. Pokud ne, pokračujeme stejnou konstrukćı v množině E \ E1,
tedy polož́ıme

t2 := inf{σ(B) : B ⊂ E \ E1, B ∈ A} < 0,

a zvoĺıme E2 ⊂ E \ E1 takovou, že σ(E2) < max{t2/2,−1}. T́ımto zp̊usobem
bud’ po konečném počtu krok̊u najdeme kladnou množinu A ⊂ E kladné mı́ry,
nebo sestroj́ıme posloupnost disjunktńıch měřitelných množin E1, E2, · · · ⊂ E
a posloupnost záporných č́ısel t1, t2, . . . takové, že σ(Ei) < min{ti/2,−1} < 0,
i ∈ N.

Položme A := E \
⋃∞

i=1 Ei. Ze spočetné aditivity dostaneme

σ(A) +
∞
∑

i=1

σ(Ei) = σ(E) > 0,

tedy σ(A) > σ(E) > 0 a řada
∑∞

i=1 σ(Ei) konverguje, tedy nutně σ(Ei) → 0.
Pak ale i ti → 0. Ukážeme, že A je kladná. Pro libovolnou B ⊂ A měřitelnou
plat́ı B ∩ Ei = ∅, i = 1, 2, . . . , tedy σ(B) ≥ ti, i = 1, 2, . . . , a protože ti → 0, je
σ(B) ≥ 0. �
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Věta 14.2 (Hahn-Banach̊uv rozklad) Bud’ σ znaménková mı́ra na (X,A).
Pak existuje rozklad X = P ∪ N takový, že P je kladná a N záporná množina
pro σ.

Důkaz: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že σ(E) < ∞ pro
každou E ∈ A. (Kdyby ne, pracovali bychom s mı́rou −σ.) Položme

λ := sup{σ(E) : E ∈ A, E kladná pro σ}.

Zřejmě λ ≥ 0 (∅ je kladná). Bud’te Ai ∈ A kladné takové, že σ(Ai) → λ
(existence plyne z definice suprema). Pak množina P :=

⋃∞
i=1 Ai je kladná a ze

vztahu
σ(P ) = σ(Ai) + σ(P \Ai) ≥ σ(Ai), i ∈ N,

plyne σ(P ) = λ. Ukážeme dále, že množina N := X \ P je záporná. Necht’

B ⊂ N je měřitelná. Kdyby σ(B) > 0, pak by podle Tvrzeńı 14.1 existovala
měřitelná kladná množina B′ ⊂ B, pro niž σ(B′) > 0. Pak by ale P ∪ B′ byla
rovněž kladná množina s mı́rou

σ(P ∪B′) = σ(P ) + σ(B′) > σ(B) = λ,

což by byl spor s definićı λ. �

Definice 14.3 (Jordan̊uv rozklad) Bud’ σ znaménková mı́ra na (X,A). Pak
(nezáporné) mı́ry σ+(·) := σ(· ∩ P ) a σ−(·) := −σ(· ∩N) nazýváme kladnou a
zápornou část́ı σ a plat́ı

σ = σ+ − σ−.

Mı́ru |σ| := σ+ + σ− nazýváme totálńı variaćı znaménkové mı́ry σ.

Pozn.: Alespoň jedna z měr σ+, σ− je konečná.

Tvrzeńı 14.3 Je-li σ = σ′
+ − σ′

− jiný rozklad znaménkové mı́ry σ na rozd́ıl
dvou (nezáporných) měr, pak σ′

+ ≥ σ+ a σ′
− ≥ σ−.

Důkaz: Pro libovolnou E ∈ A plat́ı

σ+(E) = σ(E ∩ P ) = σ′
+(E ∩ P )− σ′

−(E ∩ P ) ≤ σ′
+(E ∩ P ) ≤ σ′

+(E).

Podobně se ukáže, že σ′
−(E) ≥ σ(E). �

Př́ıklad: Necht’ f ∈ L1(0, 1). Pak

σ : E 7→

∫

E

f(x) dx, E ⊂ [0, 1] borelovská,

je znaménková mı́ra a plat́ı

σ+(E) =

∫

E

f+(x) dx, σ−(E) =

∫

E

f−(x) dx, |σ|(E) =

∫

E

|f |(x) dx.
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15 Věta o rozš́ı̌reńı mı́ry

Definice 15.1 Necht’ X 6= ∅ a A je algebra podmnožin X. Řekneme, že funkce
µ̃ : A → [0,∞] je pramı́ra, jestliže

(i) µ̃(∅) = 0,

(ii) pro libovolné množiny Ai ∈ A po dvou disjunktńı a takové, že i
⋃∞

i=1 Ai ∈
A, plat́ı

µ̃

(

∞
⋃

i=1

Ai

)

=

∞
∑

i=1

µ̃(Ai).

Pozn.: µ̃ je zřejmě monotónńı.

Př́ıklad: Množinová funkce

µ̃(A) :=

{

0, A ⊂ N konečná,

∞, A ⊂ N nekonečná

je konečně aditivńı množinová funkce na P(N), která neńı σ-aditivńı.

Věta 15.1 (Hahn-Kolmogorovova věta o rozš́ı̌reńı mı́ry) Bud’ µ̃ pramı́ra
na algebře A podmnožin množiny X. Pak existuje mı́ra µ na σA taková, že µ̃ = µ
na A. Je-li µ̃ σ-konečná, je µ jednoznačně určena.

Důkaz: Pro E ⊂ X položme

µ∗(E) := inf

{

∞
∑

i=1

µ̃(Ai) : Ai ∈ A, E ⊂
∞
⋃

i=1

Ai

}

.

(a) µ∗ je vněǰśı mı́ra: Zřejmě µ∗(∅) = 0 a µ∗ je monotónńı. Ukážeme
spočetnou subaditivitu (d̊ukaz je stejný jako v př́ıpadě vněǰśı mı́ry λn∗). Ne-
cht’ Ei ∈ A, µ∗(Ei) < ∞, i ∈ N. K danému ε > 0 existuj́ı Aij ∈ A takové, že
Ei ⊂

⋃

j Eij a
∑

j µ̃(Aij) < µ∗(Ei) + ε2−i, i ∈ N. Pak
⋃

i Ei ⊂
⋃

i

⋃

j Aij a
∑

i

∑

j µ̃(Aij) <
∑

i µ
∗(Ei) + ε, z čehož již plyna spočetná subaditivita, nebot’

ε může být libovolně malé.
(b) Pro každou A ∈ A plat́ı µ∗(A) = µ̃(A): Nerovnost µ∗(A) ≤ µ̃(A) je

zřejmá. Pro d̊ukaz opačné nerovnosti předpokládejme, že A ⊂
⋃

i Ai, Ai ∈ A.
Indukćı definujme B1 := A1 ∩A, B2 := (A2 ∩A) \B1, a

Bi := (Ai ∩A) \ (B1 ∪ · · · ∪Bi−1), i ∈ N.

Zřejmě Bi jsou po dvou disjunktńı a plat́ı A =
⋃

i Bi, z vlastnost́ı pramı́ry tedy
dostaneme

µ̃(A) =
∑

i

µ̃(Bi) ≤
∑

i

µ̃(Ai).
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To (podle definice µ∗) znamená, že µ∗(A) ≥ µ̃(A).
(c) A ⊂ Aµ∗ : Necht’ A ∈ A, T ⊂ X, µ∗(T ) < ∞. Stač́ı ukázat, že µ∗(T ) ≥

µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A). K danému ε > 0 existuje pokryt́ı T ⊂
⋃

i Ai množinami
Ai ∈ A takové, že

∑

i µ̃(Ai) < µ∗(T ) + ε. Protože T ∩A ⊂
⋃

i(Ai ∩A), T \A ⊂
⋃

i(Ai \A) a množiny Ai ∩A i Ai \A patř́ı do A, plat́ı

µ∗(T ∩A) ≤
∑

i

µ̃(Ai ∩A), µ∗(T \A) ≤
∑

i

µ̃(Ai \A),

a sečteńım dostaneme

µ∗(T ∩A)+µ∗(T \A) ≤
∑

i

µ̃(Ai ∩A)+
∑

i

µ̃(Ai \A) =
∑

i

µ̃(Ai) < µ∗(T )+ ε,

z čehož již plyne dokazovaná nerovnost.
Podle Caratheodoryho věty je µ := µ∗|Aµ∗ mı́ra, která nav́ıc podle (b)

rozšǐruje pramı́ru µ̃, a podle (c) je definovaná na σA.
Jednoznačnost snadno plyne z věty o jednoznačnosti (Věta 7.3). Algebra A

je zřejmě uzavřená na konečné pr̊uniky a je-li µ̃ σ-konečná, existuj́ı množiny
An ∈ A takové, že µ̃(An) < ∞ a An ր X, n → ∞. �

Tvrzeńı 15.2 Bud’ µ̃ : A → [0,∞) konečná, konečně aditivńı funkce na algebře
A splňuj́ıćı µ̃(∅) = 0. Pak µ̃ je σ-aditivńı právě tehdy, když

Ai ∈ A, Ai ց ∅ =⇒ µ̃(Ai) → 0. (6)

Pozn: Vlastnosti (6) se ř́ıká spojitost µ̃ v prázdné množině.

Důkaz: =⇒: Necht’ µ̃ je σ-aditivńı a Ai ∈ A, Ai ց ∅. Pak A1 =
⋃∞

i=1(Ai \
Ai+1) a množiny Ai \Ai+1 jsou po dvou disjunktńı, tedy

µ̃(A1) =

∞
∑

i=1

µ̃(Ai \Ai+1) < ∞.

Rovněž plat́ı An =
⋃∞

i=n(Ai \Ai+1), tedy

µ̃(An) =

∞
∑

i=n

µ̃(Ai \Ai+1) → 0, n → ∞.

⇐=: Necht’ nyńı plat́ı (6), Bi ∈ A jsou po dvou disjunktńı a A :=
⋃∞

i=1 Bi ∈
A. Pro množiny An := A \ (B1 ∪ · · · ∪ Bn) plat́ı An ց ∅, tedy µ̃(An) → 0. Z
konečné aditivity µ̃ máme

µ̃(A)− µ̃(An) = µ̃(A \An) =
n
∑

i=1

µ̃(Bi),

a limitńım přechodem n → ∞ dostaneme µ̃(A) =
∑∞

i=1 µ̃(Bi), tedy µ̃ je σ-
aditivńı na A. �
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Př́ıklady:

1. Označme symbolemA0 systém podmnožin R obsahuj́ıćı prázdnou množinu
a všechna konečná sjednoceńı interval̊u typu (a, b] a (a,∞), a ∈ [−∞,∞),
b ∈ R. Lze snadno nahlédnout, žeA0 je algebra, a definujeme-li množinovou
funkci µ̃ na A0 jako součet délek př́ıslušných (disjunktńıch) interval̊u, je
jej́ım rozš́ı̌reńım na σA0 = B(R) Lebesgueova mı́ra λ1. Abychom ovšem
mohli použ́ıt Hahn-Kolmogorovovu větu, museli bychom ukázat σ-aditivitu
na A0.

2. Na algebře A0 z předchoźıho př́ıkladu uvažujme množinovou funkci

µ̃(A) :=

{

0, A = ∅,

∞, A 6= ∅.

µ̃ je zřejmě pramı́ra, nemá ale jednoznačné rozš́ı̌reńı na σA0. Jedńım
možným rozš́ı̌reńım je mı́ra definovaná steným předpisem jako µ̃ (tedy
0 pro prázdnou množinu a ∞ pro všechny neprázdné množiny), jiným
rozš́ı̌reńım je aritmetická mı́ra, nebo jej́ı libovolný kladný násobek.

Př́ıklad. Položme X := {0, 1}N (posloupnosti 0 − 1) a pro n ∈ N označme
Πn : X → {0, 1}n projekci do prvńıch n souřadnic. Dále označme

A :=
∞
⋃

n=1

Π−1
n (P{0, 1}n).

Systém A tvoř́ı algebru a definujeme na ńı množinovou funkci předpisem: Je-li
A ∈ A, pak A = Π−1

n (B) pro nějaké n ∈ N a B ⊂ {0, 1}n; klademe

µ̃(A) :=
cardB

2n
.

µ̃ je korektně definovaná konečně aditivńı množinová funkce.
Na množině X zavedeme metriku

d(x, y) :=

∞
∑

i=1

|xi − yi|

2i
, x, y ∈ X.

Potřebujeme tyto znalosti z matematické analýzy:

1. Konvergence posloupnosti v (X, d) je ekvivalentńı konvergenci posloup-
nost́ı všech souřadnic.

2. (X, d) je kompaktńı metrický prostor.

3. Každá množina A ∈ A je otevřená i uzavřená v (X, d).

Jsou-li An ∈ A takové, že An ց ∅, pak z kompaktnosti An plyne, že exis-
tuje n0 takové, že An = ∅ pro n > n0. Pak ale jistě µ̃(An) → 0, je tedy
splněna podmı́nka (6) a tud́ıž µ̃ je pramı́ra. Podle Hahn-Kolmogorovovy věty
tedy existuje jej́ı jednoznačné rozš́ı̌reńı na mı́ru µ na B := σA. Mı́ra µ je
pravděpodobnostńı mı́ra a má význam rozložeńı pravděpodobnosti pro posloup-
nost nezávislých opakováńı pokusu hodu minćı.
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16 Distribučńı funkce

Definice 16.1 Bud’ µ konečná borelovská mı́ra na R. Pak

Fµ(x) := µ((−∞, x]), x ∈ R

je distribučńı funkce mı́ry µ.

Tvrzeńı 16.1 (1) Fµ je neklesaj́ıćı,

(2) F (−∞) := limx→−∞ Fµ(x) = 0, F (∞) := limx→∞ Fµ(x) < ∞,

(3) Fµ je zprava spojitá.

Důkaz: Tvrzeńı snadno plyne z monotonie a spojitosti mı́ry. �

Věta 16.2 Necht’ funkce F : R → R má vlastnosti (1), (2) a (3). Pak existuje
právě jedna konečná borelovská mı́ra µ na R taková, že Fµ = F .

Důkaz: Bud’ A0 algebra generovaná intervaly (a, b], (a,∞), a ∈ [−∞,∞),
b ∈ R. Každou množinu A ∈ A0 můžeme vyjádřit jako disjunktńı konečné
sjednoceńı A =

⋃k
i=1(ai, bi] a definujeme množinovou funkci na A0 předpisem

µ̃(A) :=
k
∑

i=1

(F (bi)− F (ai)).

Snadno lze ověřit, že µ̃ je korektně definovaná a konečně aditivńı naA0. Ukážeme,
že µ̃ je pramı́ra. K tomu stač́ı ukázat spojitost v prázdné množině. Necht’ tedy
An ∈ A0, An ց ∅, a bud’ ε > 0 dáno. Protože F má konečné limity v −∞ a ∞,
existuje M > 0 takové, že

F (−M) + (F (∞)− F (M)) <
ε

2
,

a tedy omezené množiny Bn := An ∩ (−M,M ] ∈ A0 splňuj́ı

µ̃(Bn) ≥ µ̃(An)−
ε

2
.

VyjádřemeBn ve tvaru disjunktńıho sjednoceńıBn :=
⋃kn

i=1(a
n
i , b

n
i ] (zde a

n
i , b

n
i ∈

R). Protože F je zprava spojitá, existuje δn > 0 takové, že pro množinu Cn :=
⋃kn

i=1(a
n
i + δn, b

n
i ] plat́ı

µ̃(Bn \ Cn) <
ε

2n+1
.

Množiny Kn := C1 ∩ · · · ∩ Cn jsou kompaktńı a splňuj́ı

Kn ց
∞
⋂

i=1

Ci ⊂
∞
⋂

i=1

Ai = ∅,
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tedy existuje n, pro něž je Kn = ∅, a tedy i C1 ∩ · · · ∩ Cn = ∅. Pak plat́ı

µ̃(Bn) = µ̃

(

Bn \
n
⋂

i=1

Ci

)

= µ̃

(

n
⋃

i=1

(Bn \ Ci)

)

≤ µ̃

(

n
⋃

i=1

(Bi \ Ci)

)

≤
n
∑

i=1

µ̃(Bi \ Ci) <

n
∑

i=1

ε

2i+1
<

ε

2
.

Celkem tedy máme µ̃(An) < ε, a protože ε bylo zvoleno libovolně malé, dokázali
jsme, že µ̃(An) ց 0. µ̃ je tedy konečná pramı́ra na A0 a podle Hahn-Kolmogo-
rovovy věty existuje právě jedno rozš́ı̌reńı na mı́ru µ na σA0 = B(R). �

Př́ıklady:

1. F (x) =

{

0, x < a,

1 x ≥ a,
je distribučńı funkce Diracovy mı́ry δa.

2. Jsou-li −∞ < a1 < a2 < · · · < ak < ∞ a t1, . . . , tk > 0, pak

F (x) =











0, x < a0,

t1 + · · ·+ ti, x ∈ [ai, ai+1), i = 1, . . . , k − 1,

t1 + · · ·+ tk, x ≥ ak,

je distribučńı funkce mı́ry µ = t1δa1
+ · · ·+ tkδak

.

3. Je-li f ∈ L1(λ), f ≥ 0, pak

F (x) =

∫ x

−∞

f(t) dt, x ∈ R,

je distribučńı funkce mı́ry µ(B) =
∫

B
f(t) dt, B ∈ B(R).

Definice 16.2 Konečná borelovská mı́ry µ na R je

• diskrétńı, jestliže existuje spočetná množina S ⊂ R taková, že µ(R\S) = 0;

• neatomická, jestliže µ({x}) = 0 pro každý x ∈ R.

Cvičeńı:

1. Je-li µ zároveň diskrétńı a neatomická, je nulová.

2. Každá diskrétńı mı́ra je tvaru µ =
∑∞

i=1 tiδai
pro nějaké ti ≥ 0 a ai ∈ R,

∑

i ti < ∞.

3. µ je neatomická ⇐⇒ F je spojitá.
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Př́ıklad Bud’ C ⊂ [0, 1] Cantorovo diskontinuum. Cantorovu funkci FC defi-
nujeme následovně. Klademe FC(x) = 0 pro x ≤ 0 a FC(x) = 1 pro x ≥ 1. Dále
x ∈ (0, 1) vyjádř́ıme v trojkové rozvoji

x =

∞
∑

j=1

xj

3j
(xj ∈ {0, 1, 2}),

označ́ıme n(x) := inf{j ∈ N : xj = 1} a klademe

FC(x) :=

n(x)
∑

j=1

min{xj , 1}

2j
, x ∈ (0, 1).

Funkce FC je spojitá, neklesaj́ıćı a je distribučńı funkćı Cantorovy mı́ry µC ,
která je neatomická, ale přitom je singulárńı vzhledem k Lebesgueově mı́̌re.

Pozn.: Každou konečnou borelovskou mı́ru µ na R lze rozložit na součet

µ = µa + µc + µd,

kde µa ≪ λ, µd je diskrétńı a µc neatomická s vlastnost́ı µc ⊥ λ.

Tvrzeńı 16.3 Necht’ distribučńı funkce F konečné mı́ry µ má všude vlastńı
derivaci F ′ =: f . Pak µ ≪ λ a f = dµ

dλ .

Důkaz: Označme D := {B ∈ B1 : µ(B) =
∫

B
f(x) dx}. Z vlastnosti

µ((a, b]) = F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x) dx

plyne, že D obsahuje všechny intervaly typu (a, b]. Protože systém těchto inter-
val̊u je uzavřen na konečné pr̊uniky a generuje borelovskou σ-algebru, a protože
D je Dynkin̊uv systém, je D = B1, a tedy f je Radon-Nikodymova hustota µ
vzhledem k λ1. �

Pozn.:

1. Podmı́nka existence derivace distribučńı funkce všude neńı nutná pro ab-
solutńı spojitost (vzhledem k λ). Např.

F (x) =











0 x ≤ 0

x 0 ≤ x ≤ 1

1 x ≥ 1

je distribučńı funkćı absoluitně spojité mı́ry µ(·) = λ(· ∩ (0, 1)).

2. Každá monotónńı funkce, a tedy i každá distribučńı funkce, má derivace
v λ-skoro všech bodech.
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3. Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro absolutńı spojitost µ ≪ λ je absolutńı
spojitost distribučńı funkce F : pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že
pro všechna n ∈ N a x1 < y1 < · · · < xn < yn plat́ı

n
∑

i=1

(yi − xi) < δ =⇒
n
∑

i=1

|F (yi)− F (xi)| < ε.

Definice 16.3 (Lebesgue-Stieltjes̊uv integrál) Je-li F distribučńı funkce konečné
mı́ry µ a f ∈ L1(µ), ṕı̌seme

∫

f(x) dF (x) :=

∫

f(x) dµ(x).

Je-li nav́ıc a < b, znač́ıme
∫ b

a

f(x) dF (x) :=

∫

(a,b]

f(x) dµ(x).

Věta 16.4 (Per partes pro Lebesgue-Stieltjes̊uv integrál) Jsou-li F,G dvě
distribučńı funkce a a < b, plat́ı

F (b)G(b)− F (a)G(a) =

∫ b

a

F (x−) dG(x) +

∫ b

a

G(x) dF (x),

kde F (x−) := limy→x−
F (y).

Důkaz: S využit́ım Fubiniho věty dostaneme

(F (b)− F (a))(G(b)−G(a)) =

∫

(a,b]2
d(µF ⊗ µG)

=

∫ b

a

∫ b

a

χ{x<y} dF (x) dG(y) +

∫ b

a

∫ b

a

χ{x≥y} dG(y) dF (x)

=

∫ b

a

∫

(a,y)

dF (x) dG(y) +

∫ b

a

∫ x

a

dG(y) dF (x)

=

∫ b

a

(F (y−)− F (a)) dG(y) +

∫ b

a

(G(x)−G(a)) dF (x)

=

∫ b

a

F (x−) dG(x) +

∫ b

a

G(x) dF (x)− F (a)(G(b)−G(a))−G(a)(F (b)− F (a)),

a odečteńım dostaneme dokazovanou rovnost. �

Př́ıklady:

1. Maj́ı-li F i G derivaci na R, dostaneme z věty 16.4 a tvrzeńı 16.3

[FG]ba =

∫ b

a

F (x)G′(x) dx+

∫ b

a

F ′(x)G(x) dx,

což je klasický vzorec per partes.
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2. Pro Cantorovu funkci FC plat́ı symetrie FC(1−x) = 1−FC(x), x ∈ (0, 1),

z čehož snadno dostaneme
∫ 1

0
FC(x) dx = 1

2 . Použit́ım vzorce per partes
pak dostaneme

1 =

∫ 1

0

x dFC(x) +

∫ 1

0

FC(x) dx,

tedy
∫ 1

0
x dFC(x) =

1
2 .

Pozn.: Lebesgue-Stieltjes̊uv integrál lze definovat i podle rozd́ılu dvou dis-
tribučńıch funkćı, což jsou zprava spojité funkce s konečnou variaćı.

17 Důkaz věty o substituci

Věta 17.1 (Vitali) V každé otevřené množině U ⊂ Rn existuje spočetný dis-
junktńı systém otevřených kouĺı {Bi} takový, že λn(U \

⋃

i Bi) = 0.

Důkaz: Větu stač́ı dokázat pro omezenou otevřenou množinu U . Označme
F := {B ⊂ U : B ot. koule}, R := sup{radB : B ∈ F} (radB znač́ı poloměr
koule B) a

Fn := {B ∈ F : radB ∈ (2−n−1R, 2−nR]}, , n = 0, 1, 2, . . .

Indukćı dále sestroj́ımeme disjunktńı systémy kouĺı: B0 je libovolný maximálńı
disjunktńı podsystém systému F0, a máme-li definovány B0, . . . ,Bn−1, vez-
meme za Bn libovolný maximálńı disjunktńı podsystém systému {B ∈ Fn :
B ∩ B′ = ∅, B′ ∈ B0 ∪ · · · ∪ Bn−1}. Pak F ′ :=

⋃∞
n=0 Bn je disjunktńı systém

kouĺı obsažených v U . Pro každou kouli B ∈ F , je-li B ∈ Fn, pak existuje
B′ ∈ B0 ∪ · · · ∪ Bn taková, že B ∩B′ 6= ∅, přitom

radB′ > 2−n−1R ≥
1

2
radB,

tedyB ⊂ 5B′ (zde 5B′ znač́ı kouli se stejným středem jakoB′, ale s pětinásobným
poloměrem). Je tedy U ⊂

⋃

B′∈F ′ 5B′, z čehož plyne, že λn(
⋃

F ′) ≥ 5−nλn(U),
a tedy

λn(U \
⋃

F ′) ≤ 1− 5−n.

Stejný postup zopakujeme pro množinu U \ cl
⋃

F ′ a źıskáme nový disjunktńı
systém kouĺı, a doplněk v U sjednoceńı kouĺı z obou systémů už bude mı́t
mı́ru maximálně (1 − 5−n)2. Iterováńım tohoto postupu nakonec pokryjeme
disjunktńımi koulemi skoro všechny body z U . �

Definice 17.1 Zobrazeńı f : X → Y mezi metrickými prostory X,Y je L-
lipschitzovské, jestliže pro všechna x, y ∈ X plat́ı

dY (f(x), f(y)) ≤ LdX(x, y).

Věta 17.2 Je-li A ⊂ Rn lebesgueovsky měřitelná a f : A → Rn L-lipschitzovské,
pak

λn∗(f(A)) ≤ Lnλn(A).
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Pozn.: Lipschizovský obraz měřitelné množiny je měřitelný, což ale nedoka-
zujeme, proto tvrzeńı pracuje s vněǰśı mı́rou. (Pouze spojitý obraz měřitelné
množiny ovšem nemuśı být měřitelný.)

Důkaz: (1) Je-li A ⊂ B, kde B = B(x, r) je koule, pak f(A) ⊂ f(B) ⊂
B(f(x), Lr), a tedy λn(f(A)) ≤ Lnλn(B).

(2) Ukážeme, že pro nulovou množinu N ⊂ Rn je λn(f(N)) = 0. Protože N
je nulová, ke každému ε > 0 existuj́ı otevřené kvádry Ii taková, že N ⊂

⋃

i Ii a
∑

i λ
n(Ii) < ε. Lze přitom zař́ıdit, aby pro všechna i

r(Ii)

R(Ii)
≥ η > 0,

kde r(I) (R(I)) je poloměr vepsané (opsané) koule kvádru I a η > 0 je konstanta
závisej́ıćı pouze na dimenzi n (lze toho dosáhnou p̊uleńım “př́ılǐs dlouhých”
hran). Je-li Bi koule opsaná kvádru Ii, plat́ı tedy λn(Bi) ≤ η−nλn(Ii), a tedy

λn∗(f(N)) ≤ λn∗

(

⋃

i

f(Bi)

)

≤
∑

i

λn∗(f(Bi))

≤ Ln
∑

i

λn(Bi) ≤

(

L

η

)n
∑

i

λn(Ii) <

(

L

η

)n

ε.

Protože ε může být libovolně malé, plat́ı λn∗(f(N)) = 0.
(3) Je-li A ⊂ Rn měřitelná a ε > 0, existuje otevřená množina G ⊃ A taková,

že λn(G) ≤ λn(A) + ε (vlastnost regularity Lebesgueovy mı́ry). Podle Vitaliho
věty existuj́ı disjunktńı koule Bi ⊂ G a nulová množinaN tak, že G =

⋃

i Bi∪N ,
a tedy, s využit́ım (1) a (2) dostaneme

λn∗(f(A)) ≤ λn∗(f(G)) ≤ λn∗

(

⋃

i

f(Bi) ∪ f(N)

)

≤
∑

i

Lnλn(Bi) = Lnλn(G) ≤ Lnλn(A) + Lnε,

a limitńı přechod ε → 0 dává žádaný odhad. �

Definice 17.2 Normu regulárńıho lineárńıho zobrazeńı L : Rn → Rn definu-
jeme jako

‖L‖ := sup{‖Lu‖ : ‖u‖ ≤ 1}.

Pozn.: Plat́ı:
δ(L) ‖u‖ ≤ ‖Lu‖ ≤ ‖L‖ ‖u‖, u ∈ Rn, (7)

kde δ(L) := inf{‖Lu‖ : ‖u‖ = 1}.

Tvrzeńı 17.3 Jsou-li L,M dvě regulárńı lineárńı zobrazeńı a γ > 0 takové, že
‖Lu‖ ≤ γ‖Mu‖, u ∈ Rn, pak

| detL| ≤ γ| detM |.
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Důkaz: Nejprve tvrzeńı dokážeme pro př́ıpad M = Id. Je-li ‖Lu‖ ≤ γ‖u‖,
u ∈ Rn, a B ⊂ Rn koule se středem v počátku, pak L(B) ⊂ γB, což implikuje

| detL|λn(B) = λn(L(B)) ≤ λn(γB) = γnλn(B),

a tedy | detL| ≤ γn.
Pro obecná L,M pak z předpokladu ‖Lu‖ ≤ γ‖Mu‖, u ∈ Rn, plyne ‖LM−1v‖ ≤

γ‖v‖, v ∈ Rn (klademe v = Mu), a tedy | det(LM−1)| ≤ γn, z čehož plyne
| detL| ≤ γn| detM |. �

Věta 17.4 (Věta o substituci) Bud’te U ⊂ Rn otevřená, g : U → Rn difeo-
morfismus (C1) a A ⊂ U lebesgueovsky měřitelná. Pak

∫

A

|Jg(x)| dx = λn(g(A)).

Pozn.: Toto je speciálńı př́ıpad Věty 9.6 s funkćı f = χg(A). Obecný př́ıpad
se dokáže standardńım postupem (postupně pro jednoduché měřitelné funkce,
nezáporné měřitelné a nakonec integrovatelné funkce).

Důkaz: Necht’ je dáno ε > 0. Ke každému x ∈ U existuje rx > 0 takové, že
pro všechna y ∈ B(x, rx) plat́ı

‖Dg(y)−Dg(x)‖ < ε‖Dg(x)(y − x)‖ (8)

a
‖g(y)− g(x)−Dg(x)(y − x)‖ < ε‖Dg(x)(y − x)‖ (9)

(využ́ıváme definice a spojitosti diferenciálu a (7)). Existuje spočetná množina
S = {x1, x2, . . . } ⊂ U taková, že U =

⋃

i B(xi, rxi
) (stač́ı si uvědomit, že existuj́ı

kompaktńı množiny Kj ր U a každou Kj lze pokrýt konečně mnoha koulemi).
Označme Bi := B(xi, rxi

) a Li := Dg(xi), i = 1, 2, . . . . Z vlastnosti (9) plyne

(1− ε)‖Liu‖ ≤ ‖Dg(x)u‖ ≤ (1 + ε)‖Liu‖, x ∈ Bi, u ∈ Rn. (10)

Je snadno vidět, že existuje měřitelný rozklad A =
⋃

i,j Eij takový, že Eij ⊂ Bi,

diamEij < j−1 a rx > j−1, x ∈ Eij , i, j ∈ N. Pro libovolné dva body x, y ∈ Eij

pak plat́ı

‖g(y)− g(x)‖ ≤ ‖Dg(x)(y − x)‖+ ε‖Dg(x)(y − x)‖ ≤ (1 + ε)2‖Li(y − x)‖

a

‖g(y)− g(x)‖ ≥ ‖Dg(x)(y − x)‖ − ε‖Dg(x)(y − x)‖ ≥ (1− ε)2‖Li(y − x)‖.

To znamená, že zobrazeńı g◦L−1
i : Li(Eij) → g(Eij) je (1+ε)2-lipschitzovské, a

jeho inverze Li◦g
−1 je (1−ε)−2-lipschitzovská. S využit́ım prostoty g, Věty 17.2,
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(10) a Tvrzeńı 17.3 pak dostaneme

λn(g(A)) = λn



g





⋃

i,j

Eij







 =
∑

i,j

λn(g(Eij))

≤ γn
∑

i,j

λn(Li(Eij)) = γn
∑

i,j

| detLi|λ
n(Eij)

= γn
∑

i,j

∫

Eij

| detLi| dx ≤ γn
∑

i,j

∫

Eij

γn|Jg(x)| dx

= γ2n

∫

A

|Jg(x)| dx,

a podobně

λn(g(A)) ≥ γ−n
∑

i,j

λn(Li(Eij)) ≥ γ−n
∑

i,j

∫

Eij

γ−n|Jg(x)| dx

= γ−2n

∫

A

|Jg(x)| dx.

Limitńım přechodem ε → 0 (tedy γ → 1) dostaneme dokazovanou rovnost. �
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