Uvod

Otdzka povahy zmien v matematike bola prvy krat systematicky diskutovana v druhej polovici 19.
storo¢ia v suvislosti s objavom neeuklidovskych geometrii. Tato diskusia je dokladom zasadnej
zmeny v pohlade na matematiku. ESte na zaciatku 18. storocia bolo bezné, Ze matematici dodavali
legitimitu a vaZnost’ svojim objavom tym, Ze ich pripisovali antickym predchodcom. Pritom implicitne
predpokladali, ze matematické poucky vyjadruju veéné a nemenné pravdy a ich objav je iba nahodna
udalost’, ked’ si niekto tieto vecné pravdy uvedomi. Stratégiu pripisovania vlastnych objavov antickym
autorom pouzival eSte aj Newton. Podla svedectva Nicolasa Facia de Drivilliera bol Newton
presvedCeny, ze vSetky podstatné poucky obsiahnuté v jeho Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica boli zname u¢encom ako Platon ¢i Pytagoras (Rattansi 1999, s. 239).

Osvietenska idea pokroku a romanticka predstava tvorivého génia vSak zasadne zmenili
pohl'ad na problematiku objavov v matematike. Pri diskusii o objave novych geometrii, ktora sa
rozpruadila v druhej polovici 19. storocia, stala uz v popredi osoba tvorcu. Kontext, v ktorom bola
otazka zmien v matematike diskutovana bol tak kontextom psycholégie objavu. Bolo to prirodzené,
lebo vécsina autorov, vystupujucich v tejto diskusii, ako Hermann von Helmholtz, Eugenio Beltrami,
Felix Klein, ¢i Henri Poincaré boli aktivni matematici, ktori mali k problematike zmeny v matematike
osobny, ba mozno povedat’ intimny vztah. Vo svojich textoch sa pokusaju o artikulaciu tohto vztahu.

V tejto suvislosti je asi najznamejSia pasaz z Poincarého knihy Science et Méthode z roku 1908:

»Dva tyzdne som sa pokusal dokazat, Ze nemézu existovat Ziadne funkcie analogické
tym, ktoré som neskor nazval fuchsovskymi. Nemal som vSak pravdu; denne som si sadal
k pisaciemu stolu a hodinu alebo dve som skusal velké mnoZstvo kombindcii, ale
nedospel som k ziadnemu vysledku.

Raz vecer som si proti svojmu zvyku dal ciernu kavu a nemohol som zaspat.
Myslienky sa zhlukovali, citil som, ako do seba nardzaju, pokial sa dve — aby som tak
povedal — do seba nezavesili a nevytvorili stabilnii kombindciu. Riano som potom dokdzal
existenciu  jednej triedy fuchsovskych funkcii — tych, ktoré zodpovedaju
hypergeometrickému radu. Ostavalo mi uz len spisat' vysledky a to zabralo par hodin.

Potom som chcel tieto funkcie vyjadrit ako podiel dvoch radov; tato myslienka
bola vedoma a premyslend, viedla ma analdgia s eliptickymi funkciami. Pytal som sa,
aké vlastnosti by museli mat’ tieto rady, keby mali existovat a dospel som bez tazkosti
k radom, ktoré som nazval theta-fuchsovskymi.



V tom case som opustil Caen, kde som vtedy byval, aby som sa zucastnil nejakej
geologickej exkurzie, organizovanou banskou Skolou. Priebeh tejto exkurzie mi dal
zabudnut’ na moju pracu. Ked’ som prisiel do Coutances, nastupovali sme do autobusu na
nejaky vylet;, v okamziku, kedy som polozil nohu na schod, objavila sa mi idea — bez
akychkolvek, zdalo by sa, predchddzajucich uvah — idea, Ze tie transformdcie, ktoré som
pouzival pri definicii fuchsovskych funkcii, su identické s transformaciami neeuklidovskej
geometrie. Neoveril som si to, nemal som K tomu ani cas, pretoze sotva sme sa
V autobuse usadili, pokracoval som v zacatom rozhovore. Ale istotu som uz mal.

V uvedenej pasazi Poincaré analyzuje stihru intuicie a cielavedomého myslenia pri matematickej
tvorbe. Tento a podobné texty udavali ton diskusie o filozofii matematiky na konci 19. storocia.
Ucenci, ktori boli v mladosti protagonistami prevratnych zmien v matematike sa v zrelom veku
pokusali o filozofickt reflexiu tychto zmien.

Po objave logickych paradoxov na zaciatku 20. storoCia sa zdujem matematikov postupne
presunul do oblasti zakladov matematiky. Ako hlavnych iniciatorov debaty o zakladoch matematiky
mozno spomenut’ Gottloba Fregeho, Bertranda Russella, Davida Hilberta ¢i Ernsta Zermela a mozno
povedat’, ze tato debata trva dodnes (pozri Schirn 1998). Diskusia o zdkladoch matematiky odsunula
otazku povahy zmien v matematike na druhy plan zdujmu. Jednym z ddlezitych rozliSeni, ktoré debata
o zékladoch matematiky priniesla, bolo odliSenie kontextu objavu a kontextu zdévodnenia. Podla
tohto rozliSenia mozno v suvislosti s kazdym (matematickym) poznatkom klast’ dve zasadne rozdielne
skupiny otazok. Prva skupina, tvoriaca kontext objavu daného poznatku, sa tyka toho kto, kedy a za
akych okolnosti dany poznatok objavil. Kladenie takychto otdzok nasmeruje nds zaujem do oblasti
psycholdgie, sociologie, historie, a po kratkom ¢ase sa ocitneme mimo samotnej filozofie matematiky.
Druha skupina otdzok, tvoriaca kontext zddvodnenia daného poznatku, sa tyka toho, za akych
predpokladov je poznatok platny, aké podmienky musia byt splnené pri jeho zddvodneni. Je zrejmé,
ze pri kladeni takychto otazok zotrvavame v oblasti samotnej filozofie matematiky.

Zpohladu odliSenia kontextu objavu akontextu zddvodnenia diskusie o zékladoch
matematiky spadali jednozna¢ne do kontextu zdovodnenia. Naproti tomu otiazka povahy zmien
v matematike, ktora dominovala na konci 19. storoCia, spadala skér do kontextu objavu. Ked'Ze

zastanci uvedeného rozliSenia boli presvedceni, Ze filozofia matematiky by sa mala obmedzit' na

kontext zdovodnenia, zrodili sa snahy otazku o povahe zmien v matematike z filozofie matematiky



vylucit’ a presunit’ ju do kompetencie psycholdgie. Do istej miery k takymto snaham mohol zvadzat
psychologicky kontext, v ktorom bola tato otdzka na konci 19. a zacCiatku 20. storocia diskutovana. Aj
ked” pokus vylucit' otazku o povahe zmien v matematike z filozofie matematiky neuspel, kritika
psychologizmu zo strany zastancov fundacionalistického pristupu upozornila na nedostatky v sposobe
nastolenia tejto otazky. Ukazala na nutnost’ intersubjektivneho preformulovania problému.

Preto ked’ zasluhou prac Georga Polyu ako How to solve it (Polya 1945), Mathematics and
Plausible Reasoning (Polya 1954) a Mathematical Discovery (Polya 1962), rovnako ako série ¢lankov
Imre Lakatosa Proofs and Refutations (Lakatos 1963-64) diskusia 0 povahe zmien v matematike
znova oziva, kontext psychologie objavu je nahradeny kontextom metodologie zmeny. Do centra
zaujmu sa dostali otazky dokazu, plauzibilnej argumentacie, heuristik a vyvratenia, teda otazky
predstavujuce intersubjektivny aspekt objavu. V tomto kontexte Polya rozvija svoje ,,methods of
plausible reasoning* a Lakatos formuluje metodu ,,proofs and refutations®. Prechod od psychologie
objavu k metodologii zmeny sa ukazal ako $tastny t'ah, lebo takto sa filozofia matematiky dostala do
kontaktu s diskusiami vo filozofii vedy. Ked roku 1962 vySla Kuhnova praca The Structure of
Scientific Revolutions, premostenie filozofie matematiky s filozofiou vedy otvorilo moznost
zaujimavého dialogu. Jednak Lakatos pomocou miernej adaptacie svojich pozicii v oblasti
matematiky dospel k metodoldgii vedecko-vyskumnych programov, ¢im mohol vstapit’ do diskusii s
Kuhnovou koncepciou v oblasti filozofie vedy.

Naopak tym, Ze diskusia otazky charakteru zmeny v matematike bola formulovana v kontexte
metodoldgie, otvorila sa moznost’ preniest Kuhnovu poziciu do oblasti matematiky a polozit’ otazku o
moznosti revolucii v matematike. V tejto suvislosti treba spomenut’ prace Michaela Crowa Ten ‘laws’
concerning patterns of change in the history of mathematics (Crowe 1975), Herberta Mehrtensa T. S.
Kuhn’s theories and mathematics: a discussion paper on the ‘new historiography’ of mathematics
(Mehrtens 1976) a Josepha Daubena Conceptual revolutions and the history of mathematics: two
studies in the growth of knowledge (Dauben 1984). Vo filozofii matematiky sa rozpradila diskusia,
ktorej zhrnutie mozno najst’ v knihe Revolutions in Mathematics (Gillies 1992). Zda sa, ze kontext

metodoldgie je pre diskusie povahy zmien vo vyvine matematiky plodny, a ako o tom sved¢ia knihy



The Growth of Mathematical Knowledge (Grosholtz a Breger, 2000) alebo Philosophy of Real
Mathematics (Corfield 2003) dodnes pritahuje zaujem.

V 1950-tych a 1960-tych rokoch, kedy v diskusii o charaktere zmien v dejinach matematiky
dominovala problematika metodoldgie zmeny, v analytickej filozofii doSlo k vyznamnej zmene. V
nadvédznosti na dielo Ludwiga Wittgensteina a rady autorov ako Willard van Orman Quine, John
Austin, Wilfried Sellars, Paul Grice, Georg Henrik von Wright, Donald Davidson, Hilary Putnam ¢i
Jaakko Hintikka sa vo filozofii zmenil spésob kladenia otdazok ako aj rovina, v ktorej sa hl'adaju
odpovede. Ako ilustraciu tejto zdsadnej zmeny pohladu na ulohu jazyka vo filozofii matematiky
mozno uviest' diskusiu o Kantovej filozofii geometrie v pracach Jaakka Hintikku a Michaela
Friedmana. V tejto diskusii iSlo o tlohu nazerania pri zdévodiovani geometrického poznania u Kanta.
Hintikka sa postavil proti vSeobecne zdielanému presvedéeniu, ktoré dominovalo vo filozofii
matematiky od ¢ias slavnych Hilbertovych Grundlagen der Geometrie (Hilbert 1899). Podla tohto
presvedCenia su geometrické obrazky iba didaktické pomodcky, ktoré mozu ulahéit’” porozumenie
tedrie, ale ni¢im neprispievaji k jej obsahu. Hintikkov argument proti tomuto presvedceniu je, Ze
obrazky a nazorné konstrukcie hraju v Euklidovych Zdkladoch, ¢o bol paradigmaticky priklad
matematickej teorie pre Kanta, dolezita tlohu analogicku existenénému dosadeniu v modernej logike
(pozri Hintikka 1965, s. 130). Nie su to teda didaktické ¢i psychologické prostriedky, ale tvoria stcast’
logickej vystavby geometrie. Tento argument d’alej rozvinul Friedman a ukazal, ze kym neexistovala
tedria kvantifikacie (teda do vydania Fregeho Begriffsschriftu roku 1879) kompenzovali obrazky
nedostatky tzv. monadickej logiky (Friedman 1985, s. 466-468).

Na Hintikkovych a Friedmanovych argumentoch je ddlezité to, Ze na jazyk matematiky sa
pozeraju nie ako na nejaky dokonaly nad¢asovy kalkul, ale chapu ho historicky. Zakladaju tak ur¢ita
dejinnost’ v pohl'ade na zaklady matematiky. Matematika je budovana vzdy urcitymi prostriedkami a
historicita tychto prostriedkov dava historicktl dimenziu zdkladom matematiky. Pritom je to dejinnost’
iného druhu neZ ako sa dejinnost’ bezne chape. Tu nejde o nejaky externy vplyv, o pésobenie ,,ducha
doby* ¢i ,,spolocenskych podmienok®. Dejinnost’ zakladov matematiky je interna, tkvie v dejinnosti

jazyka matematiky. Ide o to, ze logicky aparat, pomocou ktorého budujeme matematické teorie, je



historicky podmieneny. V ur€itych dobach urcité logické odvodenia jednoducho technicky neboli
mozné. Druhym dolezitym aspektom Hintikkovych a Friedmanovych tvah je, Ze ako plnohodnotnt a
so symbolickou Castou jazyka rovnocennt zlozku uvazuji geometrické obrdazky. 7da sa, ze prvykrat v
ramci analytickej tradicie sa na obrazky nepozeraji ako na psychologické pomocky, ale ako na
dolezitu stcast’ logickej vystavby matematickych teodrii. Tato myslienka ma rozhodujici vyznam, lebo
poskytuje zdovodnenie pre pristup k dejinam geometrie, ktory je zalozeny na analyze syntaktickych
a sémantickych zmien v chapani obrazkov, obsiahnutych v matematickych textoch. Mozno teda
povedat, ze rekonstrukcia dejin geometrie, ktord bude prezentovana v tejto knihe je do velkej miery
rozvinutim moznosti, ktoré¢ otvoril Hintikka zmenou pristupu ku geometrickym obrazkom.

Ukazali sme ako v minulosti kritika zo strany zakladov matematiky poskytla impulz pre novy
spOsob nastolenia otdzky o povahe zmien v matematike a spdsobila prechod od diskusie tejto otazky v
ramci psycholdgie objavu K jej analyze v kontexte metodologii zmeny. Zda sa, Ze aj posun v ramci
analytickej filozofie, ktory sme ilustrovali na myslienkach Hintikku a Friedmana, méze priniest
zasadny impulz pre posun v chapani otdzky o povahe zmien v matematike. Je mozné, Ze nadisiel Cas
kontext metodologie zmeny, teda kontext v ktorom zmeny v matematike analyzovali Polya a Lakatos,
nahradit’ kontextom zmien jazyka. Pri tomto nahradeni pdjde o to pytat’ sa, aké lingvistické inovacie
su spojené s tym-ktorym matematickym objavom, aky je lingvisticky radmec v ktorom sa uskutocnuje
uritd heuristika, akymi lingvistickymi prostriedkami sa robi urCité vyvratenie. Ukazuje sa, ze
vyznamné objavy v dejinach matematiky s spravidla spojené s lingvistickymi inovaciami. Velki
objavitelia st spravidla aj lingvisticki inovatori. Velmi Casto je to prave zmena jazyka, zmena
pravidiel syntaxe ¢i sémantiky, ktord pomoze matematikovi vyjadrit’ urcité stvislosti, ktoré boli
dovtedy nevyjadritelné, a tym umozni objav. Ked diskusiu o zmenach vo vyvine matematiky
presunieme z kontextu metodologie zmeny do kontextu zmien jazyka, dostava sa cela diskusia o
zmenach v matematike na pevnejsi zaklad.

Samozrejme, otazky jazyka su uUstrednym momentom diskusie o zadkladoch matematiky od
¢ias Fregeho, Peana a Hilberta. Problémom vsak bolo, Ze v diskusiach o zédkladoch matematiky sa

jazyk chapal ako dokonaly, atemporalny logicky kalkul. Ked matematiku prestaneme vnimat na



pozadi dokonalého logického jazyka a prijmeme historicitu jazykovych prostriedkov matematiky,
otvdra sa moznost vziat' vazne pluralitu jazykovych nastrojov, ktoré boli v priebehu dejin v
matematike vytvorené. Moézeme sa tak pokusit’ vyloZit vyvin matematiky ako postupnost’ lingvistickych

inovacii. Pri takomto pristupe k zmenam v dejindch matematiky sa budeme riadit’ tromi zasadami:

1. Namiesto psycholdgie ¢i metodologie budeme otdzku o povahe zmien v matematike skimat’ v
kontexte jej jazyka. Teda zmeny v matematike budeme chapat’ ako zmeny jazyka matematiky.

2. Jazyk matematiky budeme chapat’ historicky, teda nie ako urcity dokonaly kalkul existujuci
mimo casu. Budeme rekonstruovat’ jazyky jednotlivych historickych obdobi a pokusime sa
porozumiet’ prechodom od jazyka jedného obdobia k jazyku nasledujuceho. Teda zmeny v
matematike budeme chapat’ ako zmeny jazyka matematiky.

3. Jazyk matematiky budeme chéapat’ o najblizSie kjej potrebam. Nebudeme matematike
nanucovat’ nejaké apriorné chapanie jazyka. Do jazyka zahrnieme pravidla konstrukcie a
interpretacie geometrickych obrazkov ako aj pravidla formovania a pouzivania symbolickych

vyrazov. Teda zmeny v matematike budeme chapat’ ako zmeny jazyka matematiky.

Hlavna prednost’ jazykového pristupu k rekonstrukcii zmien v dejinach matematiky spociva v tom, Ze
umoziuje odlisit’ viaceré druhy zmien. Pokial’ sa na zmeny pozerame z hl'adiska psychologie objavu
alebo z hladiska metodologie, tak vSetky zmeny su v zasade rovnaké. Rozdiely, s ktorymi sa
stretavame su dané bud’ rozdielmi v individualnom psychickom uspdsobeni jednotlivych tvorcov
(niekto uvazuje viac vizualne, iny symbolicky), alebo tym, Ze rdézni matematici pouzivaju odlisné
heuristiky. Naproti tomu ak sa na urciti zmenu v matematike pozrieme z hl'adiska jazyka, mame do
¢inenia s dvoma jazykmi - jazykom pred a jazykom po zmene. Jazyk je pritom nepomerne lepSie
pristupny analyze ako psychologicky akt objavu alebo heuristika, ktora k objavu viedla. Novy jazyk,
ako vysledok procesu objavu, ako produkt heuristik, je nositel'om celého radu objektivnych aspektov,
ktoré mozno exaktne analyzovat. Co je viak hlavné, jazykovy pristup otvara moznost jednotlivé
zmeny porovnavat’ a triedit. Takto, porovnavanim velkého poctu jazykovych zmien sme dospeli k
odliseniu troch Grovni, na ktorych dochadza k lingvistickym inovaciam.

Na prvej trovni ide o zmeny sposobu generovania individuovych deskripcii. \V pripade
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symbolického jazyka si to zmeny spdsobu tvorby termov, v pripade geometrického jazyka su to
zmeny pravidiel konStrukcie obrazkov. Na tejto urovni lingvistické inovacie spajaju do jednej
vyvinovej linie aritmetiku, algebru, infinitezimélny pocet a predikatovy pocet, ak sa obmedzime na
symbolicku stranku matematiky; respektive synteticki geometriu, analyticki geometriu a fraktalnu
geometriu, ak sa obmedzime na stranku geometricki. V oboch tychto linidch vyvin spociva v zmene
sposobu generovania individuovych deskripcii. Tento typ zmien jazyka matematiky nazyvam re-
prezentdcia, a je mu venovana prva kapitola knihy.

Druhy typ zmien jazyka ponechava spdsob generovania vyrazov jazyka prakticky nezmeneny,
ameni len vzt’ah vyrazov jazyka k objektom, ktoré zastupujii. Na tejto urovni lingvistické inovacie
spajaju do jednej linie Euklidove Zaklady, projektivnu geometriu, Lobacevského geometriu, Kleinov
Erlangensky program a algebraicka topologiu. V tejto linii sa nemenia individuové deskripcie jazyka,
ide stale o tie isté objekty syntetickej geometrie — body, Gsecky a obliky kruznic. Meni sa vSak
spOsob ako ich interpretujeme, ako im pripisujeme zmysel. Trojuholnik u Euklida, v projektivnej
geometrii, u Lobacevského ¢i Kleina vyzera sice na papieri stale rovnako, je zakazdym je to nieco
iného, ma iné vlastnosti, platia o iom iné tvrdenia. Tento typ zmien jazyka matematiky nazyvam
objektdcia a je mu venovana druha kapitola knihy.

Tretia Groven zmien sa tyka réznych sposobov formuldcie urcitej teorie. Ako priklad mozno
uviest’ rozne axiomatizacie Euklidovej geometrie ako sa vyskytli od Euklida az po Hilberta. Tu neslo
o to odkryt’ pre matematiku nové univerzum objektov (ako pri re-prezentdcidch spojenych so vznikom
analytickej alebo fraktalnej geometrii) ani o zasadne nové konceptualne pochopenie priestoru (aké
priniesli objektacie spojené so vznikom necuklidovskej geometrie alebo algebraickej topologie).
Objekty o ktorych ma tedria hovorit, ako aj pojmy a vety, ktoré by mali platit’ si v zasade nemenné.
Co sa meni je formulacia vychodiskovych principov a celkovy plan vystavby tedrie. Tento typ zmien
nazyvam re-formuldcie a je im venovana tretia kapitola.

Odlisenie jednotlivych urovni, na ktorych dochadza ku zmendm umoziuje odhalit’ regularity,
ktoré doteraz ostali skryté. Ked’ sa totiz na zmeny pozerame z hl'adiska metodoldgie, kladieme vsetky

zmeny vedl'a seba, pretoZze pri najroznejSich typoch zmien mozno uplatnit’ podobné heuristiky ¢i



analogické stratégie plauzibilnej argumentacie. Takto, pri metodologickom pristupe k skimaniu zmien
v matematike, sa Specifika jednotlivych typov zmien stracaju a ostava len to, Co maju vsetky tri typy
spolo¢né. Rozdiel medzi Kuhnom a Lakatosom je potom len v tom, ze spolocné Crty vsetkych typov
zmien opisuje Kuhn prostriedkami socioldgie (ako reakciu vedeckého spolocenstva na zmenu), kym
Lakatos hl'ad4 spolo¢né heuristiky (ktoré nazve vedecko-vyskumny program).

Az ked sa zameriame na jazyk, pomocou ktorého sa formuluje nova teéria (na ktort reaguje
spolocenstvo, resp. ktora je vysledkom heuristik), az potom sa pred nami otvara moznost’ odliSit’ r6zne
typy zmien. Ked’ ich od seba oddelime a kazdy typ zmien preskimame osobitne, bez rusivej
interferencie ostatnych, odkryj sa pred nami pozoruhodné regularity. Kuhnova a Lakatosova teéria
zmien tieto regularity rozmazavala rovnako, ako rozmaze obrysy tvare fotograf, ktory na seba
premietne obrazky troch uplne odlisnych tvari. To ¢o na vyslednej fotografii ostane st iba hrubé Crty
spolocné vSetkym tvaram (dve tmavé Skvrny na mieste oCi, ovalny tvar tvare, etc.). Podobne aj
Kuhnovi ostala iba socialna dynamika adaptacie vedeckého spolocenstva na zmenu, ktora je spolo¢na
vSetkym trom typom zmien, opisanym v tejto knihe. Lakatosovi ostali zas len neSpecifické heuristické
stratégie ako monster barring ¢i lemma incorporation, ktoré mozno pouzit' v kazdej oblasti. Tieto
spolo¢né ¢érty v8ak zastieraju to, ¢o je v kazdom z troch typov lingvistickych inovacii $pecifické. Lebo
nie je jedno, aki povahu ma zmena, na ktorti spolocenstvo reaguje, a na akej trovni sa nasadzuji
heuristiky. Preto opis typov zmien v dejinach matematiky, uvedeny v tejto knihe, mozno povazovat’ za

zjemnenie Kuhnovej a Lakatosovej tedrie zmien pri ich aplikécii na vyvin matematiky.



1. Re-prezentacia ako prvy typ zmeny vo vyvine matematiky

Pozornost,, ktora je v sucasnej filozofii matematiky venované geometrii a aritmetike je vel'mi
rozdielna. Kym S$tudium aritmetiky hra ustrednua tlohu vo fundacionalistickych pristupoch (pozri
Schirn 1998) a preto logicka stavba aritmetiky je podrobne preskimana a dobre jej rozumieme,
geometria stoji v centre zdujmu nefundacionalistickych pristupov (pozri Boi, Flament a Salanskis
1992). Tym samozrejme nechceme povedat’, Ze by neexistovali fundacionalistické analyzy geometrie;
staci spomenut’ prace Alfreda Tarského (pozri Tarski 1948 a 1959). AvSak pri tychto skimaniach je
geometria iba d’alSou ilustrdciou metdd, ktoré boli rozpracované pri analyze aritmetiky. Vizualna
stranka geometrie, teda skutocnost’, Ze geometria ma nieco do ¢inenia s priestorom a s nazeranim, je v
tychto vyskumoch ignorovana. Tieto vynimky preto nemenia zakladny fakt, Ze filozofia aritmetiky je
dominantne fundacionalistickd, kym vo filozofii geometrie dominuje antifundacionalisticky pristup.

Pricina tejto asymetrie spoc¢iva v odli§nych pristupoch k jazyku tychto oblasti matematiky. Od
Fregeho, Peana a Russella je jazyk aritmetiky plne formalizovany a aritmetické formuly tvoria
konstitutivnu sucast’ tedrie. Na druhej strane geometrické obrazky su vicsinou filozofov povazované
iba za heuristické pomocky, ktoré sice mézu pomdct’ porozumiet’ teorii, ale do samotnej teérie vlastne
nepatria. Od cias Hilberta sa obsah geometrickej tedrie povazuje za nezéavisly od obrazkov;
vymedzeny je vylucne axidmami. Pri formalizacii aritmetiky sa jej Specialne znaky ako ,,34%, ,+*, ,,<*
ako aj pravidla, ktorym podliehaju, povazujii za sucast’ jazyka. V geometrii proces formalizacie
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prebichal opacnym smerom a Specidlne znaky, ako ,,.*“ alebo ,,— boli z jazyka vylucené.
Zaujimavu analyzu dévodov pre vylucenie diagramov a diagramatického uvazovania zo zakladov
matematiky mozno najst’ u Gravesa v The Philosophical Status of Diagrams (Graves 1997).

Aj ked existovali dobré dovody pre uvedeny smer rozvoja zdkladov matematiky, asi by stalo
za to pokusit’ sa premostit medzeru, ktord oddel'uje filozofiu aritmetiky od filozofie geometrie. Za

tymto ucelom by bolo potrebné urobit’ s jazykom geometrie to, co Frege urobil s jazykom aritmetiky.

V prvom rade to znamena pokusit’ sa formalizovat’ vizudlnu stranku jazyka geometrie. Mohli by sme



sa pokusit’ v obrazkoch prestat’ vidiet' iba heuristické pomocky a zacat’ ich vnimat’ ako legitimnu
sucast’ geometrickych teorii. ISlo by o to geometrické obrazky povazovat za vyrazy ikonického
jazyka, vyrazy ktoré maju svoju jednoznacnu syntax a sémantiku. Tu by bolo mozné sledovat’ urciti
analogiu s aritmetikou alebo algebrou." Ak by sa to podarilo, umoznilo by to zisadne prehibit
porozumenie tym usekom dejin geometrie, v ktorych hrali obrazky a na nich zalozena argumentacia
dolezita ulohu (teda vlastne celym dejindm geometrie pred Paschom a Hilbertom).

Pre naSe ucely postaci dat’” predbeznt charakterizaciu tohto chapania jazyka geometrie. Ak
geometricky obrazok vylozime ako vyraz (term) jazyka geometrie, tak geometricka konstrukcia je
vlastne opis vytvarajucej postupnosti tohto vyrazu (obrazku). Takto Euklidove postulaty ako ,,danymi
dvoma bodmi viest priamku* alebo ,,z daného bodu opisat’ danym polomerom kruzmnicu® sa stavaju
formacnymi pravidlami jazyka geometrie, analogickymi s Fregeho pravidlami pre symbolické jazyky,
ktoré predpisuju, ako z n-drneho funkcionalneho symbolu F a n termov ty, t;, ..., t,, mozno utvorit’
novy term F(t, tp,..., t;). Samotny vyraz (obrazok) povazujem za dobre utvoreny, az ked sa
konstrukciu podari dokazat’ (t.j. ked’ sa dokdze, ze priamky nakreslené na obrazku ako prechadzajuce
jednym bodom naozaj jednym bodom prechadzaji, a pod.). Ked prepiseme Euklidove postulaty 1, 2,
3 a 5 (pozri Euklides, s. 154) do tvaru formaénych pravidiel, dostaneme vSeobecny opis jazyka
geometrie.” Kedy sa dva termy rovnaju, ako je mozné zaviest do tohto jazyka predikaty, a ako
vyzeraju jeho propozicie, to su zlozité otazky, ktorym sa tu nemoZeme venovat’, lebo by nas odviedli
d’aleko od témy naSej knihy. Pre naSe ciele staci ked’ si uvedomime, Ze analyze ikonického jazyka
geometrie mozno aspon v principe dat’ rovnakil mieru exaktnosti, aki zaviedol Frege do analyz
symbolického jazyka aritmetiky, ked’ definoval jeho konstanty, premenné a funkciondlne symboly.

Matematika preto nie je tvorend exaktnym symbolickym jazykom, ktory je doplneny
heuristickymi obrazkami. Z nasho hladiska sa matematika zaklada na dvoch rovnocennych typoch
jazykov, jeden z nich je symbolicky, druhy ikonicky. Rézne typy jazykov sa neliSia ani tak stupfiom
exaktnosti, ale skor tym, ako k nim pri filozofickej analyze matematiky pristupujeme. Samozrejme,
jazyk syntetickej geometrie nie je jedinym prikladom ikonického jazyka pouzivaného v geometrii.

Medzi ikonické jazyky patri okrem jazyka syntetickej geometrie aj jazyk analytickej geometrie a jazyk
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fraktalnej geometrie.

Ked’ jazyk matematiky doplnime o obrazky syntetickej, analytickej a fraktalnej geometrie,
zasadne to rozSiri moznosti nasho jazykového pristupu k analyze zmien v dejindch matematiky. Pri
analyze lingvistickych inovacii v dejindch matematike sa odhali zvlaStny periodicky pohyb,
spocivajuci v striedani obdobi dominancie symbolického jazyka s obdobiami dominancie ikonického
jazyka. V civilizaciach starovekého Egypta a Babylonu dominoval kalkulativny pristup k rieSeniu
matematickych problémov, v antickom Grécku sa do popredia dostala geometria kym 15. a 16.
storoCie prinasa opatovné ozivenie symbolického pristupu v podobe algebry. Neskor, v stvislosti so
vznikom analytickej geometrie sa opat’ do popredia dostava geometria, kym 19. storoCie prinasa
navrat k symbolickému jazyku v podobe aritmetizacie matematickej analyzy. Tento fenomén doteraz
nebol dostato¢ne analyzovany. Pri¢inou neochoty podrobnejSie ho preskumat’ bolo, ze striedanie
kalkulativnych a nazornych obdobi v dejinach matematiky ma pomerne vagny charakter. Domnievame
sa vSak, ze tato vagnost’ je sposobena iba nedostatocnym pochopenim povahy jazyka geometrickych
obrazkov. Pokial je pre nas obrazok a vobec geometricky nazor Cosi neurcité, tak aj jeho striedanie so
symbolickym jazykom, ktoré je v dejindch matematiky jasne pozorovatelné, nemdze mat iné, nez
vagne obrysy. Ked’ vylozime geometrické obrazky ako ikonicky jazyk, vytvorime tym ramec, v
ktorom bude mozné porozumiet’ vztahu symbolickych a ikonickych obdobi v dejinach matematiky a v

ich striedani odhalit’ prvy typ zmien v dejindch matematiky.
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1.1 Historicky opis re-prezentacii

Pri rekonstrukcii lingvistickych inovacii v dejinach matematiky, ktoré sme oznacili terminom
re-prezentdcie, sa nechame viest' Gottlobom Fregem. Frege vydal roku 1879 Begriffsschrift, eine der
arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens, v ktorej predlozil modernu teériu
kvantifikacie a axiomatické vybudovanie predikdtového poctu. V zaverecnej Casti prace su definicie
niektorych pojmov teoérie postupnosti. Rozvijaniu mySlienok o c¢iselnom rade sa Frege venoval
najbliz§ich Strnast’ rokov, a roku 1893 vydal prvy diel svojho hlavného diela Grundgesetze der
Arithmetik, Begriffsschriftlich abgeleitet. Ked’ porovname logicky aparat tychto dvoch prac, zistime
cely rad zmien. Begriffsschrift sa zakladal na syntaktickom pristupe k logike — Frege prehlasil ur€ity
pocet formul za axiomy a z nich odvodil celu ststavu predikatového poétu. Grundgesetze obsahuje
rad sémantickych rozsireni logického systému, z ktorych najddleZitejsim je zavedenie priebehov
funkeii, pomocou ktorych Frege modeluje vo svojom systéme pojmy. Uvahy, ktoré viedli k tymto
zmenam mozno ndjst’ v trojici ¢lankov z rokov 1891 a 1892: Funktion und Begriff, Uber Begriff und
Gegendstand a Uber Sinn und Bedeutung. Prvy z nich obsahuje myslienky ktoré prijmeme ako
vychodisko pre rekonstrukciu vyvinu jazyka matematiky. V jej zavere Frege charakterizoval vyvin

matematiky od aritmetiky az k predikatovému poctu ako narast vSeobecnosti jej symbolického jazyka:

»Ked sa teraz pozrieme spit’ na vyvin aritmetiky, moézeme postrehnat’ postupny vyvin.

Najprv sa pocitalo s jednotlivymi ¢islami 1-tkou, 3-kou atd’. Prislu§né tvrdenia su
2+3=5 2.3=6.

Potom presli ku vSeobecnej§im tvrdeniam, ktoré platia pre kazdé cislo. Z hladiska

oznacovania tomu zodpoveda prechod na pismenové pocitanie. Napriklad

(a+b).c=ac+bc

je tvrdenie tohto druhu. Tym dospeli ku skimaniu jednotlivych funkcii, avSak este bez

toho, Ze by v matematickom zmysle pouzili toto slovo a ze by chapali jeho vyznam.

Dalsim vyssim stupiiom je spoznanie vieobecnych zakonov tykajiicich sa funkcii, a tym

vznik umelého terminu "funkcia". Ohladom oznacenia tomu zodpovedalo zavedenie

pismen neurcite ukazujucich na funkcie, ako f, F. Prislusné tvrdenia st

df (x)F(x) _ F(x) df (x) +1(x) dF(x)

dx dx dx

Tu vz figuruju jednotlivé funkcie druhého radu, avsak bez toho, aby uchopili to, o my
nazyvame funkciou druhého radu. Pokial toto urobime, spravime dalsi krok vpred*
(Frege 1891, s. 38 a 39).
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Nas vyklad vyvinu jazyka matematiky sa od Fregeho vykladu bude lisit' v dvoch aspektoch. Prvy je
terminologicky, ked’ algebru ¢i analyzu povazujeme za samostatné symbolické jazyky. Dolezitejsi je
druhy aspekt, ktory spoc¢iva v tom, Ze ukazeme, ako v tomto vyvine, opisanom Fregem, spoluposobil
geometricky nazor. Chceme Fregeho analyzu ,,vyvinu aritmetiky* doplnit’ o podobnu analyzu vyvinu
geometrie a ukazat, ako su tieto dve vyvinové linie prepojené. Frege identifikoval hlavné udalosti v
rozvoji symbolického jazyka ako zavedenie ,,jednotlivych funkcii“ v algebre, vznik ,,umelého terminu
funkcie* v diferencidlnom poéte a zavedenie vSeobecného pojmu ,funkcie druhého radu* v
predikatovom pocte. Vedeny Fregeho analyzou sa pokusime identifikovat’ rozhodujice udalosti vo
vyvine ikonického jazyka geometrie. Ukaze sa, ze udalosti, paralelné k tym, ktoré opisal Frege,
spocivaju vo vzniku analytickej a fraktdlnej geometrie. Zjednotenie symbolického a ikonického jazyka
nam umozni pojat’ vyvin matematiky vcelku, ako vyvin jazyka. Pri vyvine jazyka matematiky budeme
sledovat’ nasledovnych Sest’ aspektov:

1. logicku silu, ktora ukazuje nakolko zlozité formuly je mozné v jazyku dokazat’

2. expresivnu silu, ktora ukazuje, o nového, ¢o sa v predoslych §tadiach vymykalo
vyjadreniu, teraz jazyk umoznuje vyjadrit’

3. explanatoricku silu, ktora ukazuje, ako novy jazyk umoziuje vysvetlit' zlyhania
jazyka ktoré boli na predoslom $tadiu nepochopitelné

4. integrativnu silu, ktora ukazuje, ako novy jazyk umoziuje vidiet’ jednotu a poriadok
tam, kde na baze predoslého jazyka sa ukazovali len navzajon nestvisiace pripady

5. logické medze, ktoré prinasaju necakané a prekvapivé ohrani¢enia moznosti nového
jazyka, obmedzenia jeho moznosti riesit’ urcité problémy, ¢i zodpovedat isté otazky

6. expresivne medze, ktoré sa prejavuju tym, ze napriek tomu, Ze se prisne dodrziavajh
syntaktické pravidla, v jazyku sa zacinaji objavovat’ nezmyselné vyrazy

Vyvin jazyka spoCiva v ndraste logickej a expresivnej sily — jazyk umoziiuje dokazat stdle viac
tvrdeni a opisat’ stale bohatSiu oblast’ javov. Postupne narasta aj jeho explanatorickd a integrativna
sila — jazyk umoziuje stile hlbSie porozumenie svojim metodam a poskytuje stale ucelenejSi a
jednotnejsi pohl'ad na svoj predmet. Na prekonavanie jeho logickych a expresivnych medzi sa
rozpracovavaju stale jemnejSie a domyselnejSie techniky a teodrie. Predmetom tejto kapitoly je opis
postupného narastania logickej, expresivnej, explanatorickej a integrativnej sily jazyka matematiky.®

Matematika ma tendenciu svoje jazyky dodato¢ne vylepSovat. Preto sa uz do jazyka
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aritmetiky zavadza pojem premennej (aby bolo mozné v tomto jazyku dokazovat’ vSeobecné vety),
algebraicka symbolika (aby bolo mozné v tomto jazyku zapisat’ rovnice) a za zdkladny Ciselny obor sa
zvolia komplexné ¢isla (aby sa jazyk imunizoval proti problémom s odmocninami zo zapornych Cisel).
Toto pocinanie je pragmaticky vel'mi vyhodné, lebo aritmetike poskytuje silny jazyk, v ktorom sa
mozno pohodlne pohybovat. Na druhej strane nas vSak znecitlivuje voci historicky existujucim
jazykom. Staré jazyky nevnimame ako samostatné systémy s vlastnou logickou, expresivnou,
explanatorickou a integrativnou silou, ako aj s vlastnymi logickymi a expresivnymi medzami. Javia sa
nam skor ako akési fragmenty nasho silného jazyka. Ked’Zze nasim cielom je analyza vyvinu jazyka
matematiky, tento pragmaticky pristup je pre nas nevhodny. Kazdy jazyk budeme charakterizovat’ na
tej urovni, na akej bol vytvoreny. Budeme teda ignorovat’ dodatocné vylepSenia ktoré spocivaju v
zapracovani vydobytkov neskorsich $tadii (napriklad algebraického pojmu premennej) do skorSich
jazykov (do jazyka aritmetiky). Pre nas bude jazyk aritmetiky jazykom bez premennych. Domnievame
sa, ze takéto rozvrstvenie jazyka matematiky na jednotlivé historické vrstvy bude prinosné aj pre

logické skiimania. Ukaze totiz, ako sa jednotlivé syntaktické inovacie postupne vynarali.

1.1.1 Elementarna aritmetika

Pocitanie je tak staré, ako l'udstvo samo. V kazdom jazyku, ktory pozname, existuju slova pre
oznacenie aspoil prvych niekolkych cisel. Napriklad australske kmene z Cooperovho zalivu oznacuju
1 - guna, 2 - barkula, 3 - barkula guna, 4 - barkula barkula (Kolman 1961, s. 15). Postupne s rozvojom
spolocnosti sa zdokonaloval aj spdsob pocitania a pri pocitani va¢Sich mnozstiev sa zacali pouzivat’
rozne pomdcky: najcastejsie prsty, kamienky, Snirky s uzlami a pod. Pozoruhodna pomocka, ktora
sluzila nasim predkom v starSej dobe kamennej (19 000 - 12 000 pnl.) na pocitanie vicSich mnoZzstiev,
bola najdena pri vykopavkach na Morave (Ifrah 1981, s. 111). Je to vretenna kost’ mladého vlka, na
ktorej je 55 zarezov. Prvych 25 je zoskupenych do pitic, pricom dvadsiaty piaty zdrez je dvakrat tak
dlhy ako ostatné. Toto usporiadanie naznacuje zarodky pétkovej sustavy. S rozvojom civilizacie a s
nutnost'ou pocitat’ stale vac¢Sie mnozstva je spojeny rozhodujici objav v dejinach 'udstva — zavedenie

¢isloviek ako Specidlnych znakov ur¢enych na pocitanie. Prakticky kazda vyspelejsia civilizacia si
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vytvorila svoj vlastny ¢iselny systém, ktory umoznoval previest tilohu pocitania na ulohu manipuldcie
s ciselnymi znakmi. Dochovalo sa Siroké spektrum rdznych sposobov, ako je to mozné urobit.
Niektoré civilizacie si zobrali za zaklad Ciselného systému cislo 60, iné ¢islo 10; niektoré vytvorili
pozi¢nu sustavu, iné nepozicnu. Prehl'ad principov réznych Ciselnych systémov mozno najst’ v knihe
Georgea Ifraha Histoire Universelle des Chiffres. Co maju vsetky tieto systémy spoloéné je
vytvorenie prvého symbolického jazyka v dejinach, jazyka elementarnej aritmetiky.

Jazyk elementarnej aritmetiky je najjednoduch$im symbolickym jazykom. Je to jazyk
zalozeny na manipulacii s ¢iselnymi znakmi. Jeho najrozsirenej$i variant obsahuje desat’ zakladnych
znakov 1, ..., 9, 0 a r6zne pomocné znaky ako +, —, x, :, =. Podstatnou ¢rtou tohto jazyka je, Ze nema
symbol pre premennu, preto v ilom nemozno sformulovat’ Ziadne vSeobecné tvrdenie, ani napisat
nijaky vzorec. Pravidla na pocitanie, napriklad pravidlo pre delenie so zvySkom alebo pre prechod cez
desiatku, ked’ze su to vSeobecné tvrdenia, nie je mozné v tomto jazyku zapisat. Nie st to tvrdenia
jazyka aritmetiky, ale instrukcie sformulované v prirodzenom jazyku. Nedajit sa v jazyku aritmetiky
vyjadrit’, ale iba ukdazat’. Napriklad pravidlo, Ze nasobenie desiatimi spociva v pridani 0 na koniec
Cisla sa v jazyku elementarnej aritmetiky neda zapisat. Mozné je ho len ukazat' na prikladoch ako
17x10=170, alebo 327 x10=3270. Z niekol’kych podobnych prikladov ¢lovek pochopi, ze 17 a
327 nie s podstatné a nauci sa vS§eobecné pravidlo.

Zvlastny je i zapis Cisel. Ak povazujeme mena za jednoduché vyrazy, tak povazovat’ vyraz
257 za meno predstavuje problém, lebo pravidla pre pocitanie, napriklad pravidlo pre nasobenie
dvoch trojcifernych ¢isel, odkazuju k jeho zlozkam (k jednotlivym cifram), ¢o je pre mena
nepripustné. Musi to teda byt zlozeny vyraz. Preto primitivnymi znakmi jazyka elementarnej
aritmetiky su cifry a nie Cisla. Zapis ¢isla, napriklad 257, je term vytvoreny z kons$tant 2, 5 a 7
pomocou operacie zretazenia, ktord sposobi, ze 2 v terme 257 uZ neoznacuje jednotky, ale stovky.

Tato operacia je vSak implicitnd, je zabudovana do spdsobu zapisu.

a) logicka sila jazyka — schopnost’ odvodit’ jedinecné tvrdenia

Ako typické tvrdenia elementarnej aritmetiky mozno vziat’ napriklad:
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135+37=172 alebo 24x19 > 456.
St to jedine¢né tvrdenia.” Jazyk elementarnej aritmetiky obsahuje pravidla, ktoré pomocou formalnej
manipuldcie so znakmi umoziuju takéto tvrdenia overit. V dejinach je to prvy formalny systém,
umoziujici na baze explicitnych pravidiel manipuldcie so symbolmi, rozhodnut o pravdivosti
nejakého tvrdenia. Aj ked’ su to zatial' len jedine¢né tvrdenia, vyznam tohto objavu je nesmierny.
Tieto pravidld st totiz formdlne, teda intersubjektivne, explicitné a preto naucitené a pristupné
kontrole. Treba zdoraznit’, Ze tento jazyk sa zdsadne odliSuje od toho, o sa jazykom aritmetiky dnes
bezne rozumie tym, ze neobsahuje premenné. To, Ze jazyk aritmetiky neobsahoval premenné viedlo
Egyptanov k nutnosti formulovat’ vSetky ulohy s konkrétnymi Ciselnymi hodnotami. Zoberme ako

ilustraciu priklad z Moskovského papyrusu (Kolman 1961, s. 41):

,»3podsob vypoctu pyramidy nemajucej vrchol. Ak mas dant pyramidu bez vrcholu vysoku
6 (laktov), s dolnou hranou 4 (lakte) a hornou 2, umocni 4 na druhti, dostanes 16,
zdvojnasob 4, dostanes 8, umocni 2 na druht, dostanes 4,

(1) pripocitaj tychto 16

(2) ktymto 8§ a 4

(3) dostanes 28, vypocitaj

(4) 1/3 zo 6, obdrzis 2, pocitaj

(5) s 28 dvakrat, dostavas 56,

(6) hla: je to skutoc¢ne 56. Nasiel si spravne.*

Poctar postupne berie ¢isla figurujuce v zadani a robi s nimi rézne upravy, aZ napokon dostane to, ¢o
hl'ada. Pomocou konkrétneho vypoctu takto ukazuje vSeobecny postup riesenia, ktory sa v jeho jazyku
neda vyjadrit. Jazyk elementarnej aritmetiky bol prvym symbolickym jazykom v dejinach, ktory
umoznoval riesit’ problémy prostrednictvom manipulacie so symbolmi. Jeho logicka sila je ziizena na

odvodenie jedine¢nych tvrdeni.

b) expresivna sila jazyka — schopnost’ vyjadrit’ Pubovol’né prirodzené Cislo

Jazyk elementarnej aritmetiky umoziuje vyjadrit’ l'ubovolne vel'ké prirodzené ¢islo. Nam to
moze pripadat’ malo, my sme zvyknuti na zaporné, iracionalne a komplexné cisla, preto prirodzené
¢isla ndm pripadaju ako Cosi chudobného, ako zna¢ne obmedzeny systém, v ktorom nemozZno
slobodne ani odc¢itat, ani delit’, ani odmocnovat. Ked’ si vSak na chvil'u odmyslime tieto vydobytky
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neskorSieho vyvoja, mozno sa ndm podari precitit' fascinaciu, ktord musel pocitovat egyptsky
(babylonsky, indicky, ¢insky) poctar, ked’ si uvedomil, Ze pomocou Cisel mozino vietko spocitat’.
Tento pocit je zakladom ,,byrokratického univerzalizmu®, podla ktorého vsetko mozno spocitat,
objavov egyptskej (babylonskej, indickej a ¢inskej) civilizacie. Univerzalnost’ byrokracie sa zaklada
na expresivnej sile jazyka aritmetiky. Zvysky prvotnej fascinacie pocitanim mozno vidiet' v mytoch, v
ich zal'ube vo velkych alebo zvlastnych Eislach, d’alej v Kabale a u pytagorejcov. Archimedov spis O
pocte piesocnych zrn asi najlepSie demonstruje expresivnu silu jazyka elementarnej aritmetiky.

Ukazuje, Ze Ciselny systém umoziuje odhadnut’ pocet zrniek piesku na Zemi:

,»ou taki, kral’ Gelon, ktori si myslia, Ze pocet zin piesku je nekonecne vel’ky; priCom
pieskom myslim nie len ten, ktory sa nachadza okolo Syrakuz a na zvysku Sicilie, ale aj
ten, ktory sa nachadzav kazdej oblasti ¢i uz obyvanej alebo nie. A su taki, ktori bez toho,
aby ho povazovali za nekone¢né, si myslia, ze nemozno vyslovit’ Cislo, ktoré je
dostato¢ne velké, aby presiahlo ich mnozstvo. A je tiez jasné, ze ti, ¢o hlasaju tento
nazor, keby si predstavili masu tvorenl pieskom tak velkil ako masa Zeme, vratane
vSetkych jej mori a dutin Zeme vyplnenu do vysky najvyssich hor, boli by mnohonasobne
viac vzdialeni od uznania, Ze nemozno vyjadrit’ Ziadne ¢islo, ktoré presahuje mnozstvo
zrniek piesku takto vzatych. Ale ja sa pokusim ukazat vam, pomocou geometrickych
dokazov, ktoré budete schopny sledovat’, ze, ¢isla mnou vytvorené a dané v praci, ktora
som poslal Zeuxippovi, niektoré presahuji nielen masu piesku rovnako velka ako Zem
vyplnentl opisanym spdsobom, ale aj masu rovni velkosti univerza. ... Tvrdim, Ze
dokonca aj keby bola vytvorena sféra z piesku tak velka, ako velkd je podla
Architasovych predpokladov sféra stalic, tak este stale dokazem, Ze z ¢isel menovanych v
Principoch niektoré presiahnu svojou velkostou pocet zrniek piesku v prave opisanej
sfére...” (Heath 1921, s. 81-85).

Samozrejme, geometrické dokazy, pomocou ktorych Archimedes dokazuje, ze je mozné vytvorit
Cislo, ktoré je vacsie ako pocet zfn v celom univerze, nepatria do aritmetiky. Ale samotny fakt, ze aj
tak obrovské Cislo existuje, ilustruje expresivnu silu jazyka elementarnej aritmetiky. Egyptski ¢i
Babylonski po¢tari sice podobné tvrdenia, ilustrujiice expresivnu silu jazyka aritmetiky nevedeli

dokazat’, ale asi citili, ze od najmenSich ¢iastodiek az po tie najvicsie vietko mozno poéitat’.

¢) explanatoricka sila jazyka — jazyk je neexplanatoricky
Jazyk elementarnej aritmetiky je neexplanatoricky. Dochované matematické texty su stibory
praktickych navodov, bez akéhokol'vek vysvetlovania. Tuto Crtu jazyka aritmetiky si vSimli aj

historici. Jeremy Gray piSe v suvislosti s Egyptskou a Babylonskou matematikou o ,,protirec¢ivych a
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neexplanatorickych vysledkoch® (Gray 1979, s. 3). Je to aj pochopitelné. Kym jazyk nie je schopny

vyjadrit’ v§eobecnost’, nie je v iom mozné vysvetlovat’ ale iba ukazovat'.

d) integrativna sila jazyka — jazyk je neintegrativny

Mozno konstatovat’, ze jazyk elementarnej aritmetiky je neintegrativny, neumoziuje vytvorit
jednotiaci pohlad. Tento aspekt nachadza potvrdenie v dochovanych textoch, ktoré st zbierkami
rieSenych prikladov bez pokusu o nejaky jednotiaci pohlad. Ak sa na papyruse vyskytuje nejaké
usporiadanie loh, toto usporiadanie je spravidla dané obsahom (osobitne sa uvadzaju ulohy na
vypocet poli, Glohy na vypocet dani, ilohy na vypocet nasypov, tlohy na vypocet kanalov). Teda

jednotiaci princip do problematiky nevnasa jazyk, ale prameni z toho, ¢oho sa prislusné ulohy tykaju.

e) logické medze jazyka — existencia uloh nemajucich rieSenie
Stari Babylon¢ania mohli narazit na skuto¢nost, ze niektoré ulohy nemaju riesenie (Gray

1979, s. 24). Na babylonskych tabul'kach sa dochovala tiloha veduca v dne$nej symbolike na ststavu:

x+y =10, X.y =16,
ktora ma rieSenia (2, 8) a (8, 2). Babyloncania dokazali tuto ulohu vyriesit prostriedkami elementarne;j
aritmetiky. Ked’ v§ak zoberieme tlohu, ktora sa od predoslej odliSuje iba nepatrne

x+y =10, Xy =40
tak tu zrazu vypocet zlyhava. Pritom V ramci elementarnej aritmetiky nemoZno pochopit’, ¢o sa stalo.

Postup, ktory funguje pre urcité hodnoty, pre iné hodnoty v zadani beznadejne zlyhava.

f) expresivne medze jazyka — nesumeratel’nost’ strany a uhlopriecky $tvorca

Pytagorejci priniesli kvalitativne novy druh jazyka — ikonicky jazyk syntetickej geometrie.
Spociatku novy geometricky jazyk spéjali s pozoruhodnym druhom ,aritmetického atomizmu®.
Pytagorejci predpokladali, ze kazda Gsecka, teda aj strana a uhlopriecka Stvorca je zloZzena z urcitého
poétu ,jednotiek”, a 7e pomer dizok Gsetiek sa rovnd pomeru poétov tychto ,jednotiek“. Objav

nestimeratelnosti strany a uhlopriecky $tvorca, podla ktorého pomer ich dizok nie je mozné vyjadrit’ v
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pomere celych Cisel, ukazuje neudrzatelnost” pytagorejského ,,aritmetického atomizmu®. Okrem toho
ukazuje, ze jazyk geometrie je vSeobecnejsi ako jazyk aritmetiky. V ramci aritmetiky nie sme schopni
pojat’ stranu a uhlopriecku do jedného vypoctu. Bud’ zvolime jednotku simeratel'na so stranou, potom
sa dizka uhloprietky neda vyjadrit Ziadnym (prirodzenym) ¢&islom, alebo zvolime jednotku
sumeratel'ni s uhloprieckou, a potom sa ndm nepodari zachytit' stranu. Nesumeratelnost’ strany a
uhlopriecky Stvorca odkryva expresivne medze jazyka elementéarnej aritmetiky.

Toto obmedzenie bolo neskor prekonané prechodom k redlnym cislam, ale nas zaujima jazyk
aritmetiky v jeho pdvodnom stave. V ramci jazyka elementarnej aritmetiky je nesumeratel'nost’ strany

a uhlopriecky Stvorca paradox, ktory sa vymyka chapaniu. AZ neskér, ked’ sa preslo k realnym cislam,

bolo mozné tento paradox odstranit’ tym, ze ho zmenime v pozitivny fakt, ze V2 je iracionalne cislo.
Tu vidime jednu zo zakladnych stratégii boja s paradoxmi, spo¢ivajicu v rozsireni jazyka, a premene
paradoxu na pozitivny poznatok. Vytvorime novy vyraz, ktorym oznacime paradoxny objekt a

vytvorime pravidla, ako s nim pocitat’.

1.1.2 Synteticka geometria

Od ranych §tadii svojho rozvoja boli pol'nohospodarske civilizacie staroveku konfrontované s
radom tiloh tizko suvisiacich s geometriou. Ci ide o vymeriavanie poli v suvislosti s ich zdafiovanim, o
tvorbu mép ur€enych na administrativne, stavebné alebo vojenské ucely alebo o problémy suvisiace
so stavbou zavodnovacich kanalov, ochrannych opevneni a valov, prirodzene sa vynarala potreba
nazorne zachytit' redlnu situaciu v podobe urcitého nacrtu ¢i planu. Takto sa zacalo hromadit
Specifické poznanie, ktoré patri do oblasti geometrie. Aj samotny termin geometria, ktory je prebraty z
Gréctiny, jasne doklada praktické korene tejto discipliny. Slovo geometria etymologicky poukazuje na
zememeracCstvo. A boli to zememeraci starych civilizacii (Gréci ich nazyvali harpenadoptai —
napinaci povrazov), ktori objavili rad poznatkov, ako napriklad Ze v trojuholniku so stranami 3, 4, 5 je
oproti strane 5 pravy uhol. Napriek nahromadenému praktickému poznaniu sa vsak v tychto
civilizaciach geometria neosamostatnila a ostala sicastou ramca praktickych poctarskych tloh.

Sved¢i o tom aj uloha z Moskovského papyrusu, ktort sme uviedli na strane 16. Vytvorenie geometrie
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ako samostatnej matematickej discipliny sa uskutoénilo az v antickom Grécku. Podla tradicie Tales aj
Pytagoras, zakladatelia gréckej geometrie, podnikli cesty do Egypta, kde sa oboznamili s poznatkami
zememeracov. Toto poznanie priniesli do Grécka a obohatili ho o rad novych poznatkov, ktoré dodnes
nest ich meno v podobe Talesovej a Pytagorovej vety. Co je viak eite dolezitejsie, vytvorili novy
jazyk, ur€eny na reprezentaciu geometrickych objektov.

Jazyk geometrie, na rozdiel od jazyka aritmetiky je jazykom ikonickym a nie symbolickym.
Jeho vyrazmi st obrdzky tvorené subormi bodov, tseciek a oblukov kruznic, v ré6znych vzajomnych
polohéch, a nie linearne retazce aritmetickych symbolov. Geometricky jazyk je podstatne silnejsi nez
jazyk elementarnej aritmetiky. Umoziiuje dokéazat' vSeobecné tvrdenia a nema problémy ani s
nesumeratel'nostou. Pre jazyk geometrie su strana i uhlopriecka Stvorca rovnopravne objekty. Jazyk
geometrie vie objasnit’ aj pri¢inu nerieSitelnosti niektorych aritmetickych tloh. Prechodom k jazyku

geometrie mozno teda prekonat’ viaceré nedostatky jazyka elementarnej aritmetiky.

a) logicka sila jazyka — schopnost’ dokdzat’ vS§eobecné tvrdenie

Ikonicky jazyk geometrie bol prvym jazykom umoziujiicim dokazat’ vSeobecné tvrdenia. Je
toho schopny vd’aka tomu, Ze obsahuje zaujimavil inovaciu — ssecku neurditej ditky — ktora je
vlastne predchodcom pojmu neznamej. Ked’ napriklad chceme dokazat’, ze sucet dvoch parnych ¢isel
je ¢islo parne, tak si parne &islo znazornime ako obdiznik, ktorého vyska je rovna dvom (parne ¢&islo),
ale ktorého Sirka ostane neurcitd. Dokaz sa potom zaklada na nahliadnuti skutoCnosti, Ze spojenim
dvoch obdiznikov s vyskou dva vznikne opit’ obdiznik s vy§kou rovnou dva. Ked’7e sme v nasej
Givahe pracovali s obdiznikmi, ktorych §irka ostala pocas celej tvahy neuréita, dokézali sme tvrdenie
pre Tubovolné dva obdizniky, a teda vlastne pre dve Pubovolné parne &isla. Toto ukazuje zasadnu
logicku prevahu jazyka geometrie nad jazykom elementarnej aritmetiky.

Tu sa ukazuje jeden zaujimavy aspekt, ktory podporuje vyklad geometrickych obrazkov ako
vyrazov jazyka. Totiz, ked’ v spomenutom dokaze nakreslime prisluiny obdiznik, tak ho samozrejme
musime nakreslit’ s konkrétnymi stranami. Preto to, ¢o je nakreslené na papieri neobsahuje ziadnu

tsecku neurditej dizky, vietky nakreslené Giseky st presne také dlhé, ako dlhé sme ich nakreslili. Ale
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ked’ tieto use¢ky pouzivame v dokaze, tak s ich dizkami pracujeme, ako keby boli neur¢ité. Teda idea
neznamej sa v matematike objavuje najprv v implicitnej podobe — ako konstanta (konkrétna Gsecka), s

ktorou sa nardba ako S neznamou (seckou neuréitej dizky).

b) expresivna sila jazyka — schopnost’ prekonat’ nesumeratel’nost’

Dalsou vyhodou jazyka syntetickej geometrie je, Ze umoziiuje prekonat’ problémy spojené s
nesumeratelnostou. Pre jazyk aritmetiky predstavuje nestimeratenost zavazny problém, ktory
ukazuje, e je nemozné diZku strany a uhlopriedky §tvorca vyjadrit pomocou (prirodzenych) &isel.
Naproti tomu pre jazyk geometrie neznamena nestimeratel'nost’ ziadnu prekazku. Strana a uhlopriecka
Stvorca st usecky, s ktorymi mézZem robit’ geometrické konstrukcie, bez ohl'adu na to, ¢i st zhodou
okolnosti sumeratelné alebo nie. Vidime, Ze ikonicky jazyk syntetickej geometrie ma expresivnu
prevahu nad symbolickym jazykom elementarnej aritmetiky.

Pomer diZok nesumeratelnych usediek nie je mozné vyjadrit’ ako pomer celych &isel. Napriek
tomu vSak jazyk geometric umoziiuje rozne takéto pomery porovnavat. Za tymto ucelom vznikla

Eudoxova teoria proporcii. Uvedena je v V. knihe Zakladov a zaklada sa na nasledovnej definicii:

,»Hovorime, ze veli¢iny stoja v rovnakom pomere, prva k druhej ako tretia ku Stvrtej, ked’
pri 'ubovol'nom vynasobeni rovnaké nasobky prvej a tretej oproti rovnakym nasobkom
druhej a Stvrtej, vzaté v paroch su alebo naraz vicsie alebo naraz rovné alebo naraz
mensie.“ (Euklides V., def. 5)
Tato definicia umoziiuje porovnat nesumeratelné veliCiny, a ukazat, Ze napriklad obsahy dvoch
kruhov st ,,jeden k druhému ako $tvorce nad ich priemermi* (Euklides XII, prop. 2). Obsah kruhu a
obsah $tvorca nad jeho preponou st sice (ako dnes vieme) nesumeratel'né veli¢iny, ale napriek tomu
jazyk geometrie umoznuje dokazat konStantnost’ ich pomeru. To jasne ukazuje prevahu expresivnej

sily jazyka syntetickej geometrie nad expresivnou silou jazyka elementarnej aritmetiky, ktord o

pomeroch nesumeratelnych veli¢in nedokaze ni¢ povedat.

¢) explanatoricka sila jazyka — schopnost’ vysvetlit’ neexistenciu rieSenia
Ako ilustraciu logickych medzi jazyka elementarnej aritmetiky sme uviedli, Ze z pohladu

aritmetiky je nepochopitel'né, preco niektoré stistavy rovnic, ako napriklad
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x+y =10, Xy =40
nemaju rieSenie. Zo samotného vypoctu nemozno pochopit, co sa deje. Jazyk geometrie umoziuje
porozumiet’ tejto situacii. Ked’ si ulohu prelozime do jazyka geometrie, tak ide o to, najst’ obdiznik,
ktorého sucet dizok dvoch susednych stran je 10 a obsah je 40. Po tivahe zistime, Ze mnozina vrcholov
vietkych obdiznikov, so su¢tom dizok susednych stran rovnym 10 tvori usecku AB, ktoré je preponou

pravouhlého rovnoramenného trojuholnika s odvesnou dlhou 10.

A

Ked zvacsime dizku strany y obdiznika o A (samozrejme, aby sa nezmenil stcet, musim skratit’ jeho
stranu x o rovnaké A), pribudne plocha x.A ale na druhej strane ubudne plocha y.A. Pokial’ je x >y,
bude tymto spdsobom plocha pribadat’. Preto zo vetkych obdiznikov so su¢tom dvoch susednych
stran 10 ma najvacsiu plochu obdiznik, v ktorom X =y, ¢o je tvorec. Jeho strana je 5 a jeho obsah je
25. Z toho je zrejmé, preco uvedena uloha nema rieSenie — jej zadavatel' chcel malym obvodom

obopnut prili§ velky obsah. Aby sa uloha stala riesitelnou, bud’ treba sucin zmenSit' zo 40 na 25,
alebo zvicsit' sucet stran z 10 na 4+/10, ¢o je priblizne 12,65. Jazyk geometrie tak objasiiuje
neexistenciu rieSenia. Navyse umoziuje porozumiet’ aj podmienkam, za ktorych su ulohy aritmetiky

rieSenie maju. Je toho schopny, lebo dokaze explicitne vyjadrit’ medze jazyka elementarnej aritmetiky,

medze, ktoré st v jazyku aritmetiky nevyjadritelné.

d) integrativna sila jazyka —jednota Euklidovych zakladov
Doteraz sme ukézali, Ze jazyk geometrie ma nad jazykom elementarnej aritmetiky logicku,

expresivnu a explanatoricki prevahu. Umoziuje tiez jednotiaci pristup k matematike. Najlepsou
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ilustraciou tejto jednoty st Euklidove Zdklady, ktoré zjednocujt do jedného organického celku tedriu
Cisel, planimetriu, stereometriu ako aj tedriu proporcii, o je anticky ekvivalent tedrie realnych ¢&isel.
Dnes prevlada nazor, Ze Euklidove Zdklady su len scasti origindlnym vytvorom samotného Euklida, a
mnohé partie naopak Euklides prebral z diel, ktoré sa nedochovali. Tedriu proporcii, uvedenta v V.
knihe Zdkladov, Euklides pravdepodobne prebral od Eudoxa. Od Eudoxa pochadza aj metdda
exhaustacie, uvedena v XII. knihe. Klasifikdaciu iracionalit, obsiahnuta v X. knihe, Euklides prebral
od Theaiteta a tedriu cisel, obsiahnuta v VIL-IX. knihe, od Archyta z Tarentu. Euklidovym
originalnym vykonom je tedria Platonskych telies, uvedena v XIII. knihe, ktora tvori vrchol celého
diela. Vidime, ze Zdklady s rozsiahlym kompildtom, obsahujicim myslienky radu vyznamnych
matematikov. Napriek tomu tvoria jednotny celok, ktory Citatela uputa svojou systematickou
vystavbou a vzdjomnou prepojenostou jednotlivych tvrdeni. A tito jednotu vystavby Zdakladom
prepoziiava prave jazyk syntetickej geometrie. Jednota Euklidovych Zdkladov je tak vyjadrenim

integrativnej sily jazyka syntetickej geometrie.

e) logické medze jazyka — nerieSitel’né ulohy

Podra tradicie boli na pociatku gréckej matematiky sformulované tri ulohy — trisekcia uhla,
duplicita kocky a kvadratura kruhu. Napriek usiliu najlepsich matematikov antiky sa tymito lohami
nepodarilo pohnut. Je to divny a z hladiska geometrie nepochopitelny fakt, ze tak prirodzene
vyzerajlce ulohy sa nedari najst’ odpoved’. Neskor sa podarilo dokazat’, Ze tieto ulohy st nerieSiteI’né
prostriedkami syntetickej geometrie. Nebola to netrpezlivost’, ¢i nedostato¢na duchaplnost, kvoli
ktorym grécki matematici neuspeli. Tieto ulohy sa prostriedkami syntetickej geometrie nedajt
vyriesit. Ale na to, aby bolo mozné nerieSitelnost’ tychto tloh dokazat, bolo treba opustit’ jazyk
geometrie a prejst’ k celkom inému jazyku, k symbolickému jazyku algebry. Pre jazyk syntetickej
geometrie predstavuju uvedené problémy (a niektoré d’alSie, ako napriklad uloha zostrojit’ pravidelny
sedemuholnik) jeho logické medze. Tieto medze jazyka syntetickej geometrie sa prostriedkami tohto

jazyka nedaju vyjadrit’ a nieto este prekrocit’.

f) expresivne medze jazyka — rovnice vys$Sieho stupiia ako treticho
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Geometricky jazyk ovladol grécku matematiku natol’ko, ze Euklides, ked” mal riesit
kvadraticka rovnicu, riesil ju konStrukéne. Je to prirodzené, lebo takto netreba rozliSovat, ¢i st
parametre zo zadania ulohy sumeratel'né alebo nie. Ked’ ulohu rie§ime konstrukéne, je to jedno.

,»Objav nesumeratelnosti a nemoznost’ vyjadrit pomer 'ubovolnych dvoch useciek

pomerom dvoch celych ¢isel viedli Grékov k tomu, Ze zacali miesto aritmetickych

pomerov pouzivat’ pomery medzi veli¢inami geometrickymi a ich prostrednictvom

vyjadrovat’ vieobecné proporcie medzi veli¢inami... Aby rozriesili rovnicu a.x = b?,

povazovali Gréci b? za dant plochu, a bola dana Gsetka, x hradana. Ulohu teda

previedli na zostrojenie obdiznika z ktorého poznime jeho plochu a jednu stranu.

Alebo ako hovorili, na prilozenie plochy k danej tisecke... Metddy prikladania pléch

vo vSeobecnejSom tvare pouzivali Gréci pri rieSeni uloh, ktoré vedu — ako by sme

povedali dnes — k rieSeniu kvadratickych rovnic o jednej nezname;j... RieSenie rovnice

ax — x> = b? hladali pomocou konstrukcie, ktorej v staroveku hovorili eliptické

prikladanie plochy (od elleipsis nedostatok). Rovnakym spdsobom uvazovali Gréci aj

pri hyperbolickom prikladani plochy (z hyperbolé prebytok). Tato uloha zodpoveda
rieSeniu kvadratickej rovnice a.x + x> = b%* (Kolman 1961, s. 115).

Aj ked jazyk syntetickej geometrie znamena pokrok oproti jazyku elementdrnej aritmetiky,
prindsa aj isté nevyhody. Jazyk geometrie sa hodi len na rieSenie linedrnych a kvadratickych rovnic.
Rovnice tretieho stupiia znamenaju problém, lebo tretia mocnina neznamej predstavuje objem urcitej
kocky. A rovnice vysSieho, ako tretiecho stupiia, sa jazyku Euklidovskej geometrie tplne vymykaju.

Priestor so svojimi tromi rozmermi predstavuje expresivne medze jazyka geometrie.

1.1.3 Algebra

Ako naznaCuje nazov, algebra pochddza od Arabov. Gréci nepoznali algebraicky sposob
uvazovania. To neznamend, ze by nepoznali matematické ulohy, ktoré dnes povazujeme za
algebraické. Takéto ulohy st zname od nepamiti. Uz v starovekom Babylone dosiahli uéenci
majstrovstvo v rieseni uloh, ktoré st ekvivalentné nasim kvadratickym rovniciam. Babylonski ucenci
vsak boli v zajati poctarskeho umenia a nepresli k symbolickym manipulaciam. Na druhej strane
Gréci pocty vylucili z matematiky a takmer celti matematiku redukovali na geometriu. Tym stratili
kontakt s kalkulativnym spdsobom uvazovania, ako aj s celym svetom formalnych uprav. Euklides to,
¢o dnes povazujeme za Ulohu vedicu na kvadraticki rovnicu a zapisujeme ako X+ bx =C,
povazoval za ulohu Cisto geometricku. Pre neho to bola tloha najst’ tisecku x tak, aby Stvorec nad fiou

a obdiznik, ktorého jedna strana je b, spolu mali obsah C. Euklides uvadza konstrukciu, pomocou
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ktorej mozno useCku X =zostrojit' (Euklides VI., tloha 28). Snaha zalozit’" rieSenie podobnych
problémov na geometrickych konstrukciach ma nevyhodu v tom, Ze veli¢ina X? je plocha §tvorca so
stranou X, veli¢ina x> je objem kocky s hranou x, ale tvorbe mocnin vyssich stupfiov brani priestor.
Grékom geometricky jazyk umoznil zachytit’ len maly fragment sveta algebraickych rovnic, fragment,
ktory bol asi prili§ chudobny na to, aby sa z neho mohla vyviniit’ samostatnd matematicka disciplina.
Ked’ sa pozrieme na algebru u Arabov, zistime, Ze z hl'adiska naro¢nosti neprevySuje uroven
Euklidovych Zakladov. Prave naopak, v porovnani so zlozitym spésobom Euklidovej argumentécie je
arabska algebra omnoho jednoduchsia. To, Zze Gréci neobjavili algebru, teda nebolo sposobené
nedostatkom subtilnosti myslenia. Situacia posobi dojmom, akoby Grékom ¢osi branilo vniknut' do
sveta algebry. Do tohto nového sveta prenikla az arabskd matematika. Samozrejme, Arabi boli v
matematike ziakmi Grékov, od Grékov sa naucili, ¢o je to dokaz, €o st to axiomy, o je to definicia.
Ale ich kulttra bola ina. Jej stredom bol islam, ndbozenstvo, ktoré odmietlo zalozit” transcendenciu na
metafore zraku. Tym zanikd prepojenie poznania so zrakovou odkrytost'ou, ktoré tvorilo jadro grécke;j
epistéme. Grécke slovo tedria pochadza od terminu teoros, ¢o bol povodne vyslanec obce, ktory
dozeral na priebeh nabozenského obradu, ale bez toho, Ze by sa obradu zucastnil. Teéria bolo to, co
videl teoros, teda to ¢o vidime vtedy, ked’ nemame aktivnu ucast’ na diani. Zakladna metafora, ktora
stoji za gréckym teoretickym poznanim, je pohl’ad z odstupu. Aby clovek mohol ziskat vhl'ad do
uréitej problematiky, musi si utvorit odstup, musi sa oslobodit’ od vSetkého, ¢o ho k prislusnej
problematike viaze a ¢o by mohlo narusit’ nestrannost’ jeho pohl'adu. Az z odstupu zahliadne pravdu.
Z toho je zrejmé, ze Gréckemu duchu je algebra, v ktorej ide o manipulacie s formulami,
cudzia. Algebraické manipulacie sa totiz nezakladaji na teoretickom vhlade, ale na kalkulativnom
cite. Nejde o to, uvidiet’ vysledok, ale skor ziskat’ cit pre to, ako k nemu dospiet’, ziskat’ cit pre rozne
upravy a triky, ziskat’ cit pre moznosti, ktoré pontika jazyk. Tieto moznosti vSak nie su aktualizované,
nie su odkryté pohladu. V jazyku algebry je vzdy vyzdvihnuty len jeden vyraz, ten, ktory prave
upravujeme. Samozrejme, pamitame si mnohé vypocty a upravy a na ich pozadi vnimame postup,
ktory prave uskuto¢nujeme. Citime analdgie, podobnosti, vnimame poukazy, ktoré nas vedd cez

htstinu moznych uprav, cez nepreberné mnozstvo moznych substiticii az k vysledku. Ale algebra je
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vzdy v procese, jej Gpravy stale plynt. Ked’ arabska algebra prenikla cez Spanielsko do Eurdpy, zadal
sa dialog zapadného ducha s jemu bytostne cudzim, ale nepopieratel'ne hlbokym duchom algebry.
Tento dialég je vedeny snahou vizualizovat’, snahou dostat’ triky, Gipravy a manipuldcie pred oci,
ziskat’ do nich vhlad. Ako nastroj tejto vizualizdcie sa rodi novy jazyk, symbolicky jazyk algebry.
Tento jazyk sa 1iSi od jazyka elementarnej aritmetiky tym, Ze obsahuje symbol pre neznamu. Mozno
povedat, ze v algebre sa podarilo do symbolického jazyka preniest’ zdkladnu prednost’ geometrie,

schopnost’ vyjadrit’ vS§eobecnost’.

a) logicka sila jazyka — schopnost’ dokazat’ modadlne predikdty

Jazyk algebry prinasa ako zakladnu inovaciu explicitny symbol pre premennd. V jazyku
geometrie bola idea premennej pritomné iba implicitne, v podobe tsedky neuréitej dizky. Na tejto idei
sa zakladala schopnost’ jazyka geometrie dokazat’ v§eobecné tvrdenie. Ked'Ze jazyk algebry ma ideu
premennej pritomnu v explicitnom tvare, aj on je schopny dokazat’ v§eobecné tvrdenia. Dokaze vsak

viac. Zoberme vzorec pre rieSenie kvadratickej rovnice

_ —b++b*-4ac

%2 = 2a

)

Parametre a, b, ¢ davajii tomuto vzorcu vieobecnost’ analogicku tej, ktora dava usecka neuréitej dizky
geometrickym dokazom. Avsak X na l'avej strane znamena, Ze tento vyraz ako celok vyjadruje jediné
individuum, a vzorec predstavuje zdpis postupu na jeho vypocet. Takto sa postup vypoctu stava
vyjadritel'nym v jazyku.

Prevaha jazyka geometrie nad jazykom aritmetiky savisel s tym, Ze jednotlivé kroky
geometrickej konstrukcie sa nestracaji (ako sa stracaju kroky pri vypocte), ale tvoria trvala sucast’
obrazka. Co sa vSak v obrazku straca je postupnost’ krokov. Preto je nutné ku geometrickym
konstrukciam dodavat” komentar v prirodzenom jazyku, nazyvany zdpis konStrukcie, v ktorom sa
zachyti postupnost’ krokov, pomocou ktorej bol obrazok vytvoreny. Zapisy konstrukcie, ktorymi
profesori trapia stredoSkolakov, teda nepredstavujii ani tak rozmar pedagdgov, ako st skor dosledkom
nedokonalosti jazyka geometrie. Zapis konstrukcie je komentar v prirodzenom jazyku, ¢o znamena, ze
sa odohrava mimo jazyka geometrie. A prave postupnost’ krokov je v algebre zabudovana do jazyka.
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K algebraickej formule netreba dodavat’ Ziaden ,,zapis vypocltu“ analogicky zapisu geometrickej
konstrukcie. Nie je to potrebné, lebo vzorec postupnost’ krokov vypoétu priamo vyjadruje.”

Tato okolnost’ umoziuje v algebre dokazat’ modalne predikdty, ako napriklad nerieSitel'nost’.
Neriesitel'nost’, napriklad neriesitelnost’ rovnice piateho stupna, ktoru dokazali Paolo Ruffini, Niels
Henrik Abel a Evariste Galois zaciatkom 19. storoCia, je jemnej$ia vec ako neexistencia rieSenia,
o ktorej sme hovorili v suvislosti s logickymi medzami jazyka aritmetiky. Vieme, ze kazda rovnica
piateho stupfia ma prave pét rieSeni. V tom nie je problém. Problém je v tom, Ze tieto rieSenia nie je
mozné najst’ prostriedkami algebry. Teda v pripade neriesiteInosti vS§eobecnej rovnice piateho stupna,
rieSenia existuju ako objekty, ale jazyk algebry nie je schopny tieto rieSenia explicitne najst. Na
rozdiel od jazyka aritmetiky, jazyk algebry si je tohto svojho nedostatku plne vedomy, vie ho
aj dokazat. A vtom je jeho prevaha v porovnani s jazykmi aritmetiky alebo syntetickej geometrie.
Preto prave dokazy nerieSitel'nosti povazujem za najlepsiu ilustraciu logickej sily jazyka algebry.

V jazyku geometrie nemame prostriedky, ktoré by umoznili vyjadrit, ze nejaka tloha je
nerieSitel'na. V jazyku geometrie sa nerieSitelnost’ da iba ukazat. NerieSiteI'nost’ je pre geometriu
predikat, ktory sa da vyjadrit’ iba v prirodzenom jazyku. Jazyk algebry, na rozdiel od geometrie,
umoznuje vyjadrit' nerieSitelnost. Tym, Ze postup (rieSenia) je vyjadreny vo formule, je otazka
rieSitel'nosti z pohl'adu algebry vlastne otazkou vyjadritel'nosti uritej veli¢iny v pozadovanom tvare.
Dokazy neriesitel'nosti maji potom spravidla tvar argumentacie, ze dany prvok nie je mozné vyjadrit’
v pozadovanom tvare. Takuto stavbu mal Gaussov ddkaz nemoznosti konstrukcie pravidelného 17-

uholnika, ako aj Galoisov dokaz nerie§iteI'nosti rovnice piateho stupiia.

b) expresivna sila jazyka — schopnost’ vyjadrit’ mocniny Pubovol’ného stupiia

Oproti geometrickému jazyku, ktory ma neznamu v tvare tsedky neurditej dizky, druht
mocninu neznamej v podobe §tvorca s neurcitou stranou a tretiu mocninu v podobe kocky s neurcitou
hranou, jazyk algebry umoznuje slobodne tvorit mocniny vysSich radov. Terminoldgia, pomocou
ktorej matematici 15. storoCia tieto nové mocniny vytvarali, bola eSte poznacena geometrickymi
analogiami, ked’ napriklad tretiu mocninu neznamej nazyvali cubus a oznacovali ju pismenom ¢. Ni¢

im v8ak nebrani Cisto formalne pokra¢ovat’ d’alej aj za tretiu mocninu, za ktort uz Euklida nepustil
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priestor. Nezndmu nazyvali res a oznafovali pismenom r, jej druhti mocninu nazyvali zensus a
oznacovali z. Pre $tvrtd mocninu pisali zz (zensus de zenso), pre piatu rzz, pre $iestu zzz a tak d’ale;j.
Takto jazyk algebry umoziiuje prekrocit’ medze, ktoré geometrii uklad4 priestor a slobodne tvorit
mocniny 'ubovolného stupiia. Tieto vyrazy sice nevieme nazorne interpretovat, nevieme, o si mame
pod sedemnéstou mocninou neznamej predstavit, ale to nie je podstatné. Jazyk algebry obsahuje
formalne pravidla, ktoré umoziuju s tymito vyrazmi narabat’ s rovnakou istotou, s akou Euklides
narabal s prvou ¢i druhou mocninou nezname;.

Vd'aka tymto inovaciam sa podarilo najst’ rieSenie rovnice treticho stupna. Je to prvy vysledok
europskej matematiky, ktory prekracuje antické dedicstvo. Publikovany bol roku 1545 v knihe Ars

Magna Sive de Regulis Algebraicis talianskeho matematika Girolama Cardana. Cardanov vzorec pre

.3 ., .. . ,
rovnicu x = bx + ¢, zapisany v dnes$nej symbolike ma tvar

(2)

Cardano nikdy takyto vzorec nenapisal. (Podrobnosti objavu rieSenia rovnice treticho stupia, ako aj
povodnu Cardanovu formulaciu tohto vysledku uvaddzame v kapitole 2.1.B.2). Na takéto formuly bolo
treba Cakat’ zhruba storoCie, po Descarta. Tak ¢i onak, tento vysledok dal algebraikom sebavedomie,
vd’aka ktorému sa postupne emancipovali spod podrucia geometrie. Algebraicka symbolika umoziuje

riesit’ problémy, ktoré v ramci geometrického jazyka nie je mozné poriadne ani len sformulovat’.

¢) explanatoricka sila jazyka — schopnost’ pochopit’, preco je trisekcia uhla nerieSitel’na

Jazyk algebry umoziiuje pochopit, preCo s tri geometrické problémy — trisekcia uhla,
duplicita kocky a konstrukcia pravidelného sedemuholnika nerieSiteI'né prostriedkami euklidovskej
geometrie. V ramci geometrie je nepochopitelné, preco tak prirodzene formulované tilohy sa napriek
intenzivnemu usiliu nedari vyriesit'. Jazyk algebry to umoziiuje pochopit’, lebo dokéaze charakterizovat’
ulohy, ktoré su riesiteI'né pomocou euklidovskych konstrukeii. Su to ulohy, v ktorych sa vyskytuji iba
také usecky, ktorych dizky st bud’ racionalne &isla, alebo ich mozno z racionalnych &isel dostat’

kone¢nou postupnostou operécii druhej odmocniny. Na dokaz skuto¢nosti, Ze uvedené tri ulohy su

28



prostriedkami euklidovskej geometrie nerieSitelné potom staci ukazat’, ze pri ich rieSeni nevyhnutne
potrebujeme tisecky, ktorych dizky nemajii uvedeny tvar. (Pozri Courant a Robins 1941, s. 120-140
alebo Stewart 1989, s. 50-60). V jazyku geometrie neriesitelnost’ nie je mozné ani len vyjadrit, a nie
to eSte dokazat’. Jazyk algebry umoziiuje pochopit’ pri¢inu neriesitelnosti spomenutych uloh. Ide o to,
ze kruzidlo a pravitko su prostriedky, ktoré nam neumozituji vytvorit’ iné tsecky nez také, ktoré
mozno vyjadrit pomocou druhych odmocnin. Naproti tomu prislusné tlohy st svojou povahou
kubické a vyzaduju usecky, ktorych dizky st tretimi odmocninami racionalnych &isel. Jazyk algebry

ma teda explanatorickd prevahu nad jazykom geometrie.

d) integrativna sila jazyka — schopnost’ vytvorit’ univerzdlne analytické metody

Euklidovska geometria predstavuje zbierku nesuvisiacich konstrukénych trikov. Kazda uloha
sa rieSi inak. Niektoré¢ ulohy vyzaduju domyselné pomocné konstrukcie, ktoré tak davaji Siroky
priestor pre predvadzanie duchaplnosti. Ich zapamaétanie je vSak zbytocné, lebo d’alSia uloha vyzaduje
uplne iny trik. Preto sice inym spdsobom, ako egyptské pocty, ale aj geometria je ndro¢na na pamét’.
Netreba sa sice memorovat’ postupy typu ,,spésob vypoctu pyramidy nemajucej vrchol®, ako poctar.
Staci si zapamiétat’ triky rdznych konstrukcii. Ale aj tychto trikov je vela. Algebra umoziuje zéplavu
konstrukénych trikov radikalne zmensit' a jednotlivé izolované postupy zjednotit’ do univerzdlnych
metod. Je toho schopnéa vd’aka myslienke, pochadzajucej od Francoisa Viéta.

V knihe In Artem Analyticam Isagoge (Viéte 1591) Viéte zavadza na oznacenie veli¢in dva
druhy premennych: jeden druh pre nezname, druhy pre parametre tilohy. P6vodna Viétova konvencia
(pouzivat’ na oznacCenie neznamych vel'ké samohlasky A, E, I, O, U a na oznacenie parametrov vel'ké
spoluhlasky B, C, D, F, G) sa neujala a dnes pouzivame Descartovu konvenciu, ktora pre nezname
pouziva malé pismena z konca abecedy (X, Y, z, V, W) a pre parametre malé pismena zo zaCiatku
abecedy (a, b, c, d, e). Napriek tomu, Ze sa nezachovala konkrétna podoba Viétovej symboliky, jeho
idea zaviest' dva typy premennych bola myslienkou prvoradého vyznamu. Az vdaka nej sme totiz
schopni vyjadrit' uréity matematicky problém vo vSeobecnom tvare (ked namiesto konkrétnych
hodnét parametrov zo zadania zapiSeme aj parametre pomocou premennych) a potom pomocou

algebraickych uprav vieme najst’ jeho vSeobecné rieSenie v tvare vzorca. Prikladmi takychto
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vSeobecnych vzorcov boli vztahy (1) a (2) vyjadrujice rieSenie rovnic druhého respektive treticho
stupiia. Ked dostaneme za ulohu vyrieSit nejaki konkrétnu rovnicu, nemusime cely postup
zopakovat,, ale stac¢i dosadit’ do vzorca konkrétne hodnoty parametrov. Vzorec tak vyjadruje v tvare
jedinej formuly nekonec¢ny pocet konkrétnych postupov. Vdaka Viétovmu vynalezu tak algebra
ziskava roku 1591 jednotu metdd, aka bola v syntetickej geometrii nemyslitelna.

Viéte si bol plne vedomy vyznamu svojho objavu. Svoju metédu nazval analytickym umenim.
Takto sa v algebre zrodila metoda, ktora sa odvtedy stala modelom pre mnohé d’alSie matematické
discipliny a tiez zakladnym nastrojom pre opis prirody. Prirodné zakony dnes zapisujeme v tvare
analytickych vyrazov, ku ktorym dospievame v procese formalneho odvodzovania z podmienok
problému. Analytickd metoda presla postupne z algebry cez geometriu (Descartes 1637), matematick
analyzu nekone¢ne malych (Euler 1748), mechaniku (Lagrange 1788), te6riu vedenia tepla (Fourier
1822) az do logiky (Boole 1847). Univerzalna metdda na rieSenie problémov predstavovala prednost’
algebry pred geometriou. Euklidovska geometria ziadne univerzalne metédy nepoznala, bola zbierkou

konstrukénych trikov, z ktorych kazdy sa hodil len na uzku paletu pribuznych problémov.

e) logické medze jazyka — casus irreducibilis
. . . . . 9 . . 3 , ey .
V suvislosti s rovnicami treticho stupna sa objavil paradox. Rovnica X = 7x + 6 ma rieSenie
X =3 (a d’alsie dve rieSenia X = —1 a X = -2, ktoré sa v Cardanovej dobe nepovazovali za rieSenia) ale

ked’ jej koeficienty b = 7 a ¢ = 6 dosadime do vzt'ahu (2), dostaneme ¢osi nepochopitel'né, ked’ pod

znakom druhej odmocniny dostdvame zaporné Cislo:

\/3 /_@+3J3_ [[100
27 27

Cardano nazval tento pripad casus irreducibilis, neriesitelny pripad. Pripomina nestmeratelnost

strany a uhlopriecky §tvorca. V oboch pripadoch méme do Cinenia s narazenim na hranice jazyka.
Jazyk je konfrontovany so situaciou, pri opise ktorej zlyhdva. V pripade nestimeratelnosti sa
dostavame do paradoxov, v pripade casus irreducibilis vznikaji vyrazy, ktor¢, striktne vzaté, nemaja

zmysel. A terapia je v oboch pripadoch rovnaka — spociva v rozsireni zédkladnej bazy individui, v
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roz§ireni ¢iselného univerza. Ked” pojem ¢isla rozsirime tak, aby zahfnal aj iracionalne ¢isla, t.j. ked
prejdeme k redlnym cislam ako zdkladnému oboru veli¢in, nesimeratel'nost’ prestane sposobovat’
problémy. Podobne, ked’ medzi individud zaradime aj imaginarne Ccisla, t.j. Ciselné univerzum
rozsirime o komplexné ¢isla, zdporné Cislo pod odmocninou prestane byt problémom. Pre Cardana,
ktory tento paradox objavil, bol v§ak casus irreducibilis zahadny jav, a bolo treba ¢akat’ temer dvesto
rokov, kym boli komplexné ¢isla dostatocne pochopené, aby druhé odmocniny so zapornych cisel
prestali posobit’ paradoxne. Pritom je dolezité si uvedomit, ze komplexné cisla si matematici
nevymysleli. Zrodili sa proti ich voli. Cardano by bol spokojnejsi, keby Ziaden casus irreducibilis
neexistoval. Preto Cardanov objav casus irreducibilis je peknou ilustraciou ,,zakona“ sformulovaného
Michaelom Crowom: ,,Nové matematické pojmy sa Casto rodia nie na podnet ale proti snaham, a Casto

vel'mi intenzivnym snahdm, matematikov ktori ich vytvoria“ (Crowe 1975, s. 16).

) expresivne medze jazyka — transcendentné Cisla

Napriek tspechom ako bol dokaz neriesitel'nosti trisekcie uhla ¢i duplicity kocky, posledny z
trojice antickych problémov, problém kvadratiry kruhu, odolaval metédam algebry. Postupne sa
zrodilo presvedcenie, ze tento problém je sice neriesSiteny rovnako ako dva ostatné, ale na rozdiel od
nich, pricina jeho nerieSite'nosti nema algebraicku povahu. Toto podozrenie naslo exaktné vyjadrenie

v odliseni algebraickych a transcendentnych cisel. Algebraické cisla su Cisla, ktoré su korenom
polynomu s celoc¢iselnymi koeficientmi (napriklad ¢islo 32 je koreftom polynému x° -2, alebo
imaginarna jednotka i je korefiom polyndmu X* + 1). Transcendentné &isla st &isla, ktoré nie st
koretiom ziadneho polyndému, teda ¢isla ktoré nemozno zadat’ Ziadnou algebraickou rovnicou. Su to
¢isla, ktoré sa jazyku algebry vymykaja, transcenduju ho. Prvy priklad transcendentného ¢isla podal
Joseph Liuville roku 1851. Je to Cislo

1=)"10"= 10"+ 10" +10* + 10" + 10® + 10® + 107 + ... =

n=1
=101+ 102+ 10°+ 10+ 10 + 107+ 10°0 + | =
=0,110001 ... (17 nal) ... I ... (96 nal) ... 1 ... (600 nal) ... 100 ...

V desatinnom rozvoji tohto &isla st jednotky na n!-tych miestach®, a inak su tam samé nuly. Teda
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jednotka je na prvom, druhom, Siestom, dvadsiatom Stvrtom, ... desatinnom mieste. Napriek tomu, Ze
toto ¢islo je pomerne jednoducho definované, da sa dokazat, ze nie je korefiom ziadnej algebraicke;j
rovnice. Prave to je zmyslom pojmu transcendentny. (Ddkaz transcendentnosti Liovillovho ¢isla je v
Courant a Robbins 1941, s. 104-107. Liouvillove &islo | ukazuje expresivne medze jazyka algebry.
Roku 1873 Charles Hermite dokazal transcendentnost’ Cisla e (zékladu prirodzenych logaritmov), a
roku 1882 Ferdinand Lindemann dokazal transcendentnost’ Cisla w (koeficient vo vzt'ahu pre obsah
kruhu). Uvedené ¢isla predstavuju veli¢iny, o ktorych v jazyku algebry nemozno ni¢ povedat, ¢isla

ktoré nespliiajui Ziaden algebraicky vzt'ah.

1.1.4 Analyticka geometria

Analyticka geometria vznikla zo spojenia niekolkych myslienok ¢i myslienkovych tradicii,
ktoré izolovane od seba existovali mnoho storo¢i. Prvou z nich bola idea siradnic. V geografii sa
stradnice pouzivali od staroveku. Vrchol antickej geografie predstavuje Ptolemaiov spis Uvod do
geografie (Gedgrafiké Hyfégésis) napisany okolo roku 150 n. 1.. Mozno v iiom najst’ zemepisnu Sirku
a dizku pre 8 000 miest, z ktorych viaceré lezia v Indii a Cine. Intenzivny rozvoj kartografie nastava
zaCiatkom 15. storoCia, kedy sa vdaka rozvoju moreplavby neustale spresiuju mapy. Prave vtedy
objavil Giacomo d’Angli v byzantskom knihkupectve grécky rukopis Ptolemaiovej Geografie, ktory
prelozil do latin¢iny. Tlacou vysiel az roku 1477 v Bologni spolu s mapami, ktoré boli nakreslené
talianskymi kartografmi. Ptolemaiova metdda, zaloZzena na pouZzivani siradnej siete sa tak rozsirila v
Europe. Z hl'adiska geometrie je fascinujuca skuto¢nost, Ze kartografi na zaklade udajov ziskanych od
moreplavcov dokazali dat’ jednotlivym kontinentom presné obrysy. Dnes kazdy pozna tvar afrického
kontinentu, ale iba malokto si uvedomuje, Ze pred letmi do kozmu vlastne Afriku nik nemohol priamo
vidiet. Teda tvar afrického kontinentu bol novym druhom tvaru. Bol to tvar vytvoreny vynaSanim
suradnic bodov pobrezia do stradnej siete. Podobne ako kartografi aj analytickd geometria vytvara
tvary, aké predtym nik nevidel. Miesto moreplavcov si v§ak berie na pomoc algebru.

Takto sa dostdvame k druhej tradicii, ktora stala pri zrode analytickej geometrie, k algebre.

Algebra priniesla prelomenie zovretia trojrozmerného priestoru, do ktorého je ¢lovek svojim telom
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vnoreny. Al-Chwarizmi, ked’ zavadzal terminy pre mocniny neznamej (Sai, mdl a kdb) vychadzal z
geometrickej predstavy, a tretej mocnine neznamej dal meno kab, o v arabstine znamena kocka. Ale
na rozdiel od Grékov, ktori sa pri tretej mocnine zastavili, arabsky matematik Siel d’alej a napisal pre
d’al§ie mocniny mend mal-mal, kab-mal, mal-mal-mal na oznacenie Stvrtej, piatej a Siestej mocniny.
Na rozdiel od prvych troch mocnin neznamej, pre ktoré mame geometricka interpretaciu, pre Stvrta a
vys$§ie mocniny neznamej neexistuje nazorna predstava. Ale to mu nebranilo v tom, aby pre ne
zaviedol algebraické operacie. Al-Chwarizmiho prace boli v polovici 12. storoCia prelozené do
latin€iny (1126 Abelardom z Bathu a 1145 Robertom z Chesteru) a na pdde zapadnej matematiky tym
zacina vyvin algebraickej symboliky (ktory prebichal paralelne a nezavisle od rozvoja kartografie), a
ktorého vysledkom bola nakoniec symbolika, ktorts pouzivame podnes.

Tretia myslienka, ktord umoznila prepojit’ obe spominané tradicie, bola nova geometricka
interpretacia algebraickych operacii. Tato idea ma konkrétneho tvorcu v 0sobe René Descarta. Od ¢ias
Euklida bol sugin x.y dvoch veli¢in (znazornenych useckami) chapany ako obsah obdiznika so
stranami X a y, teda ako veli¢ina iného druhu nez boli pévodné veli¢iny. Je zaujimavé, Ze vo svojich
Regulae ad directionem ingenii (napisanej medzi 1619-1628) Descartes este interpretuje sucin dvoch
useciek ako obsah (Regula XVIII). Ale pri definicii sa¢inu troch tseéiek a.b.c pise, Ze ,je vhodné
chapat a.b ako usecku®. Teda myslienka interpretovat’ vysledok sucinu tseciek opit’ ako usecku je uz
v spise pritomna, avsak jej vyznam este nie je plne pochopeny. Descartes ju uvadza iba mimochodom,
ako trik, ktory umozni séin a.b.c pochopit’ ako obdiznik (s jednou stranou a.b a druhou stranou c) a
nie ako hranol (so stranami a, b a c¢). Tak su¢in vedie este stale k veli¢ine vysSej dimenzie, a
spomenuty trik sa pouZziva iba na to, aby touto vy$Sou dimenziou nebol objem ale iba obsah. Ked’ roku
1637 vydava Geometriu, ako dodatok Kk spisu Rozprave o metdde, je uz vyznam novej interpretacie
sucinu useciek plne rozpoznany. Sucinom dvoch (a aj 'ubovolné¢ho vysSieho poctu) tseciek je opat
isecka, a a.b je dizka tejto Gse¢ky. Teda suin a rovnako ani podiel useéiek nevedie ku zmenam
dimenzie. Descartes tak vytvoril stibor veli¢in ktory je uzavrety voci Styrom zédkladnym aritmetickym
operaciam, a tak s trochou anachronizmu mozno povedat’, Ze vytvoril prvé algebraické pole. Podarilo

sa mu prekonat’ bariéru rozmernosti, ktora obmedzovala dovtedajsiu geometriu. Od antiky az po Viéta
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bolo nasobenie dvoch useciek interpretované ako plocha a nasobenie troch usecick ako objem. Ale
neexistovala interpretacia sac¢inu Styroch a viac Gseciek. Descartovym rozhodujucim krokom bolo, ze
sudin usediek dizky a a b neinterpretuje ako plochu obdiZnika so stranami a a b, ale ako #secku dizky
ab. Uskuto¢nil tym desubstancionalizaciu operacie nasobenia. Sucin dvoch veli¢in, ktory este aj u
Viéta (a dodnes vo fyzike) vytvaral veli¢inu vyssieho radu, u Descarta straca svoju substancionalnu
interpretaciu. Sucin je Cislo, ni¢ viac. Vdaka desubstancionalizacii algebraickych operacii mozno
definovat’ sucin 'ubovol'ného poctu tseciek a tak preniest’ do ikonického jazyka geometrie zakladni
expresivnu prednost’ symbolického jazyka algebry — schopnost’ tvorit’ mocniny l'ubovolného radu.

Zo spojenia uvedenych troch myslienok sa zrodila analyticka geometria, ikonicky jazyk, ktory
sa zakladd na Uplne novom sposobe generovania geometrickych objektov. Ako vychodisko berie
mnohoélen, teda algebraicky vyraz, napriklad x° — 4x*> + 3x + 2. Z pohladu algebry je to &isto
symbolicky objekt, ktory nema ku geometrii ziaden vzt'ah. V druhom kroku na mnoho¢len aplikujeme
Descartovu geometricku interpretaciu algebraickych operdcii. Pre X = 1 bude hodnotou mnohoclena
usecka dlha 1 — 4 + 3 + 2, teda 2 jednotky, pre x = 2 dostaneme usecku dlhu 32 — 32 + 6 + 2, teda 8,
atd. V tretom kroku dvojice hodnoét X a y, ktoré takto dostdvame, vynesieme do suradnicovej siete.
Ked’ vynesieme dostato¢né¢ mnozstvo bodov, pred nasimi oCami sa objavi Cosi uplne nové, krivka aki
pred rokom 1637 nik nevidel. Podobne ako pred ofami kartografov sa postupne vynaral tvar
jednotlivych kontinentov, pred matematikmi sa za¢alo vynarat’ uplne nové univerzum kriviek.

Algebraici zaviedli polynom ako formalny vyraz bez akejkol'vek geometrickej interpretacie.
Aby mohli prekro€it’ medze, ktorymi euklidovska geometriu obmedzoval priestor, zriekli sa moznosti
nazorne si ¢okol'vek za svojimi symbolmi predstavovat’. Descartes kazdému polynomu priradil tvar.
Pomocou novej interpretacie algebraickych operacii a pomocou suradnej sustavy kazdému polynomu
priradil krivku. Priradenie kriviek polyndmom pripomina pytagorejsku vizualizdciu poctu, ktora
pomocou psefoforie priradila aritmetickym vlastnostiam tvar (napriklad parnosti priradila dvojrad).
Podobne ako Pytagorejci vizualizovali aritmetiku, Descartes vizualizoval algebru. V oboch pripadoch
ide 0 vytvorenie nového ikonického jazyka, ktory umozinuje integrovat zakladné prvky pdvodného

symbolického jazyka. Descartova metoda generovania kriviek pomocou algebraickych formul bola
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zovSeobecnena a pouziva sa aj na vizualizovanie funkcii zadanych pomocou nekonecnych radov,

integralov alebo diferencialnych rovnic.

a) logicka sila jazyka — dokaz zdkladnej vety algebry

Carl Friedrich Gauss vo svojej doktorskej dizertacii Demonstratio nova Theorematis omnem
Functionem algebraicam rationalem integram unis Variabilis in Factores reales primi et secundi
Gradus resolvi posse z roku 1799 pouzil pri dokaze zakladnej vety algebry rovinu na reprezentaciu
komplexnych ¢isel. Zakladna veta algebry tvrdi, Ze pre kazdy polyném f(x) existuje bod o taky, ze
f(a) = 0. Cislo nula na pravej strane je len z historickych dévodov. V algebre je zvykom upravit
polynom tak, ze sa vSetky ¢leny presunu na I'avu stranu a na pravej strane ostane nula. Je zaujimavé si
uvedomit’, Zze zakladna veta algebry vlastne hovori, Ze polynom zadava surjektivne zobrazenie. Teda
tato veta nie je Cisto algebraickym tvrdenim. Je to skor geometrické tvrdenie 0 tom, Ze polynomické
funkcie su surjektivne zobrazenia. Algebra slizi na vymedzenie polynomickych funkcii, ale vlastnost,
ktora sa o tychto funkciach v zakladnej vete algebry tvrdi, je geometricka.

Gauss podal Styri dokazy zékladnej vety algebry. Prvy z nich vo svojej doktorskej dizertacii.
Tento dokaz bol analyticky, zakladal sa na vlastnostiach komplexnych funkcii. O 16 rokov neskor
podal d’alsi dokaz, ktory sa neopieral o geometriu komplexnej roviny, ale bol vedeny algebraickymi
prostriedkami, pomocou tedrie symetrickych polynomov. Tento dokaz je podstatne dlhsi a narocnejsi.
Elementarny dokaz zakladnej vety algebry mozno najst v (Courant a Robbins 1941, s. 269-271).
Zakladna veta algebry je existencné tvrdenie, ktoré mozno povazovat’ za vzor celého radu podobnych
tvrdeni pre diferencidlne rovnice, integralne rovnice ako aj pre tlohy variaéného poétu. Co je pri
takychto tvrdeniach rozhodujlce je na jednej strane existencia ur¢itého formalizmu, prostriedkami
ktorého sa opisuje objekt, ktorého existencia sa ma dokazat’. Druhou doélezitou sucastou existencnych
dokazov je urcity priestor, v ramci ktorého sa ukaze existencia prislusného objektu. Dany priestor ma
spravidla vlastnost’ ur¢itej Gplnosti, uzavretosti, spojitosti alebo kompaktnosti.

Zda sa, ze analytickd geometria bola prvou tedriou, ktora obsahovala obe zlozky uspesného

existencného dokazu. Jednak to bol algebraicky formalizmus, v rdmci ktorého bolo mozné formulovat’
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algebraické rovnice, a potom priamka alebo rovina, teda geometrické kontinuum, ktorého body boli
spojené s algebraickym formalizmom prostrednictvom suradnicovej stistavy. Po tom, ako v 19. storoci
doslo k aritmetizécii analyzy, geometrické existencné dokazy uz nie st povazované za dostatocne
striktné. Napriek tomu sa zda, ze jazyk analytickej geometrie bol prvym jazykom, ktory vobec

umoznoval dokazat’ nieco takého ako existencné tvrdenie pre Siroku triedu tloh.

b) expresivna sila jazyka — schopnost’ vyjadrit’ krivky Pubovol’ného stupiia

Analytickd geometria priniesla novy spdsob vytvarania geometrického utvaru. Utvar je
konstruovany bod po bode pomocou suradnic uréenych pomocou algebraického vzt'ahu. To je nieco
zasadne iné ako u Euklida. Euklides vytvaral utvar z useciek a oblikov kruznic. Euklidovska
konstrukcia je konStrukciou pomocou kruzidla a pravitka. Teda Euklides ma akési ,,mechanické*
formy, ktoré umiestituje na papier. Naproti tomu Descartes rozbil kazdy utvar na body a vynasa ho
bod po bode: ,,4k budeme brat postupne nekonecny pocet réznych hodnot pre usecku y, dostavame
nekonecny pocet hodnot pre tisecku x, a preto nekonecny pocet bodov takych ako C, pomocou ktorych
Mozno nakreslit pozadovanu krivku (Descartes 1637, s. 319). Descartovi sa takto odkryl omnoho
bohatsi svet geometrickych tvarov, nez ako bol svet Euklidov.

Ked’ sa pozrieme z hladiska analytickej geometrie na geometriu synteticku, mozno povedat,
Ze az na zopar vynimiek (ako Hippiasova kvadratrix, Archimédova spirdla, Nikomédova konchoida
alebo Dioklova cissoida (Heath 1921, s. 226, 230, 238 a 264)) sa cela synteticka geometria to¢i okolo
kvadratickych kriviek (kriviek, ktorych rovnice su dané polynémom druhého stupiia). To ukazuje, ze
svet analytickej geometrie je bohatsi, obsahuje neporovnatel'ne vac¢sie mnozstvo objektov, ako svet
euklidovsky. Kazdy vyznamnej$i matematik 17. storoCia priSiel s prikladom nejakej novej krivky.
Sta¢i spomenut’ Descartov list, Bernoulliho lemniskdru, Pascalovu ulitu alebo tiez kardiodu, astroidu
¢i strofoidu. Analyticka geometria vlastne naplno vyuziva bohatstvo, ktoré ponuka algebra. Staci vziat
polyném, vhodne zvolit’ koeficienty a pred nasimi o¢ami sa odkryva tvar, aky Euklides urcite nevidel.

Pri vyklade algebry sme spomenuli, ze hlavna prednost’” formuly oproti obrazku synteticke;j
geometrie je, ze formula je schopna vyjadrit’ poradie jednotlivych krokov vypoctu. To sa plne vyuziva

pri konstrukcii krivky. Jednotlivé body krivky sa vynasaju tak, ze sa vypocita hodnota polynému pre
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prislu$ni hodnotu argumentu. Tu sa formula pouZiva rovnakym spdsobom ako v algebre: ako vzt'ah
medzi konkrétnymi veli¢inami. AvSak pre skonstruovanie krivky potrebujeme ist’ d’alej, za hranice
algebry a vyniest’ jej body vedl'a seba. Potrebujeme uskuto¢nit’ nekoneény pocet konstrukceii (ako pise
Descartes). A v priebehu tohto nekoneéného procesu vynasania bodov sa vynori tvar. Ziaden z
jednotlivych bodov tvar nezadava. Az ked’ su vSetky body vynesené, vynara sa tvar krivky. Tvar
krivky tak vyjadruje nie vzf’ah medzi hodnotami premennej x ay (na tomto vztahu bola zalozena
logicka sila jazyka algebry); tvar krivky odkryva vzajomnu zdvislost’ premennych X a y. Descartes este
nemal pojem funkcie, ten prinesie az Leibniz pri budovani jazyka diferencialneho a integralneho
poctu. Ale pojem vzdjomnej zavislosti premennych je rozhodujucim krokom smerom k pojmu
funkcie. Pripomina pojem usedky neuréitej dizky. Podobne ako bola usetka neurditej dizky
predchodcom pojmu neznamej, je aj pojem zavislosti premennych predchodcom pojmu funkcie.
Zavislost premennych este nie je funkcia, podobne ako useka neuréitej dizky nie je nezndma. V
oboch pripadoch st to prvky ikonického a nie symbolického jazyka. Ale zacina sa Crtat’ uloha

geometrickych medzistupiiov pri formovani pojmov ako nezndma ¢i funkcia.

c) explanatorickd sila jazyka — schopnost’ pochopit’ casus ireducibilis

Analyticka geometria umoziuje pochopit, preco algebraické vzorce v niektorych pripadoch
zlyhavaju. Myslienka pochadza od Newtona. Ked si uvedomime, Ze rieSit’ algebraicku rovnicu
znamena hladat’ prieseéniky krivky, zodpovedajicej prislusnému polynéomu, s osou X, tak, keby
vzorce fungovali univerzalne, t.j. mali by pri vSetkych hodnotach koeficientov rieSenie, znamenalo by
to, ze vSetky krivky musia pretat’ os X. To je zrejme nezmysel, nie je tazké nakreslit’ polyném, ktory
0s X nepretina. Preto musi existovat moznost’, kedy vzorce zlyhaju a tdto moznost’ zodpoveda situdcii
neexistencie prieseCnika. Nie je tazké nahliadnut, Ze je to vtedy, ked’ sa pod odmocninou zjavia

zaporné &isla. Napriklad vzorec pre riesenie kvadratickej rovnice ax* + bx + ¢ =0

_ —b++/b*—4ac

X =
L2 2a

prestava fungovat’ (v obore realnych ¢&isel), ked’ je &islo b? — 4ac zaporné. A to nastava prave vtedy,
ked’ parabola, dana rovnicou y = ax* + bx + ¢, nepretne 0s X.
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Zlyhanie algebraickych vzorcov nie je teda prejavom neSikovnosti algebraika. Prave naopak,
ked’ze algebraické rovnice vyjadruju priebeh urcitych kriviek, tak vzorce na ich rieSenie musia v
ur¢itych situaciach zlyhat, aby dopriali krivkam potrebnu slobodu. Zlyhanie vzorcov, ktoré z hl'adiska
algebry mohlo posobit’ ako nedostatok, nie je nedostatkom. Nie je to ani nejaky vynimocny jav, ale
ide o systematicky rys vacSiny algebraickych formul. Takze jazyk analytickej geometrie umoziluje
pochopit’ zlyhanie jazyka algebry, ktoré bolo z algebraického hladiska zdhadou.” Mame tu do ¢inenia
s nie¢im podobnym, ako ked’ syntetickd geometria umoznila vysvetlit nerieSitelnost’ niektorych
aritmetickych uloh. V oboch pripadoch geometricky jazyk odhalil netusené bohatstvo moznych
situdcii a v ich ramci vy¢lenil tie, ktoré boli zodpovedné za zlyhanie symbolického jazyka. Preto tieto
vysvetlenia nie su prejavom duchaplnosti konkrétnych matematikov. Skér odhal'ujii explanatoricki
silu prisluSnych ikonickych jazykov. Kto, kedy a za akych okolnosti objavil explanatoricka silu
urcitého jazyka, je historicka otazka. AvSak samotnad explanatoricka sila jazyka je epistemologicky

fakt, ktory si vyzaduje skor filozofickll nez historickl analyzu.

d) integrativna sila jazyka — Zjednotenie geometrickych tiloh

Descartova Geometria je rozdelena do troch knih. Prva ma nazov ,,Problémy, ktorych
konstrukcia vyZaduje iba rovné ciary a kruznice* a otvara sa tvrdenim: ,,Kazdy problém geometrie
mozno lahko redukovat na tvar, v ktorom znalost diZok urcitych iiseciek postacuje pre jeho
konstrukciu®. Descartes ukazuje, Ze problémy, ktoré mozno skonstruovat’ pomocou kruzidla a pravitka
st ekvivalentné konstrukcii koretiov rovnic druhého stupnia. Jadrom tejto casti Geometrie je
vSeobecna stratégiu na rieSenie vSetkych geometrickych problémov. Mozno ju rozdelit’ na tri kroky:
pomenovanie, vypisanie rovnic a konStrukcia. Prvy krok spo€iva v tom, Ze predpokladame, ze
problém uZz bol vyrieSeny a dame mena vSetkym useckam, ktoré st potrebné pri jeho rieSeni. V
druhom kroku, ignorujic rozdiel medzi zndmymi a nezndmymi useckami, ndjdeme vztahy medzi ich
dizkami, a zapiSeme ich pomocou rovnic. Treti krok spo&iva v geometrickej konstrukcii korefiov
rovnice. Descartes uzatvara tuto cast’ tvrdenim, Ze vSetky problémy klasickej geometrie mozno
vyrie$it uvedenou metodou, ktora tak vlastne znamena smrt konStrukénej geometrie. Analyticka

geometria umoziuje preniest’ univerzalne metédy z algebry do geometrie. Aby sme si ilustrovali
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prevahu analytickych metéd nad konstrukénymi, uvedieme ulohu zostrojit’ pravidelny pat'uholnik.

»Zaénime s pravidelnym desatuholnikom. Predpokladajme, Ze mame pravidelny
desat-uholnik vpisany do jednotkového kruhu a ozna¢me dizku jeho strany x. Ked’ze
uhol ASB je 360, a zvy$né dva uhly su rovnako velké, st oba rovné 72°. Preto
prerusovana Ciara, ktora rozpoluje uhol SAB rozdeli trojuholnik na dva
rovnoramenné trojuholniky (plynie to z velkosti uhlov). Preto preruSovana ciara
rozdeli polomer kruznice na dve usecky dlhé x a 1 — x. Z podobnosti trojuholnika
SAB s mensim z dvoch trojuholnikov vieme, ze 1/x = x/(1 — X), teda X* + x — 1 = 0.

Kladné riesenie tejto rovnice je X = (\/g —1)/ 2.“ (Courant a Robbins 1941, s. 122)

x

Tuto usecku vieme l'ahko zostrojit’. J5 je uhlopriecka obdiznika so stranami 2 a 1. Odéitame od nej
tise¢ku dizky 1 a vyslednu Gsedku rozpolime. Ked' takto ziskanu dizku zoberieme do kruzidla a
zaCneme nand$at’ na obvod jednotkovej kruznice, priCom si budeme vSimat’ iba kazdy druhy bod,
dostaneme vrcholy pravidelného pituholnika. Tu vidime vyhodu analytickej geometrie. Ulohu
konstruovat’ pravidelny patuholnik previedla na alohu skonstruovat’ ise¢ku uréitej dizky, presne ako
hovori Descartes. Konstrukéna geometria bola naro¢na, lebo na konstrukciu kazdého utvaru si bolo
treba pamatat’ $pecialny postup. V analytickej geometrii sa nekonstruuju Gtvary. Individualne uréenia
utvaru sa zapiSu do tvaru algebraickych rovnic a tie sa vSeobecnymi metdodami algebry vyrieSia.
Konstruuju sa potom iba rie§enia rovnic, ¢o st tsecky uréenej dizky. Napriklad namiesto konstrukcie
pravidelného desatuholnika sme dostali ulohu zostrojit’ use¢ku s dizkou (\/g —1)/ 2. Na konstrukciu
useciek existuji Standardné metddy. Pozname postupy ako sa konstruuje sucet, sucin, rozdiel, podiel a
druh4 odmocnina asedky danej dizky. A to je vietko, ¢o si z geometrie potrebujeme pamiitat’.?

Ked’ sa z hl'adiska analytickej geometrie pozrieme na synteticki geometriu, tak tam, kde bola
povodne iba neprehladna splet’ konstrukénych trikov, sa zacina ¢rtat’ systém. UZ si nepotrebujeme

pamadtat’ triky, analyticka metdda umoznuje riesit’ kazdy problém Standardnym postupom. Nezaujima
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ju elegancia rieSenia. Je mozné, Ze klasicki geometri dokazali zostrojit’ pat'uholnik s men$im poctom
krokov, ako treba pri postupe uvedenom vyssie. Vyhoda analytického postupu spociva v tom, ze
vlastne nijako nesuvisi s patuholnikom. V pripade l'ubovolného iného ttvaru bude postup v hlavnych
rysoch rovnaky — zmeni sa iba rovnica, ktorej koren budeme konstruovat. Celkova schéma vSak
ostane nezmenena. T4 schéma sa zakladd na poznani, Ze v geometrii pod zjavnym povrchom, na
ktorom sa zakladaju triky geometrov, lezi vrstva vztahov, vd’aka ktorym su tieto triky vobec mozné.
Je potrebné zmocnit sa tejto hlbsej algebraickej Grovne problému a v nej hl'adat’ rieSenie. Vzdy sa
mozno lahko vratit’ spat’, ku zjavnému povrchu. Takto analyticka geometria odhal'uje hlbsiu jednotu,
ktora sa skryva za zdanlivou réznorodostou geometrickych tloh. Vsetky ulohy spocivaju v zostrojeni
tise¢iek, ktorych dizka je zadana nepriamo, pomocou vztahov k inym tset¢kam. A tieto vztahy maju
tvar algebraickych rovnic. To je vSetko. Preto integrativnu Silu jazyka analytickej geometrie budeme

charakterizovat’ jeho schopnost'ou zjednotit’ postupy syntetickej geometrie .

e) logické medze jazyka — nemoznost’ kvadratiry kruhu

Tnscendentnost’ ¢isla © bola dokazana roku 1882 Lindemannom (pozri Stewart 1989, Dorrie
1958 alebo Gel'fond 1952). Toto tvrdenie ukazuje na medze jazyka analytickej geometrie. Analyticka
geometria je vybudovana na zaklade algebry. Transcendentnost’ ¢isla 7, teda jeho neuchopitelnost’
metédami algebry znamena, Ze Gloha o kvadrature kruhu, vktorej ¢islo m figuruje podstatnym
sposobom, je metodami analytickej geometrie nerieSitelna. V jazyku analytickej geometrie sa

neriesitelnost’ tejto ulohy neda vyjadrit, a prejavuje sa len zlyhanim pokusov o jej rieSenie.

f) expresivne medze jazyka — neschopnost’ vyjadrit’ transcendentné funkcie

Kratko po objave analytickej geometrie sa ukazalo, Ze jazyk algebry je prili§ chudobny na
opisanie fenoménov, s ktorymi sa stretavame vo svete kriviek. Predovsetkym dve skupiny kriviek —
exponencidlne (¢ a jej inverznd In(X)) a goniometrické (cos(x), sin(x), tg(x), cotg(x), arccos(x),
arcsin(x), arctg(x) a arcctg(x)), ktoré hraji vyznamnu ulohu v mnohych aplikaciach matematiky, nie st
algebraické. Nie je mozné vyjadrit ich pomocou polynému. Prekracuju tak moznosti jazyka

analytickej geometrie v tej podobe, ako tento jazyk vytvoril Descartes.
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1.1.5 Diferencidlny a integrdlny pocet

Diferencidlny a integralny pocet predstavuje, podobne ako algebra alebo aritmetika, kalkul,
t.j. symbolicky jazyk na manipulaciu so znakmi. Objavili ho nezavisle od seba Gottfried Wilhelm
Leibniz a Isaac Newton. Korene tohto jazyka vsak siahaju az do antického Grécka, k Archimedovi,
ktory vypracoval tzv. metodu pdky a s jej pomocou vypocital obsahy a objemy radu geometrickych
utvarov, ktoré dnes pocitame pomocou integrovania. Archimedove kvadratury a kubatary (ako sa v
staroveku hovorilo vypoctom obsahu a objemu) predstavuju jeden z vrcholov antickej matematiky. Zo
svojich vysledkov si Archimedes najvyssie cenil vypocet objemu gule, ekvivalentny ndSmu vzt'ahu

%nRs. V staroveku neexistovala algebraicka symbolika, preto Archimedes namiesto vzorca vyjadril

objem gule ako rozdiel objemov guli opisaného valca a do tohto valca vpisaného kuzela. Gul'u, kuzel
a valec si nechal vytesat’ aj na nahrobok. Archimedova metdda bola démyselna. Utvar, ktorého objem
chcel ur¢it’, umiestnil na jedno rameno dvojramennej paky, rozkrajal ho na tenké plasty a tie potom
vyvazoval na druhom konci paky podobnymi plastmi inych utvarov. Napriklad pri vypocte objemu
gule vyvazoval plasty valca pomocou plastov gule a kuzel'a. Z podmienky rovnovahy na pake potom
dostal vzt'ah pre prislusné objemy (pozri Waerden 1950).

Archimedova metoda paky je fascinujuca, lebo v zarodo¢nej podobe obsahuje vietky prvky, z
ktorych bude pozostavat pojem urcitého integralu. PredovSetkym, Archimedes rovnako ako urcity
integral, deli objekt, ktorého obsah ¢i objem pocita na tenké pasy ¢i plasty, teda vypocet chape ako
sumdciu elementov. Tato sumacia sa deje na uréitom intervale, ktory je uréeny priemetom telesa na
smer ramena paky. Pozoruhodnd je aj samotna paka, ktora predstavuje zarodok idey miery, pretoze
jednotlivé pasy Ci plasty nie st naukladané 'ubovolne, ale v odstupoch, ktorych velkosti s uréené
zodpovedajicimi tusekmi ramena paky (mohli by sme povedat’ elementmi dp). Teda u Archimeda
skutoéne nachadzame vsetky prvky neskorsieho pojmu integral.

Ale rovnako dolezité ako vidiet’ podobnosti je v§imat’ si aj rozdiely. Hlavnym rozdielom je, Ze
Archimedes nemd pojem funkcie. Preto neintegruje oblasti ohranic¢ené funkciami, ale pocita objemy

objektov, ktoré su definované geometricky. Jazyk syntetickej geometrie je vSak prili§ chudobny v
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porovnani s jazykom funkcii. Preto Archimedes pocita iba objemy jednotlivych izolovanych objektov.
Objem kazdého objektu je nateny pocitat’ od zaéiatku, pre kazdy vypocet musi najst’ Specialny trik,
ako ho rozdelit’ na plasty a ako tieto vyvazovat’. Pri danom vypoéte nemdze vyuzit' predoslé. Metdda
paky teda vlastne ani nie je metodou ale zbierkou duchaplnych trikov. Na rozdiel od Archimedovho
geometrického jazyka je jazyk funkcii natol’ko bohaty, Ze nase vypocty roznych integralov mézu na
seba nadvizovat. Vysledky jedného vypoctu st automaticky vychodiskom radu d’alSich vypoctov.
Namiesto jednotlivych izolovanych integralov mame Siroké triedy funkcii navzajom zviazané
pomocou substiticii a pravidla per partes. Pri integrovani neza¢iname kazdy vypocet odznova, ale
kazdy vypocet zadina tam, kde predosly skoncil. Integraly tvoria systematicky budovany kalkul
obsahujuci triedy funkcii, pre ktoré existuju Standardné metody integrovania.

Pri¢ina tohto zasadného rozdielu medzi Archimedovou metédou, pri ktorej je nutné kazda
kubatiru za¢inat’ odznova a medzi modernym integralnym poc¢tom, v ktorom su jednotlivé vypocty
prepojené, spociva v jazyku. Archimedes svojimi domyselnymi trikmi iba kompenzoval nedostatky
jazyka syntetickej geometrie, jeho mala expresivnu silu. Az ked’ sa zrodila algebraicka symbolika a s
jej pomocou sa otvoril vstup do SirSicho univerza kriviek a ked’ Leibniz toto nové univerzum kriviek
symbolicky uchopil pomocou pojmu funkcie, vznikol jazykovy ramec, v ktorom bolo Archimedove

myslienky mozné pretvorit’ v systematicka metddu, v diferencidlny a integralny pocet.

a) logicka sila jazyka — schopnost vyriesit problém kvadratur

Analyticka geometria sice priniesla zasadny pokrok v geometrii, niektoré geometrické tlohy
v8ak nedokazala vyriesit'. Predovsetkym problém kvadratar a kubatur, spo¢ivajuci v ulohe uréit’ obsah
plochy ohrani¢enej krivkami alebo objem telesa ohrani¢eného plochami, viedol ku zrodu technik,
prekracujucich medze analytickej geometrie. Analytickd geometria poskytla vyznamny podnet pre
rozvoj technik kvadratar a kubatir tym, Ze zasadne obohatila univerzum geometrickych objektov.
Okrem toho tym, Ze umoznila skimané utvary uchopit’ do suradnej siete, prispela k rozvoju réznych
technik sumadcie. Velké majstrovstvo v tychto technikach dosiahli Johannes Kepler, Bonaventura
Cavalieri a Evangelista Toricelli. Nasli obsah a objem vel'kého mnozstva utvarov. Ich pristup vsak

mal podobné nevyhody ako postup Archimeda, lebo pre jednotlivé utvary museli najst’ Specifické
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spbsoby ich rozdelenia na ¢asti a po preskupeni ¢asti Specialne triky sumacie. Pritom kazdy postup sa
hodil len pre maly pocet pribuznych ttvarov. Keplerovym, Cvalieriho a Toricelliho postupom chybal
univerzalny jazyk, ktory by umoznil prejst’ ku vSeobecnejSim technikam.

Tato situdcia sa objavom diferencidlneho poctu zadsadne zmenila. Zrodil sa symbolicky jazyk
na formalne vypoéty s diferencialmi dx. Diferencialny a integralny pocet je zaloZzeny na formalnych

pravidlach manipulacie so znakmi. Za jeho zrod sa povazuje objav Newtonovej—Leibnizovej formuly:
b
[ 000 =F(b)-F(a) e F/(x) = () &)

Tato formula umoziuje previest r'aZku geometricki ulohu kvadratur (vyjadreni pomocou uré¢itého

integralu na pravej strane a spocivajiicu v rozrezani utvaru pod krivkou f(x) na pasy Siroké dx a ich

naslednej sumacii) na podstatne l'ahsi kalkulativny problém hladania tzv. primitivnej funkcie F(X) k

funkcii f(x) (spocivajici v ulohe najst’ takt funkciu F(x), ktorej derivacia F'(X) je rovna prave f(x)).
b

Formula (3) umoziiuje, aby sme namiesto uréitého integralu I f (X)dX pocitali rozdiel F(b)-F(a).

Ked” chceme napriklad vypogitat’ obsah plochy uzavretej pod parabolou y = x* v hraniciach od x = 4

po x = 7, nemusime pocitat’ integral
.
j x*dx
4
, O T 2 e
ale podrla (3) staci vziat’ funkciu § X~, o je primitivna funkcia k x° a vypocitat’ rozdiel

T4 34364

93.

3 3 3
Vidime, Ze namiesto zlozitych sumacii staCia elementarne poctové ukony. Vo vSeobecnosti sice
najdenie primitivnej funkcie nie je aZz tak jednoduché ako v tomto priklade, ale vzdy je podstatne
jednoduchsie, nez sumacie, ktoré robili Kepler ¢i Cavalieri (pozri Edwards 1979, s. 99-109).
Otazka samozrejme znie, ¢o umoznilo tato kvalitativnu zmenu v pristupe ku kvadratiiram?
Pozrime sa preto, ako Newton objavil formulu (3). Zakladna idea spocivala v tom, pozriet’ sa na

plochu pod krivkou ako na premennu veli¢inu, teda predstavit’ si, Ze prava hranica utvaru nie je pevne
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dana nemennou hodnotou x = b, ale sa meni. Predstavme si teda plochu pod krivkou f(x), uzavreta

medzi pevnou hranicou x = a a premenlivou hranicou x = t. Nechajme parameter t narastat’.

- —

“ f(x)

Prava strana tohto utvaru sa bude rovnomerne posuvat’ doprava a jeho obsah bude narastat’. Zdanlivo
sme si skomplikovali Zivot, lebo namiesto plochy pod krivkou f(x), ktora prislucha pevne zvolenej
pravej hranici utvaru pre konkrétne X = b chceme pocitat’ plochu pod krivkou pre vSetky mozné
hodnoty parametra t. Ale toto zdanlivé skomplikovanie ulohy je klI'i¢om k jej vyrieSeniu, ked
namiesto pocitania plochy pod krivkou f(x) na pevne zvolenom intervale (a, b) budeme hladat
funkciu F(t) ktora udava plochu pod krivkou f(x) na premenlivom intervale (a, t) v zavislosti od t:

t

F = | F0dx. @

a
Tym, Ze sme ulohu na vypocet obsahu jediného utvaru zasadili do celej triedy analogickych tloh,
moZeme sa spytat, ako sa plocha F(t) meni v zavislosti od t. Zrejme to zavisi od hodnoty funkcie f(x)
v prislusnom bode t. Ak je f(t) velké, plocha bude pribudat’ rychlo, ak je f(t) malé, plocha bude
pribudat’ pomaly. Aka je rychlost’ narastania plochy F(t)? Rychlost’ narastania nejakej veli¢iny je jej
prirastok za kratky ¢asovy usek At vydeleny At. Pre rychlost narastania plochy tak dostavame:

t+At
j f (x)dx
t O f().At

At T a0 ©

Rychlost’ narastania plochy pod krivkou f(x) v bode t sa rovna funkénej hodnote f(t) v tomto bode.
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O funkcii F(t) teda plati, ze rychlost’ jej narastania je rovna presne f(t). Ato je cely trik. Teraz uz
mozeme zabudnut’ na plochy aj na celti geometriu @ mézeme sa pustit’ do hl'adania takej funkcie F(t),
ktorej derivacia bude prave rovna funkcii f(t). Tato skuto¢nost’ je obsahom formule (3).

Objav Newtonovej—Leibnizovej formule bol teda umozneny novym pohladom na plochu pod
krivkou. Newton sa na plochu pod krivkou pozrel ako na funkciu. Rozhodujicim momentom bolo
polozenie otazky, ako rychlo sa plocha meni v zdvislosti od tejto medze. Newton zistil, Ze rychlost’
zmeny ma jednoduché vyjadrenie, dané¢ vztahom (5). Tuto zavislost’ vyuzil a namiesto funkcie
udavajucej plochu pod krivkou hl’adal funkciu, ktorej rychlost’ zmeny je dany funkciou f{x) ktora
zadéavala poévodnu krivku. Zrod diferencialneho a integralneho poctu sa tak viaze na zasadni zmenu
jazyka matematiky, spocivajlicu v zavedeni explicitného pojmu funkcie.

Pojem funkcie stuvisi s pojmom zéavislosti medzi premennymi, ktory sa objavil v analytickej
geometrii. V diferencialnom a integralnom pocte sa vsak tato zavislost’ stava explicitne vyjadrenou v
symbolickom jazyku pomocou funkcie f(x). Vd’aka explicitnému pojmu funkcie sa plocha, ktora je
zadana pomocou funkcie f(x), moze zac¢at’ uvazovat’ ako funkcia hornej medze intervalu. To znamena,
7e sa tu rodi implicitny pojem funkcie (integral na pravej strane v (4) je funkciou, ktora zavisi jednak
od premennej t a potom od funkcie f(x)), teda vlastne s funkciou druhého radu, ako to opisal Frege v
pasazi citovanej na strane 12. Kvoli tomu, aby bolo mozné pracovat’ s funkciami druhého radu (ako st
integral ¢i derivacia), funkcie prvého radu sa museli stat’ plne explicitnymi. Zavedenie explicitnej
notacie pre funkcie je tak charakteristicka ¢rta symbolického jazyka diferencialneho a integralneho
poctu. Mozno preto povedat’, Ze Newton a Leibniz preniesli ideu funkciondlnej zavislosti z ikonického

jazyka analytickej geometrie do symbolického jazyka a vytvorili explicitny pojem funkcie.

b) expresivna sila jazyka — schopnost vyjadrit transcendentné funkcie

Ako sme uz uviedli, symbolicky jazyk algebry, na ktorom sa zakladala analytickd geometria,
neumoziuje vyjadrit' tak jednoduché funkcie ako su e alebo sin(x). Tieto funkcie presahuju jeho
expresivne medze. Jazyk diferenciadlneho a integralneho poctu dokaze tieto funkcie vyjadrit’ réznymi

sposobmi — v tvare radu, integralu, alebo ako rieSenie diferencialnej rovnice. Napriklad logaritmicka
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funkciu mozno vyjadrit’ ako rad

X2 X3 X4 X5 X6 7

IN(l+X)=X— "+ -+ =t 4
2 3 4 5 6 7

ako integral
t1
I+ x) = | ——dt
( ) £1+t

alebo ako riesenie diferencidlnej rovnice
, 1
y'==, y(1)=0.
y

Logaritmicka funkcia ani zd’aleka nepredstavuje vrchol moznosti nového jazyka. Stac¢i spomenit
Eulerovu I -funkciu, Besselove funkcie, hyperbolické funkcie, Riemannovu ¢ -funkciu, eliptické

funkcie a mnohé d’alsie $pecialne funkcie, s ktorymi sa mozno stretnat’ vo fyzikalnych a technickych
aplikaciach. Diferencialny a integralny pocet tak predstavuje jazyk, umoznujici vyjadrit’ nesmierne
mnozstvo novych funkcii, ktoré su v ramci jazyka polynémov nemysliteI'né.

Pritom jazyk diferencidlneho a integralneho poctu je rozSirenim jazyka algebry. Ked v
nekone¢nom rade pripustim len kone¢ne vel'a nenulovych ¢lenov, dostanem z radu polynom. Vo svete
polynémov je derivovanie a integrovanie definované pomocou jednoduchych explicitnych vztahov,
ktoré preto mozno povazovat’ za nové (aj ked’ trocha neprirodzené) algebraické operacie. Teda jazyk

algebry mozno vy¢lenit’ ako urcitu podoblast’ jazyka matematickej analyzy.

¢) explanatoricka sila jazyka — schopnost vysvetlit neriesitelnost kvadratury kruhu

V ramci algebry sa sice podarilo objasnit, preco je nerieSitelna trisekcia uhla a duplicita
kocky. Algebra vSak nedokazala vysvetlit, pre¢o sa nikomu nepodarilo vyriesit' ulohu kvadratary
kruhu. Postupne sa zrodilo podozrenie, Ze pric¢inou tohto neuspechu by mohla byt transcendentnost’
¢isla m. Toto podozrenie sa potvrdilo, ked’ roku 1873 Charles Hermite metdédami tedrie funkcii
komplexnej premennej dokazal transcendentnost’ ¢isla e a roku 1882, vyuzivajuc Hermitove metddy
sa Ferdinandovi Lindemannovi podarilo ukazat’ aj transcendentnost’ ¢isla © (Pozri Gel'fond 1952, s.
54-66, alebo Postnikov 1963, s. 205-211).
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Lindemann dokazal vetu: Nech oy, ay, ... as st fubovolné, po dvoch rézne algebraické ¢isla a

A, Ay, ... As st Tubovolné algebraické ¢isla rozne od nuly. Potom je nemozna identita
Ae“ + A%+ . +Ae” =0.

Z tejto vety plynie transcendentnost’ &isla 7, lebo na zaklade Eulerovho vztahu plati €™ = 1, &o by
Lindemannova veta zakazovala, keby m bolo algebraické. V tejto suvislosti sa ukazala dalSia
zaujimava vec. S vynimkou bodu (0,0) je z dvojic &isel (X, sin(x)), ktoré zadavaju body sinusoidy,
vzdy aspon jedno ¢islo transcendentné. Inak povedané, s vynimkou pociatocného bodu sa ziaden bod
grafu sinusoidy neda skonstruovat’ metédami analytickej geometrie. Takze uz tak jednoducha krivka

ako sinusoida sa uplne vymyka jazyku analytickej geometrie.

d) integrativna sila jazyka — matematicka fyzika

Diferencidlny a integralny pocet je univerzalny jazyk, ktory umoziuje modernej fyzike spojit’
vsetky fyzikalne discipliny do jednotného celku a odkryt’ tak zakladnt jednotu prirodnych javov.
Fyzika opisuje prirodné javy pomocou zavislosti medzi fyzikadlnymi veli¢inami, pricom tieto zavislosti
podriad'uje prirodnym zakonom, ktoré maju povahu diferencidlnych rovnic. D4 sa povedat, ze celad
moderna fyzika je sformulovana pomocou diferencidlnych rovnic: od mechaniky (Lagrangeove a
Hamiltonove rovnice), cez elektrodynamiku (Maxwellove rovnice), akustiku (vlnova rovnica),
termodynamiku (rovnica vedenia tepla) az po kvantovii mechaniku (Schrédingerova rovnica).

U Descarta, tesne pred vznikom modernej fyziky, jednota prirody bola chapana ontologicky —
zakladala sa na presvedéeni o jednotnom mechanistickom zaklade vSetkych prirodnych procesov.
Metafyzika tak plnila tlohu, ktorej sa jazyk matematiky Descartovych ¢ias nebol schopny zhostit’ —
spojit’ prirodu do jednotného celku. Dne$na matematicka fyzika uz od nas nevyzaduje verit’ v nejaka
Specifickll ontologiu preto, aby sme zahliadli v prirode jednotu. Jednota modernej fyziky je formalna
— dana jednotou spdsobu opisu prirodnych javov, a nie obsaznd — nesena jednotnou substanciou, v
ktorej sa tieto javy odohravaju. Rovnica vedenia tepla si udrzala svoju platnost’ aj potom, ked’ bola
zavrhnuta teoria kalorika, na zaklade ktorej ju Fourier odvodil. To ukazuje, Ze jednota, ktorti fyzike

prepoziciava jazyk diferenciadlneho a integralneho poctu, je od ontologie nezavisla formalna jednota.
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Tuto jednotu modernej fyziky moZno povazovat’ za prejav integrativnej sily jazyka diferencialneho

a integralneho poctu.

e) logické medze jazyka — kriza zakladov

Prva kritiku diferencialneho a integralneho poctu uverejnil George Berkeley v spise The
Analyst, or a discourse addressed to an Infidel Mathematician, ktory vysiel v Dubline r. 1734. Vo
svojom spise Berkeley parodizuje Newtonovu tedriu fluxii a fluent (ale vSetky namietky platia s
rovnakou silou aj pre Leibnizovu teoriu, zalozenu na diferencidloch). Berkeley ukazuje, ze kalkulus sa
zaklada na logickom omyle. Nast'astie vSak nie na jedinom, ale na viacerych, pricom tieto omyly sa
navzajom kompenzuju tak, Ze kalkul nds nakoniec privedie ku spravnemu vysledku. Berkeley tu ma na
mysli Newtonov postup pri derivovani, pri ktorom sa v ¢asti vypo¢tu urcité veli¢iny povazuju za rozne
od nuly, aby sa nimi dalo delit. Po tom, ako sa delenie uspesne zavfsi, polozia sa rovné nule. Berkeley
spravne namieta, Ze veliCiny su bud’ rovné nule, a potom st rovné nule v priebehu celého vypoctu a
teda sa nimi nedd delit, alebo sa nule nerovnaju, ale potom sa nule nerovnaju v priebehu celého
vypoctu a nemozno ich na konci zanedbat’. Preto podl'a Berkeleya je cely diferencialny pocet mylny.
To, Ze napriek tomu vedie k spravnym vysledkom, je mozné len vd’aka vzajomnej kompenzacii chyb.

Berkeleyova kritika diferencialneho a integralneho poctu nebola jedinou, ktora poukazovala
na nedostatoné zdovodnenie formalnych metdd, na ktorych bol diferencialny a integralny pocet
vybudovany. Snahy vybudovat’ zaklady matematickej analyzy sa tiahnt celym 18. a 19. storo¢im.
Snad’ najvaznejsi pokus predlozil Augustin Cauchy roku 1821 v slavnom Cours de I’Analyse. Cauchy
nasiel sposob, ako mozno Newtonove fluxie a Leibnizove diferencialy z matematickej analyzy vylacit
a celu analyzu zalozit’ na pojme limity. Pri zavadzani pojmu limity vSak Cauchy opusta jazyk
diferencialneho a integralneho poctu, opusta formalne manipuldcie so symbolmi a ako zakladny
princip na ktorom buduje analyzu voli princip do seba zapadajucich intervalov. Princip do seba
zapadajucich intervalov je vSak geometricky princip. VSetky pokusy o vybudovanie zakladov
matematickej analyzy nasleduju Cauchyho Vv tom, Ze opustaju jazyk diferencialneho a integralneho
poctu, opustaji svet symbolov, a Vv tej ¢i onej podobe buduju teoriu kontinua. Preto sa zda, ze kriza

zakladov predstavuje logické medze jazyka diferencialneho a integralneho poctu a to je pri¢ina, preco
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vSetky pokusy o vyrieSenie krizy zakladov tento jazyk nutne opustaju.

f) expresivne medze jazyka — fraktdly

Ked’ Newton a Leibniz nahradili Descartove algebraické prostriedky radmi, integralmi a
diferencialnymi rovnicami, zdalo sa, Ze vytvoril prostriedok pre vyjadrenie 'ubovolnej funkcie. Po
Case sa vSak ukdzalo, ze tomu ani zd’aleka tak nie je. V polovici 19. storocia sa zacali objavovat
funkcie, ktoré v mnohom odporovali intuitivnej predstave tohto pojmu. Funkcie, ktoré nie st v
Ziadnom bode spojité (Dirichletova funkcia), funkcie, ktoré sice spojité su, ale v Ziadnom bode
nemaju derivaciu (Bolzanova funkcia, Kochovej krivka), funkcie, ktorych graf vypliia jednotkovy
Stvorec (Peanova krivka) a mnoho d’alSich. Po ¢ase bolo takychto objektov dostato¢né mnozstvo k
tomu, aby sa stali predmetom systematického Studia a zrodila sa tedria funkcii redlnej premennej. V
ramci tejto tedrie doslo na jednej strane k nesmiernemu zjemneniu pojmoV derivacie a integralu, ale
na druhej strane sa jasne ukazalo, Ze jazyk diferencidlneho a integralneho poctu je vhodny len pre
pomerne uzku triedu ,,sluSnych funkcii kym prevazna vicsina redlnych funkcii sa expresivnej sile

jazyka diferencidlneho a integralneho poctu vymyka.

1. 1. 6 Iterativna geometria

Diferencialny a integralny pocet vznikol v uzkej navédznosti na analytickd geometriu.
Matematici povazovali Descartovu metddu generovania tvaru bod po bode pomocou analytickej
formuly za adekvatny spdsob vizualizacie nielen pre polynomy, pre ktoré ju Descartes vytvoril, ale aj
pre omnoho bohatsi svet funkcii ktoré su opisané pomocou nekonecnych radov, integralov a
diferencialnych rovnic. Verili, Ze analyticky svet funkcii a geometricky svet kriviek st v zhode.

Leibniz vyjadril toto presvedcenie slovami:

,,Dokonca ak niekto nakresli jednym tahom Cciaru, ktora by bola striedavo priama i
okruhla i ina, mozno ndjst' pojem alebo pravidlo ¢i rovnicu pre vietky body tejto ciary,
na ktorého zaklade musi u ciary dojst presne k rovnakym zmenam. Neexistuje napriklad
Ziadna tvar, ktorej obrysy by neprebiehali podla nejakej geometrickej cCiary a ktoru by
nebolo mozné nacrtnut jednym tahom pomocou urciteho usmerneného pohybu. Ak je
vSak nejaké pravidlo prilis komplikované, potom obycajne povazujeme to, co je podla
neho pravidelné, za nepravidelné* (Leibniz 1686, S. 59).

Prvé pochybnosti 0 moznosti vyjadrenia l'ubovolnej krivky pomocou analytického vyrazu sa
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vynorili v diskusii medzi Leonardom Eulerom a Jeanom le Rond d’Alembertom o kmitani struny.
Kmitanie struny je opisané diferencialnou rovnicou, ktort odvodil roku 1715 Brook Taylor. Roku
1747 d’Alembert naSiel rieSenie tejto rovnice v tvare beziacej viny. KedZe diferencidlna rovnica je
analyticky vztah, d’Alembert predpokladal, Ze pociato¢ny tvar struny musi byt zadany pomocou
explicitného vyrazu, ktory mozno dosadit’ do rovnice a jej rieSenim urcit’ tvar struny v neskorSich
okamihoch. Euler proti tomuto predpokladu vzniesol nadmietku, Ze priroda sa predsa nemusi zaujimat’
o naSe analytické vyrazy. Ked’ dame strune urcity tvar pomocou prstov alebo slacika, struna bude
kmitat’" v sulade s rovnicou nezavisle od toho, ¢i jej tvar dokaZeme zadat’” pomocou analytického
vyrazu. Euler ani d’ Alembert v§ak nedokazali v tejto otazke pokroc¢it’ d’alej a spor ostal nerozhodnuty.

Novy podnet dostala otazka vztahu medzi geometrickymi krivkami a analytickymi vyrazmi
zaCiatkom 19. storocia, kedy Joseph Fourier odvodil rovnicu vedenia tepla a rozpracoval metody jej
rieSenia. Fourier ako prvy zacal systematicky pracovat’ s funkciami, ktoré¢ su nespojité (v dnesnom
zmysle slova)’. V mechanike je pouzitie nespojitych funkcii absurdné; ak funkcia opisuje pohyb
Castice, tak bod jej nespojitosti by oznacoval okamih, kedy Castica na jednom mieste zmizla a objavila
sa na inom. Podobne neprirodzené je pouzitie nespojitych funkcii pri opise kmitania strun, kde by
nespojitost’ znamenala pretrhnutie struny, a tak o kmitani uz neméze byt rec. Ked vsak funkcia
neopisuje pohyb ale rozdelenie teploty v réznych bodoch telesa, st nespojité funkcie prirodzené.
Opisuyju situacie vzajomného dotyku telies s réznymi teplotami. Teda prechod od mechaniky k
termodynamike zasadne rozsiril hranice pojmu funkcie.

Okrem rozsirenia pojmu funkcie, Fourierova Théorie analytique de la chaleur (Analyticka
teoria tepla, Fourier 1822) obsahuje postup, ktory umoziuje pre ,,takmer* l'ubovolnt funkciu najst’ jej
analytické vyjadrenie. Fourier tak zasiahol do diskusie o vztahu funkcii a kriviek. Predpokladajme,
Ze mame nejakym spdsobom (tabulkou alebo grafom) zadani funkciu f(x). Fourierov postup spociva v

tom, Ze pomocou (numerického) integrovania vypocita ¢isla (dnes nazyvané Fourierove koeficienty):

T

A =£ff(X)-COS(kX)dx By = ! ff(x).sin(kx)dx
Ty ?
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1 2z
Aozgj;f(x)dx

a s ich pomocou vyjadrime funkciu f(x) (ktori sme mali zadant iba tabul’kou alebo graficky) v tvare

analytického vyrazu, ktory sa dnes nazyva Fourierovym radom:
f(x)= Ay +> A cos(kx)+ > B, sin(kx)
k=1 k=1

Fourier tak vychylil vdzky v prospech d’Alembertovej pozicie, lebo ukazal, ze pre ,takmer*
Tubovolnt funkciu mozno néjst’ jej analytické vyjadrenie. D’ Alembert tak mohol odpovedat’ Eulerovi,
ze aj ked’ sa priroda o nase analytické vyrazy starat’ nemusi, vieme sa o ne postarat’ sami. Jedinym
problémom bolo to slovko ,takmer”. Cely rad matematikov, po¢niic Petrom Gustavom Lejeune-
Dirichletom, Karlom Weierstrassom a Bernardom Riemannom a konciac Henri Lebesguom a
Andrejom Nikolajevicom Kolmogorovom sa zapojil do presnejSieho urcovania tohto ,,takmer*. Kvoli
vyjasneniu otazky konvergencie Fourierovych radov matematici vymysleli rad podivnych funkcii:
Dirichletovu funkciu roku 1829, Bolzanovu funkciu roku 1834, Riemannovu funkciu roku 1854,
Weierstrassovu funkciu roku 1861 alebo Kolmogorovovu funkciu roku 1923 (pozri Manheim 1964 a
Hardy a Rogosinski 1944). Teéria Fourierovych radov si vynutila prehibenie viacerych pojmov
matematickej analyzy, predovsetkym samotného pojmu funkcie a pojmu integralu. V jej ramci sa
zrodil ako Riemannov tak aj Lebesguov integral. Nakoniec sa v pracach matematikov ako Camile
Jordan, Gaston Darboux, Giuseppe Peano, Emile Borel, René Baire, ¢ Henri Lebesgues konstituovala
nova matematicka disciplina, tedria funkcii redlnej premennej (pozri Kline 1972).

Ako sme uz spomenuli, v ramci teorie funkcii redlnej premennej sa vynoril rad podivnych
funkcii. Spociatku boli tieto funkcie povazované za ,,patologické pripady“ (Imre Lakatos ich neskor
nazve monstra). Matematici sa aj nad’alej pridrziavali sveta analytickych kriviek v presvedéeni, Ze
metdda generovania krivky bod po bode pomocou analytickej formule predstavuje adekvatnu metodu,
ktora az na niekol’ko ,,patologickych® vynimiek, je v stilade s duchom matematickej analyzy. Koncom
19. storoCia sa vSak uz ,,patologickych® funkcii nahromadil dostato¢ny pocet, aby sa mohli stat’

predmetom systematického Studia. Matematici nasli cely rad ich spolo¢nych vlastnosti ako napriklad,
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e ,.typicka patologicka funkcia® v Ziadnom bode nemé derivaciu a nie je mozné priradit’ jej ani diZku.
Pritom jednym z prekvapujucich zisteni bolo, Ze to, ¢o sa spociatku javilo ako vynimocné patologické
pripady, je pre funkcie vlastne typické. Toto zistenie viedlo k oslobodeniu pojmu funkcie od jeho
prepojenia s analytickymi vyrazmi. Ukazalo sa, Ze naviazanost’ pojmu funkcie na analytické vyrazy
viedla ku skreslenym predstavam. AvSak, ako poznamenal Emile Picard, tato skreslena predstava bola
uzito€na, lebo ,,keby si Newton a Leibniz boli mysleli Ze spojitd funkcia nema nevyhnutne derivdciu—a
toto je vSeobecny pripad—diferencialny pocet by nikdy nebol vznikol*“ (Kline 1972, s. 1040).

Mnohé z ,,patologickych® prikladov maju spolo¢né to, Ze nie su generované Descartovou
metdédou bod po bode podl'a formuly, ale generuji sa pomocou nekonecného poctu iterdcii. Descartes,
ked’ raz vyniesol urcity bod grafu funkcie, uz ho nemenil. Naproti tomu, pri tomto novom spdsobe
generovania kriviek, sa v kazdom kroku iteracie vygeneruje cely graf znova. Krivku potom ziskavame
ako limitu, ku ktorej sa pomocné grafy blizia. Novy spOsob generovania tvaru ma tak v sebe
zabudovany limitny prechod. Podobne, ako Descartovu metédu mozno povazovat' za vizualizaciu
jazyka algebry, kde centralnym objektom je polyném a prave polynomu Descartes priradil tvar, teraz
ide o vizualizaciu jazyka diferencialneho a integralneho poctu, kde centralnym objektom je limitny
prechod. Az iterativna geometria odkryla to netusené bohatstvo tvarov, ktoré v sebe pojem limitného
prechodu skryva. Iterativna geometria sa dostala do povedomia SirSej verejnosti vd’aka pocitacom,
ktoré umoziuju iterativne procesy implementovat’ a na obrazovke sa objavia utvary, zname ako
fraktaly. Fraktaly predstavujii nové univerzum utvarov, ktoré ma nepopieratel'né estetické kvality, ako

ukazali Peitgen a Richter v knihe The Beauty of Fractals (Peitgen a Richter 1986).

a) logicka sila jazyka — schopnost dokazat existenciu rieSeni diferencidalnych rovnic

Podobne, ako jazyk analytickej geometrie umoznil dokazat fundamentalnu vetu algebry,
podl'a ktorej kazdy polynom n-tého stupna s komplexnymi koeficientmi ma aspon jeden koren, jazyk
iterativnej geometrie poskytuje prostriedky na dokaz viet o existencii a jednoznacnosti rieSeni pre
siroké triedy diferencialnych rovnic. Diferencidlne rovnice s rovnice v ktorych vystupuju nezname

funkcie spolu so svojimi derivaciami. Zda sa, ze prvou diferencialnou rovnicou v dejinach bol
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Newtonov zakon sily (zapisany Eulerom v tvare):

d?x

F=m—:7-H-,
dt?

ktory déva do suvisu silu F posobiacu na teleso so zrychlenim (teda druhou derivaciou polohy podla
Casu), ktoré tato sila vyvola. Spociatku matematici hl'adali rieSenia diferencidlnych rovnic v
explicitnom tvare a bol vypracovany cely rad Standardnych metdd, umoznujucich najst’ rieSenia pre
Siroké triedy diferencidlnych rovnic. Pri vicSine z tychto metdd matematici vychadzali z predpokladu,
Ze rieSenie bude mat tvar kombinacie vytvorenej z urcitych funkcii a niekolkych parametrov.
Predpokladanti kombinaciu dosadili do diferencialnej rovnice, ¢im dostali subor (algebraickych)
vzt'ahov pre parametre, od ktorych tito kombindacia zavisela.

Pomerne skoro vSak matematici narazili pri niektorych diferencidlnych rovniciach na tzv.
singularne rieSenia. Boli to rieSenia, ktoré ostali pri beznych metddach skryté. HlbSiu analyzu
singularnych rieSeni dal roku 1776 Lagrange. Okrem toho existovali Siroké triedy (nelinearnych)
diferencialnych rovnic, pre ktoré sa nedarilo najst’ rieSenia v explicitnom tvare. K tymto technickym
problémom sa zaciatkom 19. storocia pripojilo spochybnenie naivnej dovery v metddy ,,manipulacii
so symbolmi®, ktoré boli typické pre diferencialny a integralny pocet. Vo svojich prednaskach z rokov
1820 az 1830 preto Cauchy podava dokaz existencie a jednoznacnosti rieSenia diferencidlnej rovnice
prvého radu. Cauchyho metody dokazu boli postupne vylepSené roku 1876 Rudolfom Lipschitzom,
potom roku 1893 Emile Picardom a Giuseppe Peanom.

Dokazy viet o existencii a jednoznacnosti rieSenia diferencidlnych rovnic su technicky
narocné, a preto ich tu nebudeme rozoberat. Pre nase ucely stac¢i upozornit’ na jednu doélezitu
okolnost’. V ramci uvedenych dokazov Cauchy, Lipschitz, Picard a Peano pouzili uplne iny sposob
vytvarania funkcie nez bolo dovtedy bezné. Namiesto zadania funkcie ako analytického objektu
pomocou analytického vyrazu funkciu zadavaju ako geometricky objekt, ktory vytvaraji pomocou
iterativneho procesu. Metdda pribliznych aproximacii, ako sa tato novd metdda nazyva, je tak
pribuzna s metédou, pomocou ktorej boli generované ,,patologické funkcie, spominané v tivode tejto

kapitoly. Samozrejme, tu bol zamer matematikov opacny ako pri vytvarani ,,monstier”, preto teraz na
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iterativny proces nalozili rad podmienok, ktorymi zabezpecili, aby limitné funkcie boli ,,slusné®. Ale
to nie je podstatné. Je jedno, ¢i pomocou iterativneho procesu konstruujeme ,,patologickt™ funkciu,
ktora posluzi ako protipriklad, alebo pomocou neho zostrojime ,,slusnu“ funkciu ktora je rieSenim
diferencialnej rovnice. Podstatné je, Ze urcity objekt vytvarame Uplne novym sposobom. Namiesto
vynasania bodov podl'a analytického vyrazu ho generujeme pomocou iterativneho procesu.

V dobe kedy Cauchy predlozil svoj dokaz, si (pravdepodobne s vynimkou Bolzana) nik
neuvedomil radikalnost’ zmeny v sposobe zadavania funkcii. Novy nastroj na generovanie objektov
bol pouzity na vytvorenie teoretickych zakladov pre metddy rieSenia diferencialnych rovnic, a tak
nevzbudzoval podozrenie. Revolu¢na technika bola pouzita na dosiahnutie konzervativnych ciel'ov -
na dokaz skutoCnosti, ze kazda ,,slusna“ diferencialna rovnica ma ,,sluSné“ rieSenie. Iterativna
geometria uputala pozornost’ az ked’ s jej pomocou boli dosiahnuté neocakavané vysledky. Z hladiska
epistemologie je vsak jedno, akym spdsobom urcita technicku inovaciu pouzijeme. Jej novost’ je dana

nie vysledkami (tie iba poméhaju si tato novost’ uvedomit), ale pristupom ku generovaniu objektov.

b) expresivna sila jazyka — schopnostopisat’ fraktaly

Prvy, kto si uvedomil problémy ktoré otvara novy spdsob generovania kriviek pomocou
iterativneho procesu bol Bernard Bolzano. Roku 1834 nasiel priklad funkcie, ktora nema v ziadnom
bode derivaciu (pozri Sebestik 1992, s. 417-431 alebo Rusnock 2000, s. 174). Tento priklad odporuje
intuicii, ktort sme nadobudli vo svete analytickych kriviek. Derivacia krivky v bode udava smer,
ktorym sa krivka ubera, ked’ optsta prislusny bod. Krivka, ktora nema v Ziadnom bode derivaciu, je
tak krivkou, ktora sa neda nakreslit. V ziadnom jej bode nevieme, ktorym smerom mame tahat’
ceruzku. Presnejsie povedané, nemame ju tahat' zZiadnym smerom, lebo krivka je v kazdom svojom
bode ,,zlomend*“, takze neobsahuje ani ten najkrats$i tsek v nejakom smere. Leibnizov optimizmus,
ktory vyjadruje citat uvedeny na zaciatku kapitoly sa tak rtca.

Prvé fraktaly sa objavili ako izolované a spolu nesuvisiace protipriklady niektorych viet
matematickej analyzy. Felix Hausdorff roku 1918 nasiel urcitd vlastnost’, ktora tieto objekty spaja.
Ked’ vypocitame ich dimenziu, ktora sa dnes vola Hausdorffova dimenzia, dostaneme hodnotu ktora

nebude celé &islo. Ich dimenzia nebude celoéiselna, ako je tomu pre klasické utvary: pre krivky rovna
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1, pre plochy rovna 2 a pre telesd rovna 3. Dimenzie fraktalov budu niekde medzi tymito hodnotami.
Napriklad Cantorova mnozina ma dimenziu priblizne 0,6309, Kochovej krivka 1,2619 a Sierpinského
trojuholnik 1,5850 (Peitgen, Jiirgens a Saupe 1992). Odtial’ pochadza aj nazov fraktal, ktory oznacuje
necelociselnost’ (zlomkovitost’) ich dimenzie. Benoit Mandelbrot naSiel d’al$iu vlastnost’ zjednocujicu
svet fraktalov — samopodobnost’. Samopodobnost’ fraktdlov znamena, Ze ak zoberieme Cast’ fraktalu a

vhodne ju zvd¢sime, dostaneme objekt zhodny s povodnym.

Postupne sa vyjasnilo, ze fraktaly hraji doleziti ulohu pri chaotickej dynamike a pri opise
turbulencie, a tak iterativna geometria prestala byt povazovand za rozmar matematikov. Zacala byt
vnimand ako samostatny svet geometrickych utvarov. Popri svete syntetickej geometrie, ktord utvary
konstruuje pomocou kruzidla a pravitka, a svete analytickej geometrie, ktorej Utvary su generované
bod po bode pomocou analytického vyrazu, predstavuje svet iterativnej geometrie treti typ jazyka,
umoziujuceho hovorit’ o tvare. Jeho termami st fraktaly. Zadat’ nejaky fraktal pomocou formuly, t.j.
chciet’ ho vygenerovat’ Descartovou metodou, je beznadejné. Netreba na to vel’ka fantaziu, aby sme si
uvedomili, Ze svet iterativne generovanych utvarov je kvalitativne bohatsi nez svet Descartov. Pritom
svet analytickej geometrie je mozné v tomto svete vyclenit ako oblast,, ktora dostaneme, ked’ budeme
pri iterativnom procese vyZadovat’ rovnomernu konvergenciu funkcie spolu s dostatoénym poctom
derivacii. Descartov svet analytickych kriviek je ,hladkou castou® sveta iterativnej geometrie,

rovnako ako je svet Euklidovych kriviek ,.kvadratickou castou* sveta analytickej geometrie.

¢) explanatoricka sila jazyka — schopnost vysvetlit neriesitelnost problému troch telies

Problémom dvoch telies, alebo tiez Keplerovou ulohou, sa v klasicke] mechanike rozumie
uloha najst’ trajektorie, po ktorych sa budu v priestore pohybovat’ dve telesa s hmotnostami m; a my,
ktoré na seba pdsobia iba silou gravitacnej pritazlivosti. Tato tloha dnes nesie Keplerovo meno, lebo
Kepler analyzou pozorovani planéty Mars (teda Cisto empiricky) naSiel zakladné vlastnosti rieSenia
tejto ulohy (elipticky tvar drah ako aj spdsob zrychl'ovania pohybu v perihéliu), ktoré st vyjadrené
pomocou prvych dvoch Keplerovych zakonov. Samozrejme, za Keplerovych Cias eSte loha dvoch

telies nemohla byt ani len sformulovand. To urobil az Newton, ktory Glohu za zjednodusSujucich
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predpokladov aj vyriesil. Uplné riesenie Glohy dvoch telies podal Johann Bernoulli roku 1710.

Problém troch telies je analogicky predoslému, ibaze namiesto pohybu dvoch telies skimame
pohyb troch telies. Ukazuje sa vSak, ze vSetka pravidelnost’, ktorti bolo mozné najst’ v Keplerove;j
ulohe (elipticky tvar trajektorii, konsStantnd plocha opisovand sprievodicom za urcity cas) sa pri
prechode k trom telesdm uplne stracaju. Napriek tomu, ze problému troch telies venovali svoje sily
najlep$i matematici 18. a 19. storo¢ia, medzi nimi Leonard Euler, Joseph Louis Lagrange, Pierre
Simon Laplace a William Rowan Hamilton, nepodarilo sa ho vyriesit. Samozrejme, pre tychto
matematikov riesit’ prislusny problém znamenalo riesit’ ho analyticky, teda hl'adat’ explicitné formuly,
ktoré by udavali polohu kazdého z troch telies v I'ubovolnom okamihu. AvSak podobne ako s
rovnicami piateho stupiia v algebre, ani s tlohou troch telies v mechanike sa nedarilo pohnut. Dnes
vieme, ze tato uloha je neriesitel'nd. AvSak neriesitelnost’ tilohy troch telies nespociva v chudobnosti
jazyka, ako tomu bolo v algebre, kde svet algebraickych vzorcov sa ukazal byt prili§ chudobnym na
vyjadrenie rieSenia rovnic piateho stupna (podrobnosti moze Citatel' najst’ v kapitole 2.1.B tejto
knihy). Neriesitelnost’ problému troch telies ma tplne inu pri¢inu — je fiou deterministicky chaos.
Objav chaosu bol asi jednym z najvyznamnejSich objavov matematiky 19. storo¢ia. Uskutocnil ho
Henri Poincaré v novembri 1889, ked’ nasiel chybu vo svojej praci Sur le probléme des trois corps et
les équations de la dynamique (O probléme troch telies a rovniciach dynamiky, Poincaré 1890) za
ktor v januari 1889 obdrzal prestiznu cenu Svédskeho kral'a Oskara II. Okolnosti objavu, ktoré si
vynutili stiahnutie celého nakladu prislusného ¢isla Casopisu Acta Mathematica, v ktorom bola
vytlatena povodna verzia Poincarého prace a vytlaenie celého Cisla s jej opravenou verziou na
Poincarého néaklady st vylozené v (Diacu a Holmes 1996 a Barrow-Green 1997).

Z nasho hladiska je dolezité si uvedomit’, ze objav tzv. homoklinickej trajektorie, ktord ma za
nasledok existenciu chaotického spravania sa systému troch telies, bol umozneny vd’aka jazyku
iterativnej geometrie. Poincaré napred zaviedol Specidlne zobrazenie, ktorého postupné iterdcie
opisuju dynamiku prislusného systému. Chaoticky rezim systému troch telies potom objavil vd’aka
jemnej analyzy tychto iteracii. Dal3ou oblastou, v ktorej bolo objavené chaotické spravanie, sa stala

meteoroldgia. Roku 1961 odhalil Edward Lorenz chaotické spravanie systéme, pomocou ktorého

56



modeloval vyvoj pocasia. Ked” matematici chaotické spravanie tohto modelu podrobili analyze,
objavili pozoruhodny objekt, ktory sa dnes nazyva Lorenzov atraktor. Lorenzov objav nasledovali
d’alsie, a tak sa postupne ukazalo, Ze vel'a dynamickych systémov ma chaotické spravanie. Od pocasia
a turbulentného pridenia tekutin az po sietnicu 'udského oka. Pri vyskume chaotickych systémov sa
ako matematicky aparat pouziva iterativna geometria. Preto mozno povedat, ze porozumenie
chaotickym javom je ilustraciou explanatorickej sily jazyka iterativnej geometrie. Podrobnosti z tedrie

chaosu, ktorych vyklad presahuje rdmec nasej knihy, mozno néjst’ v Peitgen, Jiirgens a Saupe 1992.

d) integrativna sila jazyka — opis prirodnych tvarov

Fraktaly sa zrodili ako protipriklady k niektorym tvrdeniam matematickej analyzy. Preto ich
uloha bola skor destruktivha ako zjednocujuca. ESte aj na zaciatku 20. storoCia, ked’ sa ich
nahromadilo dostato¢né mnozstvo, aby bolo mozné objavit ich spolocné vlastnosti ako je
necelociselnd Hausdorffova dimenzia, boli fraktaly skor ilustrdciou fantdzie a imaginativnej sily
matematikov, nez nie¢im uzitoénym. Az ked roku 1967 vySiel v Casopise Science ¢lanok B.
Mandelbrota How long is the coast of Britain?, ukazalo sa, Ze fraktdly nie su iba vytvorom
matematickej imaginacie, ale je mozné pouzit’ ich na opis prirodnych javov. O desat’ rokov neskor v
knihe Fraktilna geometria prirody (Mandelbrot 1977) Mandelbrot upozornil na skuto¢nost, Ze aj
mnohé d’alsie prirodné utvary ako oblak ¢i koruna stromu sa podobaju fraktalom. Rad javov, ktoré

veda dovtedy ignorovala ako amorfné, sa stdvaju predmetom matematického opisu:

»Preco je geometria casto oznacovana ako ,,chladna* a ,,suchd*? Nuz jeden z dovodov
spociva v jej neschopnosti opisat’ také tvary, ako su tvar oblaku, hory, linie pobrezia
alebo stromu. Oblaky nie su gule, hory nie su kuzele, pobrezie nie je tvorené oblikmi
kruznic. Kora stromu nie je hladka a ani blesk si nerazi svoju cestu priamo... Existencia
takychto tvarov nds vyzyva, aby sme Studovali to, co Euklides ponechal stranou ako
s beztvare“, vedie nas k morfologii ,,amorfného . Doposial’ sa matematici tejto vyzve
vyhybali.* (Mandelbrot 1977, s. 13)

A skutocne, ked sa pozrieme na techniky generovania tvaru, ktoré ponuka iterativna geometria,
zistime, Ze dokazu vygenerovat’ Utvary, ktoré su na nerozoznanie od tvaru koruny stromu, listu
paprade, morského brehu ¢i reliéfu pohoria. Prostriedkami iterativnej geometrie mozno verne opisat’
skutocné prirodné tvary. Nie je tazké nahliadnut’, Zze pomocou aparatu analytickej geometrie nie je

mozné vytvorit’ takéto tvary. Pritom vztah iterativnej geometrie a prirodnych tutvarov je pomerne
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prirodzeny, ked si uvedomime, Ze kazdy mnohobunkovy organizmus je vysledkom iterativneho
procesu delenia buniek. Preto je prirodzené, ze geometricky jazyk, ktory svoje objekty generuje
pomocou iterovania urcitej operacie, sa hodi na opis geometrie zivého. N4jdenie jednoty v tvaroch
ako plucne laloky, cievne systémy, koruny stromov ¢i listy paprade ilustruje integrativnu silu jazyka
iterativnej geometrie. Tam, kde predoslé jazyky videli iba nijako nesuvisiace, ndhodné amorfné tvary

iterativna geometria predklada poriadok a jednotu.

e) logické medze jazyka — otdzka konvergencie Fourierovych radov

Teéria Fourierovych radov zohrala délezitd ulohu pri vzniku iterativnej geometrie, ked’
poskytla dostato¢ne bohaty subor funkcii, ktoré vznikali ako limita procesu postupnych iteracii. V
teorii Fourierovych radov sa zrodil rad pojmov a metod iterativnej geometrie. Je vSak zaujimavé, ze
zodpovedanie otazky konvergencie Fourierovych radov si vynutilo vznik nového jazyka, lebo jazyku
iterativnej geometrie sa tato otazka vymyka. NaSe doterajsie skusenosti s vyvinom jazyka matematiky
umoziuju tejto okolnosti porozumiet’, a vidiet’ v nej skor pravidlo nez vynimku. S podobnou situaciou
sme sa stretli v stvislosti s analytickou geometriou. Ta sa sice zrodila vd’aka Descartovej vizualizacii
polynémov, ale nakoniec sa ukazalo, ze jazyk polyndémov je prili§ uzky a neumoznuje adekvatne
opisat’ fenomény, s ktorym sa stretavame v analytickej geometrii. Preto vznikol diferencialny a
integralny pocet, ktory je vhodnej$i na charakterizaciu roznych vlastnosti kriviek. Podobne mozno
vziat' priklad diferencidlneho a integrdalneho poctu. Ten sa sice zrodil na rieSenie problémov
suvisiacich s analytickou geometriou, ale nakoniec sa ukazalo, ze ked’ chceme ziskat’ jasno v otdzke
zakladnych pojmov diferencialneho a integralneho poctu, ukazuje sa rozumnejsie nasu intuiciu kotvit
nie v analytickej, ale v iterativnej geometrii. Zda sa teda, ze fragment, pomocou ktoré¢ho sme vnikli do
univerza urcitej novej re-prezentacie (v pripade iterativnej geometrie 10 bezpochyby boli Fourierove
rady) spravidla nie je vhodny na definitivne zodpovedanie otdzok, ktoré nastolil. Dizky mnohych
kriviek, zadanych pomocou jednoduchych polynémov, mozno vyjadrit’ iba pomocou transcendentnych
funkcii. Podobne otdzku, ¢i urcita diferencialna rovnica ma jednoznacné rieSenie sa da najrozumnejsie
zodpovedat’ Stadiom iteracii urcitého aproximativneho procesu.

Nesmie nas teda prekvapit, ze otazku konvergencie Fourierovych radov je mozné zodpovedat’

58



az pomocou aparatu tedrie mnozin. Potrebujeme predovSetkym pojem Lebesgueovho integralu, na
ktorom je zaloZena cela moderna teéria Fourierovych radov, a tento pojem predpoklada tedriu miery.
Preto mozno povedat, Zze otazka konvergencie Fourierovych radov prekracuje logické medze jazyka
iterativnej geometrie. Logick4 sila tohto jazyka nie je postacujuca na zodpovedanie danej otazky.
Medzi tedriou mnozin a tedriou Fourierovych radov existuje aj zaujimava historicka stvislost’. Bolo
to prave skiimanie konvergencie Fourierovych radov, ktoré priviedlo Georga Cantora k objavu teorie
mnozin. Ako poznamenal Ernst Zermelo, editor Cantorovych zobranych spisov, v komentari k praci
Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen (Cantor 1872): ,v

teorii trigonometrickych radov vidime miesto zrodu cantorovskej teorie mnozin®.

f) expresivne medze jazyka — nemeratelné mnoZiny

Aj ked’ pohl'ad na bohatstvo fraktalov moéze zvadzat' k dojmu, Ze jazyk iterativnej geometrie
umoziuje definovat’ na realnej osi l'ubovolnti mnozinu, predsa len existuji mnoziny, ktoré sa nedajt v
ramci tohto jazyka definovat. Su to tzv. nemeratelné mnoziny, ktorych existencia je zabezpecena
axiomou vyberu. Prave nekonstruktivny charakter axidomy vyberu je pri¢inou, preco mnoziny, ktoré je
mozné pomocou tejto axiomy definovat’, sa nedaju vytvorit pomocou iterativneho procesu. Takto

existencia nemerate'nych mnozin poukazuje na expresivne medze jazyka iterativnej geometrie.

1. 1. 7 Predikdtovy pocet

Dejiny logiky ako samostatnej discipliny, zacinaju v staroveku. V antickom Grécku, kde
logika tvorila sucast’ filozofie, sa zrodili dve samostatné logické tradicie. Jedna z nich siaha svojimi
korenmi k Platonovej akadémii a kodifikoval ju Aristoteles v diele Organon. Z moderného hl'adiska
mozno aristotelovsku tedriu charakterizovat’ ako teoriu inkluzie tried (zahihajucu aj elementy teorie
kvantifikdcie). Vdaka Aristotelovmu vplyvu v stredoveku tato tradicia predstavovala dominantny
prad a mala rozhodujtci vplyv na rozvoj logiky v novovekej Europe. Druha anticka tradicia je spojena
so stoickou skolou a z moderného hl'adiska ju moZzno charakterizovat’ ako zaklady vyrokového poctu
(predovsetkym teorie logickych spojok). Aj ked v antike v dosledku antagonizmu medzi ¢lenmi

peripatetickej a stoickej Skoly, sa tieto dve tedrie povazovali za nezlucitelné, blizSie k pravde je, ze sa
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dopiiiali a spolo¢ne pokryvali velku ¢ast’ elementarnej logiky. Po intenzivnom rozvoji logiky v antike
nastava v tejto oblasti po dobu stredoveku a raného novoveku uréity utlm. Nemozno ho povazovat’ za
stagndciu, lebo napriklad v oblasti modalnej logiky boli v stredoveku dosiahnuté pozoruhodné vykony
(pozri Kneale a Kneale 1962). Vacsina vydobytkov stredovekej logiky vSak bola v novoveku, v
dosledku odmietania scholastického $tylu uvazovania, takmer iplne zabudnuta. Aristotelova autorita
pritom sposobila, ze eSte aj George Boole povazoval tedriu sylogizmov za definitivne slovo v logike, a
svoj prinos videli iba v prepise aristotelovskej logiky do algebraickej symboliky.

Aj ked’ Boole nespochybiioval aristotelovsku logiku, vyznam jeho The Mathematical Analysis
of Logic z roku 1847 bol v tom, Ze priniesol do vzajomného kontaktu logiku so symbolickym jazykom
algebry. Pokusov v tomto smere bolo uz niekol’ko (Leibniz, Euler), avSak tie sa nedostali za hranice
vSeobecnych téz a niekol’kych elementarnych prikladov. Naproti tomu Booleovi sa podarilo vytvorit’
fungujuci kalkul, ktory dodnes pouzivame pod nazvom Booleova algebra. Navyse z Booleovych
myslienok vyrastla cela tradicia, nazyvana algebra logiky, reprezentovana vyznamnymi menami ako
Augustus de Morgan, John Venn, William Stanley Jevons a Friedrich Schroder. Takto sa logika, ktora
bola dovtedy povazovana za filozoficku disciplinu, dostava do uzsieho kontaktu s matematikou. Tento
kontakt sa ukazal vel'mi plodny, a to nielen pre filozofiu, ale aj pre matematiku. Doslo k nemu totiz v
priaznivej dobe, v obdobi, ktoré sa zvykne oznacovat ako kriza zakladov matematickej analyzy. Objav
patologickych funkcii, ktoré otriasli intuitivne predstavy, ktoré matematici dovtedy spajali s pojmami
ako funkcia, krivka alebo derivacia, viedol k presvedceniu, Ze z0 zakladov matematickej analyzy je
potrebné odstranit’ intuitivnu argumentaciu. Ako nahrada za kalkulativne intuicie a geometricky
nazor, na ktorych boli postavené zéklady matematickej analyzy, sa stale viac do popredia dostavala
prave logika. Aby logika mohla prevziat’ tlohu, ktora sa pre fiu v matematike ¢rtala, bolo nevyhnutné
zmenit' vzt'ah matematiky a logiky.

Logici ako Boole a Schroder povazovali aristotelovsku logiku v zasade za spravnu artikulaciu
logickych principov. I$lo im len o to tradi¢nu logiku zapisat’ pomocou algebraickej symboliky a tym
ju spristupnit’ matematickému sktmaniu. Chceli teda pouZit’ jazyk matematiky na upresnenie

principov logiky. Zasadne iny pohlad na logiku je spojeny s Bernardom Bolzanom, Gottlobom
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Fregem, Richardom Dedekindom a Giuseppe Peanom. Tito matematici prinasaju obratenie vysSie
uvedeného vztahu ked’ chcu pouzit’ logiku ako nastroj na upresnenie zakladov matematiky. Téato
zmena pristupu viedla k prekvapujicemu odhaleniu. Prostriedky aristotelovskej logiky nielen Ze
nepostacuji na vybudovanie zakladov matematickej analyzy (to neprekvapovalo, ved boli vytvorené
davno pred vznikom tejto discipliny), ale nepostacuju dokonca ani na analyzu jednoduchych tvrdeni
elementarnej aritmetiky, ako je napriklad tvrdenie

2+3 = 5.
Podla Aristotela ma kazdy sud subjekt-predikatova stavbu. Ukazuje sa vSak, Ze uvedené tvrdenie

nemozno jednoznac¢ne rozlozit’ na subjekt a predikat. Existuje aspon 6 moznosti, ako to urobit”:

. subjektom je Cislo 2 a tvrdime o fiom, Ze pripoc¢itanim 3 z neho vznikne 5.
. subjektom je Cislo 3 a tvrdime o fiom, Ze jeho pripocitanim k 2 vznikne 5.
. subjektom je Cislo 5 a tvrdime o iom, Ze je suctom 2 a 3.

. subjektom je stcet 2 + 3 a tvrdime o fiom, Ze je rovny 5

. subjektom je operacia + a tvrdime o nej, Ze aplikovana na 2 a 3 dava 5.

. subjektom je vztah = a tvrdime o fiom, Ze plati medzi ¢islami 2 + 3 a 5.

o Ol W —

Tato nejednoznacnost’ znamend, ze rozklad sudu na subjekt a predikat nie je zalezitostou logiky, ale
rétorického dérazu. Kazdy z uvedenych rozkladov sudu na subjekt a predikat zvyraznuje iny aspekt
stdu, aj ked’ z logického hl'adiska na obsahu sudu ni¢ nemenia. So subjekt-predikatovou stavbou sudu
je uzko spojena aj Aristotelova tedria kvantifikacie. Podl'a Aristotela kvantifikacia uruje rozsah, v
akom o subjekte tvrdime predikat. Aristoteles deli sudy na v§eobecné, partikularne a jedinecné podl'a
toho, ¢i predikat tvrdime o vSetkych, o niektorych alebo o jedinom subjekte. Takto je v kazdom
tvrdeni mozné kvantifikovat’ iba jedina ,,premennu‘, a to ti, ktora je v tlohe subjektu. Samozrejme,
nie¢o takého potrebam matematickej analyzy ani zd’aleka nepostacuje.

Roku 1879 vydava Frege pracu Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete
Formelsprache des reinen Denkens obsahujucu novy symbolicky jazyk, ktory dnes nazyvame
predikatovym poctom. Kym aritmetika manipuluje s ¢islami, algebra s ,,pismenami® a matematicka
analyza s nekone¢ne malymi veli¢inami, Frege vytvara kalkul pre logické operacie s pojmami a
sudmi. Asi najdolezitejSou Fregeho inovaciou oproti Aristotelovskej logike bolo nahradenie subjekt-

predikatovej stavby sudu argument-funkcionalnou stavbou ¢o mu umoznilo radikalne rozsirit
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moznosti teorie kvantifikacie. Kym Aristoteles dokazal kvantifikovat’ iba jediny argument (subjekt
sudu) vo Fregeho pojati je v jednom stide mozné kvantifikovat' viaceré argumenty. Pri budovani
predikatového poctu postupoval Frege axiomaticky. Systém axiom ktory predlozil, bol pozoruhodny
tym, Ze ako ukazal Godel 0 polstoro¢ie neskor, bol uplny. Okrem toho az na maly detail, ktory objavil

Lukasiewicz (axidomu 3 mozno dokazat’ pomocou axiom 1 a 2) boli Fregeho axiomy aj nezavislé.

a) logicka sila jazyka — dokaz uplnosti vyrokového a predikatového poctu

V klasickej matematike bol matematicky dokaz chipany intuitivne ako presvedcivy, spravny a
nevyhnutny argument. Pritom sa vSak niekedy stavalo, ze dokazy, ktoré sa zdali presvedcivé jednej
generacii matematikov, nasledujiica generdcia odmietla. Takyto osud postihol napriklad dokazy
zaloZené na manipuléaciach s nekonecne malymi veli¢inami. Mnohé Leibnizove ¢i Eulerove dokazy sa
v priebehu dvoch generacii ocitli v nemilosti a matematici ako Cauchy a Weierstrass ich nahradili
uplne inymi argumentmi. Podobny osud postihol dokonca aj Euklida, ktory bol po starocia
povazovany za vzor logickej argumentacie. Moritz Pasch si vS§imol, ze ked’ Euklides konstruuje stred
useCky, vyuziva skutoCnost, ze kruznice opisané z koncovych bodov danej Gsecky s polomermi
rovnymi diZke tejto useky, sa navzajom pretni. Ale medzi Euklidovymi postulatmi sa nenachadza
ziaden postulat, ktory by zarudoval existenciu priese¢nika kruznic.'® Existenciu priese¢nika kruznic je
teda skryty predpoklad, na ktorom, popri postulatoch a axiomach stoji euklidovska geometria. Neskor
sa ukazalo, Ze to ani zd’aleka nie je jediny skryty predpoklad.

Manipulovanie s objektmi pochybného statusu (ako boli nekone¢ne malé veli¢iny) ¢i
pouzivanie skrytych predpokladov (ako bol predpoklad o existencii priese¢nika kruznic) su dve
krajnosti, medzi ktorymi sa nachadza cela Skala prechodov. Preto, prisne vzaté, klasicka matematika si
nikdy nemohla byt’ Uplne ist4, ¢i tvrdenia ktoré ,,dokazala®, s skuto¢ne dokazané. Vylucit' podobné
pochybnosti bolo Fregeho ciel'om pri tvorbe jeho kalkulu. Fregemu sa podarilo exaktne matematicky
charakterizovat’, ¢o je to dokaz. V Begriffsschrifte do tej miery sformalizoval jazyk matematiky, ze
logicku argumentaciu bolo mozné premenit’ na formalnu manipulaciu so symbolmi. Na rozdiel od
svojich predchodcov ked’ Frege ni¢o dokazal, mohol si byt isty, Zze uz nik v jeho dokaze nenajde

chybu.! Logicky dokaz, ktory generacie matematikov chapali vo viac alebo menej intuitivnej forme,
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Frege premenil v exaktny matematicky pojem. Preto ako ilustraciu logickej sily predikatového poctu
mozno vziat dékaz uplnosti vyrokového poctu, ktory predlozil roku 1926 Paul Bernays a doékaz

uplnosti predikdatového poctu, predlozeny roku 1930 Kurtom Godelom.

b) expresivna sila jazyka — upresnenie zdkladnych pojmov klasickej matematiky

Expresivna sila jazyka predikatového poctu spociva v jeho schopnosti definovat’ zakladné
pojmy klasickej matematiky. Casto si to vyziadalo robit jemné rozlienia. Napriklad rozdiel medzi
bodovou a rovnomernou konvergenciou funkcionalnej postupnosti spociva v poradi kvantifikatorov.
Samozrejme, matematici pouzivali tieto pojmy davno pred vznikom formalnej logiky. Ale Cauchyho
mylny dokaz tvrdenia, ze limita konvergentnej postupnosti spojitych funkcii musi byt’ spojita funkcia
ukazuje, ze ani matematici Cauchyho formatu nedokazali tieto jemné rozdiely vzdy jasne udrzat
(pozri Edwards 1979, s. 312). Viaceré pojmy tedrie funkcii realnej premennej a funkcionalnej analyzy
su bez aspoii Ciastocnej formalizicie nezvladnutelné. Dnes sa zapis definicii zakladnych pojmov
matematickych teorii prostriedkami formalnej logiky stal do tej miery samozrejmost'ou, Ze si ho ani
neuvedomujeme. Ale ked” siahneme po dejinach niektorej dostatocne komplikovanej matematickej
discipliny, zistime, Ze jej vyvin bol ¢asto brzdeny nejasnostami v zakladnych pojmoch, ktoré mozno
vpisat’ na vrub neformalneho sposobu prace so zadkladnymi pojmami. Nie ndhodou dal A. F. Monna

knihe o dejinach Dirichletovho principu podtitul ,,matematicka komédia omylov* (Monna 1975).

¢) explanatoricka sila jazyka — objasnenie otdazok filozofie matematiky

Matematici uz dlhSiu dobu narazali pri svojej praci na rézne otdzky filozofického charakteru.
Problematika piateho Euklidovho postulatu a objav neeuklidovskych geometrii priniesli rad otazok o
vzt'ahu matematického poznania ku skutocnosti, o jeho pravdivosti a jednoznacnosti. V priebehu 19.
storocia boli tieto otdzky diskutované z roznych pozicii. (Dobovy obraz tejto diskusie mozno najst v
Russell 1897.) Vznik formalnej logiky umoznil uvedené otazky exaktne formulovat ako problém
konzistentnosti, nezavislosti a tplnosti suboru axiom. Podobne pri aritmetizacii matematickej analyzy
vznikla otazka, ¢i aritmetiku mozno d’alej redukovat’ na logiku, alebo ¢i prirodzené Cisla predstavuju

samostatny, od logiky nezavisly subor objektov, ktoré treba charakterizovat’ mimologickymi
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axiomami, podobne ako zakladné pojmy geometrie. Vznik matematickej logiky zdsadne zmenil
situaciu v oblasti filozofie matematiky. Umoznil exaktne sformulovat’ cely rad filozofickych otazok a
poskytol silné néstroje na ich skimanie. Mozno preto povedat, ze vd’aka metddam formalnej logiky sa
zésadne prehibilo nase porozumenie filozofie matematiky. Pokrok vo filozofii matematiky je tak

jednou z ilustracii explanatorickej sily jazyka predikatového poctu.

d) integrativna sila jazyka — programy zakladov matematiky

S formalizdciou jazyka matematiky uzko suvisia tri programy zékladov matematiky.
Spociatku sa zrodili v oblasti aritmetiky, ako tri zdsadne odlisné pokusy o odpoved’ na otazku, ¢o su to
¢isla. Frege sformuloval v Zdkladoch aritmetiky (Frege 1884) logicisticky program, podla ktorého
aritmetika nema vlastny predmet skiimania, ale je sucastou logiky. Ked exaktne sformulujeme
principy logiky, bude z nich podl'a Fregeho mozné odvodit’ celu aritmetiku. O nieco neskor Peano v
Arithmetices principia nova methodo exposita (Peano 1889) predlozil formalisticky program, podla
ktorého ¢isla st samostatné matematické objekty nezavislé od logiky. Na ich presnu charakterizaciu,
podobne ako na charakterizaciu zakladnych pojmov geometrie, potrebujeme mimologické axidomy.
Treti program, iniciovany Dedekindom v praci Was sind und was sollen die Zahlen? (Dedekind 1888),
mozno nazvat’ teoreticko-mnoZinovym programom. Tvoril strednt poziciu medzi Fregem a Peanom.
Dedekind navrhoval vybudovat aritmetiku na baze tedrie mnozin, pricom ¢isla povazoval za
kardinality mnozin. S Peanom sa zhodoval v tom, ze mnoziny charakterizoval pomocou suboru axiém
(z ktorych viaceré pouzivame aj dnes). S Fregem sa zas zhodoval vtom, Ze Cisla nepovazoval za
primitivne objekty, ale navrhol ich redukciu na eSte primitivnejsi zaklad, ktorym bola tedéria mnozin.
Dedekind ju nazyval teoria systémov a povazoval za sucast’ logiky.

Ale nech sa rozhodneme pre ktorykol'vek z tychto programov, nemozno popriet’, Ze uvedené
programy su manifestaciou integrativnej sily jazyka predikatového pocétu. Bol to rozvoj tohto jazyka,
ktory umoznil Fregemu pomysliet’ na redukciu pojmu ¢isla na logické principy, podobne Peanovi a
Dedekindovi umoznil sformulovat’ ich axiémy. Pri rozpracovavani svojich programov Frege,

Dedekind aj Peano prispeli k rozvoju matematickej logiky: Frege vytvoril predikatovy pocet, od Peana
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pochadza vel’ka Cast’ sucasnej logickej symboliky a Dedekind vytvoril prvi rekurzivnu definiciu.

Ked’ sa neskdr ukazalo, ze uvedené programy si v ich povodnej podobe neuskutocnitelné
kvoli paradoxom objavenym Bertrandom Russellom roku 1902, vsetky tri programy zékladov
aritmetiky boli podrobené zasadnym reviziam a v tejto revidovanej podobe boli rozsirené na celt
matematiku. Whitehead a Russell revidovali logicisticky program a rozpracovali ho v Principia
Mathematica. Peanovho formalistického programu sa ujala Hilbertova Skola a predlozila variantu
Peanovych axiom, ktord nevedie k logickym paradoxom. A Dedekindovu variantu zdkladov aritmetiky
zabudoval Zermelo do axiomatickej vystavby teérie mnozin. Takto sa z troch programov zakladov
aritmetiky zrodili programy pre zaklady celej matematiky. Ale ¢i uz vo svojej pévodnej podobe alebo
v revidovanom tvare mozno uvedené programy povazovat za vyjadrenie integrativnej sily jazyka
predikatového poctu. Jednota, ktori v matematike nachadzaju, je jednotou logickej metddy, jednotou

prameniacou z integrativne;j sily jazyka, ktory vytvoril Frege.

e) logické medze jazyka — logické paradoxy

Princip do seba zapadajucich intervalov, na zdklade ktorého budoval matematicka analyzu
Cauchy, je principom iterativnej geometrie. Je to princip, ktory hovori, Ze ur€ity iterativny proces ma
vzdy limitu a Ze touto limitou je jediny bod. Cauchy tak roku 1821 preniesol problém zikladov
diferencialneho a integralneho poctu na bedra iterativnej geometrie. Postupne, ako sa zacali hromadit’
rozne ,,patologické” funkcie, matematici si zacali uvedomovat bohatstvo, ktoré v sebe iterativne
procesy skryvaja. Preto aj ked’ nebolo dévodov spochybniovat’ platnost’ principu do seba zapadajucich
intervalov, zrodila sa snaha zalozit’ matematicka analyzu na pevnejsich zédkladoch nez aké poskytuje
tento geometricky princip. Okolo roku 1872 sa Dedekind, Weierstrass a Cantor nezavisle od seba
pokusili vybudovat’ tedriu realnych ¢isel, ¢im zahajili proces aritmetizacie matematickej analyzy.

Podstatou tychto konstrukcii bolo explicitne vybudovat’ realne ¢isla, a tak vytvorit' zaklad z
ktorého bude mozné Cauchyho princip dokazat’. Vsetky tri konsStrukcie vS§ak maji jeden nedostatok.
Obsahuju predpoklad existencie uréitého aktudlne nekoneéného stuboru objektov (pri Dedekindovej
konstrukcii je to mnozina racionalnych cisel, u Cantora a Weierstrassa je to mnozina postupnosti

racionalnych ¢isel). Aj ked’ predpoklad existencie mnoziny racionalnych ¢isel vyzera na prvy pohlad
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neSkodne, niektorym matematikom Sa zdala otazka uchopenia nekone¢ného suboru objektov nie
dostato¢ne jasna. Preto Dedekind (1888), Peano (1889) a Frege (1893), opdt nezdvisle od seba,
predlozili tri alternativne spdsoby vybudovania prirodzenych c¢isel, ako kanonického nekonec¢ného
stiboru objektov. Zdalo sa, Ze v tomto okamihu je praca, ktorti zacal na zaciatku storo¢ia Cauchy,
definitivne zaviSend a matematicka analyza stoji konecne na neotrasitelnych zakladoch. Ale tu sa
vynorili paradoxy a celé stavba zakladov matematickej analyzy sa zrutila.

Prvy paradox objavil roku 1901 Bertrand Russell vo Fregeho systéme (pozri van Heijenoort
1967 s. 124). Frege bol objavenim sa paradoxu vo svojej teorii prekvapeny a upozornil na skuto¢nost,
ze rovnaky paradox sa vyskytuje aj v Dedekindovom systéme. Toto Fregeho konstatovanie mozno
doplnit’ poznamkou, Ze rovnaky paradox mozno odvodit’ aj v Peanovom systéme (Gillies 1982, s. 83-
93). To ukazuje, ze paradoxy nie su désledkom nedoslednosti uvedenych autorov. Ich systémy su totiz
konceptualne natol’ko vzdialené, ze vyskyt rovnakého paradoxu u vsetkych svedci skor o logickych
medziach jazyka, ako o neddslednosti jeho uzivatel'ov. Problém bol v tom, ze vSetci traja pouzivali
logiku druhého radu, a paradoxy vyvieraju z prili§ vol'ného pouZzivania funkcii a predikatov druhého
radu. Logické paradoxy su tak do istej miery analogické s paradoxmi v algebre (casus irreducibilis).
V algebre spocivala zékladna inovacia v zavedeni implicitnych funkcii prvého radu (ako napriklad
odmocniny) a algebraické paradoxy pramenili s prili§ vol'ného pouZivania tychto funkcii. Preto krizu
zakladov, ktora nastala, mozno povazovat za prejav logickych medzi jazyka predikatového poctu.

Vsetky tri prady zékladov matematiky sa z krizy zakladov vymanili. Toto vymanenie vSak
bolo dosiahnuté s pomocou vyrazovych prostriedkov silnejSieho jazyka. To pripomina algebru, ktorej
pomohol vybrdnut’ z paradoxov spojenych s casus irreducibilis az novy jazyk analytickej geometrie,
ktory poskytol v podobe komplexnej roviny model pre systém komplexnych Cisel. Na tomto modeli
matematici mohli vybudovat’ sémantiku pre paradoxné vyrazy a naucit’ sa s nimi bezpec¢ne narabat’. V
pripade logickych paradoxov bola situacia podobna. Opét’ bol vytvoreny silnejsi jazyk, jazyk teorie
mnozin (alebo tedrie typov ¢i 'ubovolny s nimi ekvivalentny extenziondlny jazyk), ktory umoznil

odlisit’ paradoxné vyrazy od vyrazov normalnych.

1) expresivne medze jazyka — nevplnost aritmetiky
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Napriek tomu, Ze pomerne vel’ka ¢ast’ matematiky je mozné formalizovat’ pomocou logickych
kalkulov, ukazuje sa, Ze takato formalizacia ma svoje medze. Na tieto medze narazil Kurt Godel roku
1931, ked’ sa po tspesnom dokaze tplnosti predikatového poctu usiloval dokazat tiplnost’ aritmetiky.
Jeho pokusy vyustili nakoniec do jedného z najprekvapujucejsich vysledkov matematiky 20-teho
storoCia, do objavu neuplnosti aritmetiky a s tym stvisiaceho objavu nedokazatelnosti konzistentnosti
aritmetiky. Prostriedky, pomocou ktorych Goédel svoje vysledky dosiahol prekracuju medze jazyka
predikatového poctu. Godel vyuziva novy typ symbolického jazyka, jazyk teorie vypocitatel'nosti
(resp. teodrie rekurzie). Preto dokazy neuplnosti a nedokazatelnosti konzistentnosti uz nespadaji do
oblasti predikdtového poctu. AvSak samotné tieto vysledky mozno povazovat za vykreslenie
logickych medzi jazyka predikatového poctu. Situdcia je tu teda podobna, ako v mnohych predoslych
pripadoch. Jazyk nasledujuceho Stddia umozituje vytvorit’ jasnejSiu predstavu o hraniciach daného
jazyka. Podobne aj jazyk algebry ukazal nerieSitelnost’ trisekcie uhla, a tym vyty¢€il expresivne medze
jazyka syntetickej geometrie, ¢i jazyk diferencidlneho a integralneho poctu umoznil dokazat
transcendentnost’ ¢isel ako m, ¢im vytyc€il expresivne medze jazyka algebry. Z hladiska samotného
jazyka, ktorého medze sa vytyCuju, su tieto medze neuchopitelné. Prejavuju sa iba v tom, Ze vSetky
pokusy o dokaz uplnosti aritmetiky, z neznamych pri¢in krachuji. Samotny jazyk predikatového
poctu, v ktorom sa o tieto dokazy matematici pokusali, v§ak neumoznuje pochopit’, pre€o. Az Godel,
tym, Ze vypracoval pozoruhodnu metédu kodovania, a vybudoval zéklady tedrie rekurzivnych funkcii,

vytvoril jazykové prostriedky, ktoré umoznili tuto hranicu presne vymedzit'.

1. 1. 8 Teoria mnoZin

Nekonecno fascinuje ¢loveka od nepamiti. Predstava nekonecnej dial’ky obzoru ¢i nekonecne;j
hibky oceanu napiia Pudi pocitom bazne. Ked’ sa zrodila matematika ako presné, ostro vymedzené a
jednoznaéné poznanie, nekone¢no s jeho neuchopitelnostou a nejednoznaénostou sa ocitlo za
hranicami matematiky. Grékov ani nenapadlo, Ze by bolo mozné nekone¢no (nazyvané ameipov)
spravit predmetom matematického skiimania. Pytagorejci, Platon aj Aristoteles popierali moznost’

matematicky opisat’ ameipov. Situicia sa zacala menit v stredoveku, ked” bol atribit nekonecna
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pripisany Bohu, ¢im sa oslabila nejasnost’, nejednozna¢nost’ a neuchopitelnost, tradi¢ne spajana s
nekone¢nom (pozri Kvasz 2004). Boh je dokonaly, a preto musia byt dokonalé aj jeho atributy, medzi
nimi aj nekoneéno. Nekonetno bolo zbavené negativity, ktord mu pripisovala antika. ,,Stidium
nekonecna tak dostalo vzneseny zmysel; stalo sa sucastou teologie a nie prirodovedy.”“ (Vopénka
2000, s. 328). S nastupom renesancie si toto oCistené a presvetlené nekonecno zacalo kliesnit’ cestu z
teologie do matematiky. Ako ilustraciu tohto procesu mozno uviest' knihu O ucenej nevedomosti od
Mikul4dsa Kuzéanskeho, ktory sa uvahami o nekone¢nom trojuholniku pokuaSa o matematické
objasnenie toho, ako nieco moze byt sti¢asne tri aj jedno, a teda o pochopenie trojjedinosti Boha:

., Uz je totiz zname, Ze najvicsie a nekonecné moze byt len jedno. Dalej je zndme — kedze

sucet dvoch stran akéhokolvek trojuholnika neméze byt mensi ako tretia strana — Ze ked

ide o trojuholnik, ktorého jedna strana je nekonecna, druhé dve spolu nie su mensie. A

pretoze akakolvek cast' nekonecna je nekonecna v pripade, ked je jedna strana

trojuholnika nekonecna, nevyhnutne musia byt aj ostatné strany trojuholnika nekonecné.

A pretoze viac nekonecnych nemodze byt, nadpochopitelne chapes, Ze nekonecny

trojuholnik nemoze pozostavat z viacero ciar, hoci je to najvdcsi a najskutocnejsi
trojuholnik, je nezloZeny a uplne jednoduchy.* (Kuzansky 1440, s. 54).

Tento citat uvddzame nie kvoli tomu, aby sme analyzovali korektnost’ a presvedcivost’ argumentacie.
Chceme nim skor ilustrovat’ obrovsku cestu, ktora preslo europeske myslenie od ¢ias antiky. Sloboda,
s akou Kuzansky nardba s pojmom nekonecna je pozoruhodna. Po tom, ako sa vdaka teologii
prelomila bariéra, ktora oddelovala matematiku a nekone¢no, zaCina sa postupna premena celej
matematiky. Euklidova e13¢€iwa (rovna ¢iara) zacina byt vnimana ako usecka, teda ako nieco useknuté
z vacsieho celku. Tym vacsim celkom je samozrejme priamka, ktora je chapana ako nekoneéna. Kym
podl'a druhého postulatu bolo v antickej] matematike nutné rovnu ciaru neustdle predlzovat, v
renesancii, slovami Petra Vopénku, priamka do nekone¢na dobehla. Podobne Demokritove atomy,
ktoré ozivaju u Keplera a Cavalieriho v podobe nedelite'nych, boli potom v 17. storo¢i nahradené

nekonecne malymi veli¢inami.

Vpad nekonec¢na do matematiky, umozneny zmenou postoja voci nekonec¢nu, bol neustale
sprevadzana kritikou. Mnohym ucencom v 17. a 18. storoci pripadali manipulacie s nekonec¢ne
malymi veli¢inami podozrivé a ¢asto chybné. Preto sa pomerne skoro zacal protipohyb, zamerany na

eliminaciu nekonecne malych veli¢in z matematiky. Po pokusoch z konca 18. storocia (Carnot 1797,
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Lagrange 1797) sa tspe$nou ukazala cesta eliminacie nekone¢ne malych, nazna¢ena Bolzanom v praci
Rein analytischer Beweis... (Bolzano 1817) a rozpracovana Cauchym v jeho Cours d’Analyse de
I’Ecole Polytechnique (Cauchy 1821). Cauchymu sa podarilo eliminovat’ nekone¢ne malé veliginy z
matematickej analyzy.’> Svoje uvahy viak, podobne ako Bolzano, zalozil na intuitivnom pojme
kontinua. Polstoro¢ie po Cauchym Dedekind, Cantor a Weierstrass, predlozili konstrukcie realnych
Cisel, ¢im cheeli zavisit’ cestu zapocata Cauchym. Tieto konstrukcie, napriek tomu, Ze boli vytvorené
nezavisle od seba, mali Cosi spolocné. Vsetci traja postulovali existenciu urcitého nekonecného
suboru objektov. To naznacovalo, Ze pojem nekonecna nebude mozné zo zakladov matematiky tak
jednoducho vylucit. Aj ked’ z matematiky vylucili nekone¢ne malé a nekone¢ne vel'ké ¢isla, podarilo

sa to len za cenu, Ze do nej zaviedli aktualne nekonecné stibory.

Dedekind sa vyrovnava s problémom nekoneénych stiborov v knihe Was sind und was sollen
die Zahlen (Dedekind 1888), v ktorej podal definiciu nekone¢nej mnoziny, ktort pouzivame dodnes
(mnozina je nekonec¢na ak ju mozno jedno-jednoznacne zobrazit’ na jej Cast’). Cantor dospel k teorii
mnozin pracou na zakladoch teérie Fourierovych radov. Jeho hlavné dielo vychadza roku 1883 pod
nazvom Grundlagen einer allgemeiner Mannigfaltigkeitslehre — Ein mathematisch-philosophischer

Versuch in der Lehre des Unendlichen (Cantor 1883). V tomto diele podava definiciu pojmu mnozina:
Varietou alebo mnozinou (Mannigfaltigkeit oder Menge) rozumiem vo vseobecnosti
kazdé mnohé, ktoré mozno mysliet ako jedno, to jest kazdy subor urcitych prvkov, ktory

mozno spojit do jedného celku pomocou zdkona, a verim, Ze tym definujem cosi pribuzné
Platénovmu 160 alebo 1dea”.

Cantorove prace z tedrie nekonecnych mnozin nasli spociatku iba minimalnu podporu a viaceri
vplyvni matematici, ako Ernst Kummer ¢i Leopold Kroncker, sa stavali proti nej (pozri Dauben 1979,
S. 133-140). Cantorove nézory isli proti celkovému trendu matematiky tych cias, ktorym bola snaha o
eliminaciu nekonec¢na zo zakladov matematiky. Tento trend bol eSte vyznamne posilneny objavom
Russellovho paradoxu z roku 1902. Mnohi matematici si mysleli, Zze pojem aktualneho nekonecna,
ktory sa do matematike vkradol v obdobi renesancie z teologie, je cudzi duchu matematiky a preto ho
treba z matematiky vylucit. Ako priklad mozno uviest nazor Henri Poincarého: ,,Aktudlne nekonecno

neexistuje;, Cantorovci to zabudli a preto sa dostali do kontradikcii* (Poincaré 1908, s. 179).
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Russellov paradox sa zvykne ¢asto formulovat’ ako paradox mnoziny vSetkych mnozin. Preto
by mohol vzniknat’ mylny dojem, Ze ide o paradox Cantorovej tedrie mnozin. Cantor si vSak bol plne
vedomy problematickosti suboru vSetkych mnozin, ktory oznacoval terminom Absolatno. V désledku
teologickej interpretacie Absolutna, ktoré stotoznil s Bohom (pozri Dauben 1979, s. 120-148), sa
Cantor vzdal formulovania matematickych tvrdeni o Absolutne. Teologicka interpretacia tak ochréanila
Cantora od protireéeni. Tedria mnozin sa vyznacovala tym, Ze nekonecno tematizovala, ale rovnaké
paradoxy sa ukdzali aj v Peanovom formalistickom ¢i Fregeho logicistickom pristupe k zakladom
matematiky (pozri Gillies 1982). Preto Poincarého utok na ,,Cantorovcov* bol neopravneny; tedria

mnozin nebola na tom o ni¢ horSie ako ostatné pristupy k zakladom matematiky.

Teéria mnozin si postupne ziskala popularitu medzi matematikmi, pracujicimi v oblasti teorie
funkcii redlnej premennej, tedrie miery a vseobecnej topologie. Tieto discipliny zaznamenali koncom
19. a zacCiatkom 20. storocia burlivy rozmach, a tak stale viac matematikov zacalo pouzivat’ pojmy a
metddy teorie mnozin. Roku 1908 Ernst Zermelo v praci Untersuchungen iiber die Grundlagen der
Mengenlehre nasiel sposob, ako sa mozno vyhnut' paradoxom. Analyzou prac Dedekinda a Cantora
Zermelo explicitne sformuloval principy, ktoré st potrebné pre tvorbu mnozin. Sformuloval ich vSak
sposobom, ktory nepriptstal vytvorenie paradoxnych objektov, analogickych k systému vsetkych
mnozin. (Rozbor jednotlivych axiém mozno najst’ v Fraenkel a Bar-Hillel 1958). Vd’aka Zermelovi sa
teéria mnozin skonsolidovala v kratkom &ase §iestich rokov po objave paradoxov™ a vydobyla si

postavenie vyznamnej matematickej discipliny s pozoruhodnymi vysledkami a metédami.

Dalsi zasadny posun v tedrii mnozin nastal roku 1914, ked’ vysla kniha Grundziige der
Mengenlehre Felixa Hausdorffa. Tato kniha zhina a rozvija vysledky, ktoré boli dosiahnuté v tedrie
mnozin. Hausdorff v nej po prvykrat definuje funkciu ako mnozinu usporiadanych dvojic. Dedekind,
Cantor i Zermelo povazovali mnoziny a funkcie za zasadne odlisné objekty. Hausdorffova definicia
usporiadanej dvojice je trocha tazkopadna a zaklada sa na predpoklade existencie dvoch Specialnych
objektov, ktoré Hausdorff oznacuje symbolmi 1 a 2. Pomocou nich definuje usporiadanu dvojicu ako
{{a, 1}, {b, 2}}. Definicia usporiadanej dvojice v tvare {{a}, {a, b}}, ktora nepouziva ziadne

Specialne objekty, pochadza od Kazimierza Kuratovského z roku 1921. Idea vylozit’ funkcie ako
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mnoziny predstavovala zasadny prelom smerom k zjednoteniu matematiky na mnoZinovych

zékladoch. Tedria mnozin sa stala jazykom v ktorom je vybudovana takmer cela moderna matematika.

a) logickad sila jazyka — schopnost dokazat konzistentnost infinitezimdlneho poctu

Aj ked’ tedria mnozin ma svoje korene v programe aritmetizacie matematickej analyzy, ktory
bol motivovany snahou odstranit’ z matematickej analyzy nekone¢ne malé veliCiny, je zaujimavé, Ze
jazyk tedrie mnozin viedol nakoniec k objavu, ktory umoznil postavit’ nekone¢ne malé veli¢iny na
pevné logické zaklady a tym ich rehabilitovat’. Prvia konstrukciu oboru nestandardnych redlnych Cisel
podal roku 1961 Abraham Robinson v ¢lanku Non-standard analysis (Robinson 1961). Robinsonov
model sa opiera o pojem ultrafiltra, ktorého existencia vyplyva z axiomy vyberu. Preto konstrukciu
hyperrealnych ¢isel, a na nej zalozeny dokaz bezospornosti tedrie nekone¢ne malych velic¢in, mozno
povazovat za ilustraciu logickej sily jazyka tedrie mnozin. Takto prostriedkami jazyka tedérie mnozin
(a na tomto jazyku zaloZenej tedrie modelov) sa podarilo vytvorit’ logické ziklady pre mnohé
Leibnizove a Eulerove ,,dokazy*. Tieto dokazy boli matematikmi po dobu viac nez jedného storocia
povazované za chybné, az kym Robinson ukézal, Ze su v poriadku, a ivodzovky si mdzeme odpustit’.
Nestandardna analyza, ktora sa zrodila z Robinsonovej konstrukcie, medziCasom priniesla rad

pozoruhodnych vysledkov a aplikécii (pozri Davis 1977, Albeverio 1986, a Arkeryd 1997).

b) expresivna sila jazyka — transfinitna aritmetika

Jednym z prekvapujucich Cantorovych objavov na ceste k tedrii mnozin bolo zistenie, Ze v
postupnom vytvarani tzv. derivovanych mnozin danej mnoziny P realnych ¢isel mozno pokracovat’ aj
po tom, ako sme uskutocnili tuto operaciu nekonecny pocet krat. Teraz nie je ddlezité, Co tato
operacia presne znamena (jej vyklad mozno najst’ v Dauben 1979, s. 41). Podstatné je, ze po tom, ako
Cantor vytvoril prvi derivovani mnozinu P’ a pomocou rovnakej operacie z tejto mnoziny vytvoril
druhii derivovanii mnozinu P’ @ tretiu derivovanii mnozinu P’’’, napadlo ho prediZit proces
postupnej tvorby derivovanej mnoziny aj za hranice poctu derivacii, ktory mézeme spocitat’ pomocou
prirodzenych ¢isel. Po technickej stranke to nie je az tak zlozité, pretoze medzi mnozinami P’, P,

P’’, ... plati zaujimavy vztah. Kazda mnozina P® je podmnozinou predoilej. Preto ked’ mame
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konecnii postupnost’ derivovanych mnozin P’, P", ..., P™ tak posledny &len tejto postupnosti P
mdzeme vyjadrit’ ako ich prienik:

n

pM = ﬂp(k) (6)
k=1
Ked namiesto kone¢nej postupnosti derivovanych mnozin P’, P, ... , P®™ mame nekonecni
postupnost P’, P”’, P’”’, ..., P®, ... Cantorovou ideou bolo vytvorit' analogicky prienik vietkych

¢lenov tejto postupnosti. Nekoneéna postupnost’ uz nema posledny ¢len, preto prienik vSetkych ¢lenov
vo vieobecnosti nebude rovny niektorej mnozine P®™. Ale napriek tomu, Ze vopred nevieme o
dostaneme (na rozdiel od konecného pripadu, kedy sa sta¢ilo pozriet' na posledny ¢len postupnosti), je
prienik dobre definovany aj v nekone¢nom pripade. Nejaky bod x padne do prieniku vtedy a len vtedy,
ked' patri do kazdej z mnozin PY. Prienik nekoneénej postupnosti derivovanych mnoZin oznaéil

Cantor symbolom P, teda

pe) = ﬂp(k)_
k=1

()
Ked takto zaviedol derivovanu mnozinu nekonecného radu, mohol na tuto mnozinu opit’ aplikovat’
operaciu tvorby derivovanej mnoziny, a tak vytvorit mnoziny P® *?, P® 2 p*3) " a3 kym opit
dostal nekone&nu postupnost. Potom, pomocou operacie analogickej s operaciou (7) vytvoril P@*),
Takto praca Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten 2 (Cantor 1880) prinasa zisadny posun
v dejinach matematiky. Cantor v nej spravil prvy krok smerom k transfinitnej aritmetike. V tejto praci
pouzival symboly oo, co+1 ¢i 200 na oznaéenie krokov pri tvorbe derivovanych mnozin; st to teda
indexy. Jeho pozornost’ sa stistred’ovala na mnoZinu P a na to, ¢o sa s fiou deje.** V neskorsich
pracach Cantor namiesto symbolu oo presiel k poslednému pismenu gréckej abecedy @ a symboly uz
nechapal ako indexy, ale ako transfinitné c¢isla. Zaviedol odlisenie ordinalnych a kardinalnych cisel,
definoval pre ne operacie s¢itania a nasobenia a vytvoril transfinitni aritmetiku.

Transfinitna aritmetika tvori bezpochyby jeden z najpozoruhodnejSich vydobytkov tedrie

mnozin. Matematici si pred Cantorom neuvedomovali, Ze je mozné rozliSit’ rozne stupne nekoneéna, a
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ani sa im nesnivalo, ze im je mozné priradit’ (kardinalne a ordinalne) Cisla a pre tieto ¢isla definovat’
aritmetické operacie scitania, nadsobenia a umocnovania. Preto transfinitnd aritmetika je vhodnou

ilustraciou expresivnej sily jazyka tedrie mnozin.

¢) explanatoricka sila jazyka — ukazanie typickosti transcendentnych cisel

Prvé transcendentné Cislo objavil roku 1851 Joseph Liouville. Roku 1873 Charles Hermite
dokazal, ze aj Cislo e je transcendentné a roku 1882 Ferdinand Lindeman dokazal transcendentnost’
¢isla m. Transcendentnych Cisel tak pomaly pribudalo. Spociatku vSak mohol vzniknut' dojem, Ze
transcendentné Cisla tvoria vynimky, a drviva vac¢sina redlnych Cisel su ¢isla algebraické. Lindemann
sice dokazal vSeobecnejsi vysledok, podla ktorého bolo mozné vytvorit nekonecni mnozinu
transcendentnych ¢isel (pozri Dorrie 1958, alebo Gel'fond 1952), avSak v Lindemannovej vete sa
transcendentné Cisla vytvarali pomocou algebraickych. Ani tento vysledok preto eSte nenaznacoval, ze
transcendentnych ¢isel je v skutoc¢nosti zasadne viac ako algebraickych.

Preto ked” Cantor roku 1873 dokazal, Ze transcendentnych ¢isel je nespocitatel'ne mnoho, kym
algebraickych c¢isel je len spocitatelné mnoho, ukazalo sa, Ze za vynimocné treba povazovat' skor
algebraické Cisla a typické redlne cislo je transcendentné. Cantorov dokaz bol sice nekonsStruktivny a
neumoznoval najst’ Ziadne nové transcendentné ¢islo, bol to predsa len pozoruhodny objav. Postupne
ho nasledovala séria podobnych vysledkov, ako napriklad, Zze typicka spojitd funkcia realnej
premennej nema skoro v ziadnom bode derivaciu. Preto aj pohl'ad na funkcie realnej premennej sa
musel pod vplyvom tedrie mnozin zasadne zmenit. Objekty, ktoré matematici 19-teho storocia
povazovali za vynimo¢né patologické pripady, sa ukdzali ako typické, a za vynimocné (aspon z
hladiska kardinality a miery) je treba skor povazovat objekty klasickej matematiky, ako su
algebraické Cisla, diferencovatelné funkcie ¢i rektifikovateIné krivky. Takto tedria mnozin otvara
uplne novy pohlad na univerzum klasickej matematiky, zdsadne meni porozumenie pre to, ¢o je v
tomto univerze typické a ¢o je v fiom vynimocné. Toto nové porozumenie mézeme povazovat za

prejav explanatorickej sily jazyka tedrie mnozin.

d) integrativna sila jazyka — ontologicka jednota modernej matematiky
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Aj ked’ prvym programom v oblasti zdkladov matematiky bol Fregeho logicisticky program a
tedria mnozin sa povodne nespdjala z tak Sirokymi ambiciami, faktom je, ze prevazna vicsina dnesnej
matematiky je vybudovand v rdmci teérie mnozin. Preto kym axiomatickd metéda zjednocuje
matematiku v rovine metodologickej, tedria mnozin ju zjednocuje v rovine ontologickej. Ked
zoberieme nejaky matematicky objekt — Cislo, priestor, funkciu ¢i grupu — modernd matematika ho
skima pomocou jeho modelu v tedrii mnozin. Prirodzené cisla povazuje za kardinality mnozin,
priestor povazuje za mnozinu bodov, funkciu za mnozinu usporiadanych dvojic, grupu za mnozinu s
binarnou operaciou. Vd’aka tomu ziskava matematika nevidanu jednotu. UZ sme si na fiu zvyKli, takze
nam pripadé ako samozrejmost’. Pohl'ad do dejin vSak ukazuje, Ze samozrejmost'ou rozhodne nie je.

Primeranejsie je povazovat’ ju za prejav integrativnej sily jazyka tedrie mnozin.

e, ) logické a expresivne medze jazyka

Vzhl'adom k tomu, Ze tedria mnozin je jednym z poslednych jazykov, ktoré boli v dejinach
matematiky vytvorené a dnes sa viac¢Sina matematiky uskuto¢niuje v jej ramci, je tazké urcit’ logické a
expresivne medze jej jazyka. Logické a expresivne medze urcitého jazyka sa totiz daju najlahSie
odhalit’ vtedy, ked’ ich prostrednictvom urcitého silnejSieho jazyka prekroc¢ime. Silnejsi jazyk potom
umozni vyjadrit’ to, ¢o je v ramci povodného jazyka nevyjadritelné, totiz jeho medze. Medze jazyka
tedrie mnozin ako nastroja reprezentacie svojich objektov vSak matematika eSte zatial’ neprekrocila.
Opisat’ tieto medze tak ostava otvorenym problémom. Dnes mdzeme povedat’ nanajvys, Ze z hl'adiska
sucasného stavu je expresivna, logicka, explanatorickd a integrativna sila jazyka tedrie mnoZzin

totalna. Hranice jazyka teérie mnozin su hranicami sveta dne$nej matematiky, a preto st neviditel'né.

1.2 Filozoficka a didakticka reflexia re-prezentdcii

Analyzu vyvinu symbolického jazyka matematiky od aritmetiky cez algebru, diferencidlny a
integralny pocet az k predikatovému poctu, uvedent na predoslych stranach, mozno chapat’ ako
rozvinutie myslienky z Fregeho state ,, Funktion und Begriff** ktort sme citovali na s. 12. Nas vyklad
sa od Fregeho vykladu odliSuje v dvoch smeroch. Prvy je terminologicky. Algebru ¢i diferencialny a

integralny pocet nezahfilame pod pojem aritmetiky, ako Frege, ale povazujeme ich za samostatné
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symbolické jazyky. Dolezitejsi je druhy rozdiel, spodivajuci v tom, ze sme ukazali, ako vo vyvine
ktory opisuje Frege, spolupdsobil geometricky nazor. Frege geometricky nézor ostro oddel'oval od
aritmetiky. Preto jednotlivé $tadid spdjal pomerne volne, slovami ako ,potom presli ¢i ,dalsim
vy$Sim stupriom*, priCom otazka, preco ,presli“ ¢i odkial sa nabral ,dalsi vyssi stupen®, ho
nezaujimala. Z hl'adiska logicistického pristupu k filozofii matematiky je to prirodzené, lebo v jeho
rdmci sa ostro rozliSuje medzi kontextom objavu a kontextom zdovodnenia. Ale aj ked’ uznavame
vyznam tohto rozliSenia, je zaujimavé pokusit’ sa pochopit’ dynamiku prislusnych prechodov. A tu sa
ukazuje pozoruhodna previazanost’ symbolickych a ikonickych jazykov, ked’ prechod na ,,d'alsi vyssi
stupen‘* symbolického jazyka sa uskutocituje spravidla pomocou ikonického medzistupna. Napriklad
pojem nezndmej v algebre sa rodi v dvoch krokoch, z ktorych prvym je vznik zarodocnej idey
neznamej v podobe usedky neuréitej dizky. Druhy krok nastava ked’ sa pre tito geometricku ideu
vytvori adekvatne symbolické vyjadrenie v tvare neznamej. Analogicky ikonicky medzistupent mozno
najst’ aj pri zrode pojmu funkcie. Aj tento proces sa uskutocniuje v dvoch krokoch. Prvym krokom je
vznik zarodoénej idey funkcie v podobe zavislosti medzi premennymi, vyjadrenej pomocou krivKy.
Druhy krok nastava, ked’ sa pre geometricku ideu krivky vytvori adekvatne symbolické vyjadrenie.
Striedanie symbolickych a ikonickych jazykov v dejinach matematiky si zasluhuje filozoficka
reflexiu. Nasledujuca tabulka obsahuje prehlad zakladnych druhov symbolického a ikonického
jazyka matematiky. Uvadzame ich v poradi, v akom vznikli pocas historického vyvinu matematiky.
Prechody medzi uvedenymi jazykmi suvisia s odkrytim nového univerza objektov. Styri z nich,
oznacené Sipkami 1, 3, 5 a 7 prinasaju konstrukciu nového ikonického jazyka, ktory otvara vstup do
nového univerza tvarov. Tieto prechody spocivaju vo vizualizdcii urcitého pojmu, ktory mal pévodne
iba symbolicky vyznam. Tak pytagorejskd vizualizacia poctu pomocou figurdalnych cisel (oznaena
Sipkou 1) zasadnym sposobom zmenila pristup k mnohosti. Cisla, ktoré prv vystupovali len pri
pocitani, sa vd’aka pytagorejskej vizualizacii dostali do celého radu vzajomnych vzt'ahov, ¢o umoznilo
vznik novej matematickej discipliny, tedrie Cisel. Teoria ¢isel je ¢imsi zasadne inym, ako boli pocty

pestované v predchadzajicom obdobi.
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ELEMENTARNA

1
ARITMETIKA
SYNTETICKA
) GEOMETRIA
ALGEBRA
3
ANALYTICKA
GEOMETRIA
DIF. A INT.
POCET
ITERATIVNA
GEOMETRIA
PREDIKATOVY
POCET
TEORIA
MNOZIN

Namiesto operacionalneho vztahu medzi aritmetickym tkonom a jeho vysledkom (napriklad ,,umocni
4 na druhu, dostane$ 16 zname z Moskovského papyrusu) nastupuju v teorii ¢isel Strukturalne vztahy
(typu ,sucet dvoch parnych Ccisel je Cislo parne). Podobne pri kartezianskej vizualizacii
(polynomidlnej) formy pomocou analytickej geometrie (ktora je oznaena Sipkou 3) sa polynomu,
ktory bol dovtedy chapany vylu¢ne ako algebraicky vyraz, ako predmet symbolickych manipulécii,
priradi tvar. V dosledku toho sa polynéomy dostavaji do celého radu vzajomnych vzt'ahov, ktoré boli
predtym nemyslitelné. RieSenie polyndému, c¢o je jednou z hlavnych uloh algebry, dostava
geometricku interpretaciu hl'adania priesecnika X-ovej osi s krivkou predstavujucou polynom. Vd’aka
tomu sa stdva pochopitelnym, preo st niektoré polynémy v redlnom obore neriesiteIné: prislusné
krivky x-ovi os nepretnu. Takto sa modalny predikat neriesitenosti meni v extenzivnu vlastnost’
krivky (neexistenciu priesecnika). Podobne iterativna geometria prinadSa vizualizdciu limitného
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prechodu (oznaéenu Sipkou 5). Ked” sa obozndmime s objektmi ako Peanova krivka alebo
Mandelbrotova mnozina, ziskame lepSie porozumenie pre mnohé z problémov, ktoré su spojené s
prechodom k limite. A aj na vznik te6érie mnozin sa mozno pozriet’ ako na urcitt ,,vizualizaciu‘ alebo
v tomto pripade bude asi lepSie hovorit o cantorovskej extenzionalizacii predikdtového poctu
(oznadenej §ipkou 7)."

Zvysné tri prechody, oznacené Sipkami 2, 4, a 6 su spojené so vznikom nového symbolického
jazyka a otvaraju vstup do nového univerza formul. Tieto prechody mozno oznacit terminom
symbolizdcia, pri ktorej urcity diel¢i aspekt ikonického jazyka ziska symbolické vyjadrenie. Tak
napriklad pri vzniku algebry (oznaCenom Sipkou 2) dochadza k symbolizacii pojmu premenne;j.
Zarodo¢na idea pojmu premennej je pritomna uz v syntetickej geometrii v podobe usecky neurcitej
dizky. Pomocou nej Euklides dokazuje rad tvrdeni z tedrie &isel. Pojem tsedky neuréitej dizky vsak
nemozno povazovat’ za plnohodnotny pojem premennej, pretoze je uzko zviazany s geometrickymi
konstrukciami. Operacie, ktoré mozno s takouto useckou vykonavat, st obmedzené trojrozmernost’ou
priestoru. Az ked’ doslo k nahradeniu Useciek pismenami, zabudovava sa nastroj na vyjadrenie
neurcCitej referencie do symbolického jazyka ¢im ziskava naprosti vSeobecnost. Podobne prinasa
vznik diferencialneho a integralneho poctu (oznaceny Sipkou 4) symbolizdciu pojmu funkcie. Pojem
funkcie je v rudimentarnej podobe pritomny v analytickej geometrii ako krivka priradena polynéomu.
Ale pre pojem krivky chybalo symbolické vyjadrenie, a preto rozsah operacii, ktoré bolo mozné s
krivkami uskutocniovat, bol obmedzeny. Az ked’ Leibniz vytvoril novy symbolicky jazyk obsahujtci
vSeobecny symbol pre funkcie, bolo mozné s funkciami uskuto¢novat symbolické operacie ako
napriklad integrovanie metdédou per partes alebo, ¢o je eSte dolezitejsie, vytvorit’ funkciu od funkcie
(Co pri geometrickej reprezentacii funkcie pomocou krivky mozné nie je). Ako posledni by som chcel
uviest’ symbolizdciu kvantifikacie a logického odvodzovania (oznacenej Sipkou 6), ku ktorej dochadza
v predikatovom pocte. Tento krok nadvdzuje na upresnenie matematického jazyka, ku ktorému doslo
v ramci tedrie funkcii realnej premennej. PredovSetkym Weierstrassova e-8 analyza obsahuje v
implicitnej podobe mnohé aspekty teoérie kvantifikacie a jemnym rozliSovanim réznych druhov

konvergencie uz nastol'uje rad problémov, ktorych exaktné uchopenie prinesie predikatovy pocet.
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Zmenu jazyka, ktorej priklady predstavuju procesy vizualizacie a symbolizacie oznacujem
terminom re-prezentdcia. V ich priebehu sa pre matematiku otvara nové univerzum objektov. Analyza
re-prezentacii odhalila pozoruhodntl pravidelnost’ v striedani symbolickych a ikonickych jazykov,

ktora je dolezita ako z hl'adiska filozofie matematiky, tak aj z hl'adiska jej vyucovania.

1.2.1 Vzt’ah logickych a historickych rekonStrukcii matematickych teoérii

Domnievam sa, ze pochopenie ulohy geometrickych medzistupfiov v rozvoji matematickej
symboliky by mohla vrhnit' nové svetlo na otazku vztahu logického a historického pristupu vo
filozofii matematiky. Doteraz sa tieto dva pristupy rozvijali oddelene, a dokonca niekedy medzi nimi
existovalo urcité napétie. Aspon ¢iastoCne to bolo dané tym, Ze autori rozvijajuci historicky pristup k
otazkam filozofie matematiky, ako Imre Lakatos ¢i Herbert Mehrtens, a tiez viaceri ucastnici diskusie
o revoluciach v matematike ako Michael Crowe ¢i Joseph Dauben, chapali historiu predovsetkym ako
priestor pre stret idei a konflikt nazorov, teda ako oblast’ pre socialne vyjednavanie o normach a
hodnotach racionalneho dialogu. Logicky orientovanym filozofom matematiky pripadali historizujuce
rekonstrukcie ako minajice sa (logického) jadra problémov. Preto zaujali negativny postoj nielen k
jednotlivym rekonstrukciam, ale k samotnej moznosti historického pristupu k otazkam filozofie
matematiky. Nase analyzy vSak ukazali, ze Siroku $kalu historickych zmien v matematike mozno
rekonstruovat’ prostrednictvom kategorii ako logicka ¢i expresivna sila jazyka, ¢o su kategorie blizke
analytickému pristupu. Ide o to, ze historicita sa nemusi tykat’ iba noriem a hodnét, ale vel'mi dolezita
je aj historicita jazykovych prostriedkov, ktoré st v ur€itom obdobi k dispozicii. Asi by bolo naivné si
mysliet, Ze rekonStrukcia historického vyvinu jazyka matematiky odstrani vSetky konflikty medzi
historickym a logickym pristupom k filozofii matematiky. Mohla by vSak prispiet’ k ich zbliZzeniu a k
nadviazaniu dialégu medzi nimi.

Na jednej strane pojmy ako logicka ¢i expresivna sila su dostatoéne exaktné na to, aby mohli
byt prijatel'né aj pre logicky zameraného filozofa matematiky. Ked’ sme ukazali, Ze v priebehu dejin
sa tieto aspekty zasadne menili (¢o ostatne pripustil aj Frege), znamena to, Ze v historii matematiky

dochadza nielen ku zmenam hodnét a noriem, ale ze v priebehu dejin sa menili aj nepomerne
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presnejsie uchopitel'né a jasnejSie analyzovateI'né aspekty, ako s napriklad logicka a expresivna sila
jazyka. Vyznamna uloha, ktort v dejinach matematiky zohrali zmeny jazyka, by mohla logicky
orientovaného filozofa matematiky primet’ k tomu, aby zacal v histdrii vidiet’ nieco viac nez len splet’
psychologickych a socidlnych ndhod. Na druhej strane skutocnost’, Ze v tak vyznamnych zlomoch v
dejinach matematiky, ako su zrod algebry ¢i vznik teérie mnozin, zohrali zmeny logickych aspektov
jazyka tstrednu tlohu by mohli primet’ zastancov historického pristupu, aby uznali, Ze logika, ak sa na
flu pozrieme v historickej perspektive, méze byt pre porozumenie histérie matematiky prinosom.

Tieto tézy by som rad podporil konkrétnymi prikladmi.

a) revolucie v matematike

Ked’ze vécsina rekonstrukcii uvedenych v oddieli 1.1 mala za ciel ilustrovat’ prinos historie
pre pochopenie logickej Struktiry jazyka matematiky, pokisim sa aspon na jednom priklade ilustrovat’
opacny prinos, prinos logiky pre histériu matematiky. Za tymto i€¢elom som si zvolil debatu vyvolanu
¢lankom Michaela Crowa Ten ‘laws’ concerning patterns of change in the history of mathematics
(Crowe 1975), ktora bola zhrnuta v zbierke Revolutions in Mathematics (Gillies 1992). Z desiatich
historickych pripadov, ktoré boli diskutované v tejto zbierke ako kandidati na revoluciu v matematike,
bolo pit’ re-prezentacii. Dauben diskutoval vizualizaciu poctu u pytagorejcov a zrod Cantorovej
tedrie mnozin (Dauben 1984), Mancosu diskutoval Descartov objav analytickej geometrie (Mancosu
1992), Grosholz diskutovala Leibniza (Grosholz 1992) a Gillies diskutoval zrod predikatového poétu
u Fregeho (Gillies 1992b). Nechajme stranou otazku, ¢i uvedeni autori povazovali diskutované zmeny
za revolucné alebo nie. Predbezne prijmime uvedené prace ako indikaciu typu zmeny, ktort historici
povazuju za dostatocne velkl na to, aby uvazovali o moZznosti jej vykladu pomocou Kuhnovej tedrie
vedeckych revolucii. Ked’ sme ukazali, Ze tieto zmeny (¢i uz ich povazujeme za revoluc¢né alebo nie)
je mozné rekonstruovat’ ako zmeny logickej, expresivnej, explanatorickej a integrativnej sile jazyka
matematiky, naznacuje to, Ze aj ked’ samotny pojem revolucie je sociologicka kategoria, tato kategoria
koreluje s niecim, ¢o sa da analyticky vymedzit'.

Ked prijmeme tto interpretdciu, moZe nas upozornit, Zze dva doblezité zlomy boli autormi
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zbierky Revolutions in Mathematics opomenuté. Chyba diskusia zrodu algebry a zrodu iterativnej
geometrie. Historik tak moze z analytického pristupu vytazit doplnenie a sprehl'adnenie materidlu,
ktory skima. Logik ¢i epistemolég modze historika upozornit’ na pripady, ktoré z tych ¢i onych
dévodov unikli jeho pozornosti a tiez usporiadat’ material (napriklad v smere narastajlicej expresivnej
sily jazyka). Okrem toho analyticky pristup pontka historikovi kritérium konzistentnosti. Ak historik
prehlési jednu ¢i dve re-prezentacie za revolucné, vynara sa otazka, preco nepovazovat’ za revolucné
aj ostatné. Samozrejme, historikovi nemozno odiat’ pravo posledného slova v tejto otdzke (ved je to
historicka otdzka, teda spada do jeho kompetencie). Ale tym, Ze by sa otazka revolucii v matematike
formulovala v pojmoch logickej, expresivnej, explanatorickej a integrativnej sily jazyka, bolo by
mozné jednotlivé pripady jasnejSie analyzovat. Problémom je tiez, Ze dva priklady diskutované v
zbierke Revolutions in Mathematics st zmeny iného druhu, menovite objektdacie (ktoré budu
predmetom oddielu 2 tejto knihy). Vyndra sa otadzka, ¢i je prijatelné pojem revoliicie v matematike
rozsirit’ aj na tento typ zmien a ak ano, ¢i by nebolo vhodné zaviest’ rézne druhy revolucii.

Nemozno popriet’, Ze rekonstrukcia vyvinu matematiky uvedené v kapitole 1.1 vyznieva proti
kuhnovskému pristupu. Jednak regularita striedania ikonického a symbolického jazyka, ako aj
konzervativny charakter narastania logickej, expresivnej, explanatorickej a integrativnej sily jazyka
spochybniuju pritomnost’ nesumeratelnosti v kuhnovskom zmysle. Symbolické a ikonické jazyky sa
nedaju na seba dokonale previest, je medzi nimi urcity stupeil neprelozitelnosti. Ale ich rozsiahle
fragmenty prelozit’ mozZno, preto tato nepreloZitelnost’ urcite nie je nestimeratelnostou. Namiesto
sporov o tom, ¢i v matematike existujui alebo neexistuji revolucie by mozno bolo vhodnejsie pokusit

sa exaktne charakterizovat’ mieru nepreloZzite'nosti medzi symbolickym a ikonickym jazykom.

b) historicita logiky

Objavom nestandardnej analyzy Abrahamom Robinsonom sme ilustrovali logicku silu jazyka
teorie mnozin. AvSak okrem Cisto matematického prinosu ma neStandardna analyza aj nepopieratel'ny
filozoficky vyznam. Ukazuje totiz, Ze odmietanie ¢i prijimanie uréitych matematickych postupov (v

pripadoch ked’ v nich nie je ndjdena konkrétna chyba) je podmienené jazykovym ramcom, v ktorom
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tieto postupy posudzujeme. V dobe Cauchyho, Dirichleta a Weierstrassa nebol k dispozicii aparat
tedrie modelov, a preto ich odmietnutie nekoneéne malych bolo opravnené. Avsak prostriedkami
nasej teérie modelov je mozné vytvorit’ pre Eulerove tivahy pevné a presvedcivé zaklady, a tak tieto
uvahy plne rehabilitovat. Preto je mozné, Ze aj iné matematické tedrie, ktoré boli v minulosti
zamietnuté, je mozné prostriedkami modernej matematickej logiky a tedrie mnozin ozivit'.

Opacny posun nastal ohladom Euklida, ktory dlho povazovany za vzor presnosti
argumentacie. Moritz Pasch, opit’ vd’aka novym matematickym vydobytkom (tentoraz tedrii funkcii
redlnej premennej) odhalil, ze rad Euklidovych dokazov nie je v poriadku. Ked zoberieme rovinu
tvorenu bodmi, ktorych obe suradnice st racionalne ¢isla, mozno ukazat,, Ze takato rovina je modelom
Euklidovych axiom. Napriek tomu vSak rad konsStrukcii, obsiahnutych v Euklidovych Zdkladoch sa
V tejto rovine neda uskutocnit’, lebo body, o ktoré¢ sa uvazované konstrukcie opieraju, v nej neexistuju.
Ked’7e model spina Euklidove axiomy, ukazuje, e existencia bodov, ktoré Euklides pri svojich
konstrukciach pouziva, nie je logickym dosledkom axiém. Paschova kritika viedla ku snahe ,,opravit™
Euklida a najst’ systém axiom, z ktorého by bolo mozné vsetko, ¢o Euklides ,,dokazal*“ naozaj
dokazat’. Najuspesnejsi z tychto systémov su Hilbertove Grundlagen der Geometrie (Hilbert 1899).

Priklad Moritza Pascha a Abrahama Robinsona st ilustraciou historicity nasho pohl'adu na
matematiku. Otazka, ¢i Euklides alebo Euler dokazali urcité tvrdenie alebo nie, zavisi od jazykového
ramca, v ktorom ich ddkazy rekonstruujeme. Pred vznikom tedrie funkcii redlnej premennej bolo
prirodzené povazovat’ Euklidove dokazy za logicky korektné rovnako ako pred vznikom nestandardne;j
analyzy bolo prirodzené povazovat’ Eulerove dokazy za problematické. Vidime, Ze otazka, Co je
korektny dokaz, je historicky podmienena. Historicita, ktori tu mam na mysli nie je Ziadnym
historizmom ¢i relativizmom. Pred Paschom bolo objektivne spravne povazovat Euklidove dokazy za
korektné, rovnako ako dnes, po Robinsonovi je objektivne spravne pozerat’ sa na Eulerove argumenty
s vdcSou uctou. Teda vzt'ah logiky k dejinam je objektivny, nema ni¢ do Cinenia so subjektivnymi
preferenciami matematikov, historikov ¢i filozofov. Ide o to, Ze ako jedna strana (Euklidov ¢i Eulerov
dokaz), tak aj druha (matematik, historik ¢i filozof ktory dany dokaz ¢ita) st historicky situované.

Situované st v uritom jazykovom ramci, ktory rozhoduje o tom, ¢i je mozné Eulerove argumenty
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rekonstruovat’, respektive ¢i je mozné pre Euklidove dokazy najst’ protipriklady. Dedekindova
konstrukcia roviny tvorenej racionalnymi bodmi rovnako ako Robinsonova konstrukcia hyperredlnych
¢isel zdsadne zmenili pohl'ad matematikov na niektoré iseky historie svojej discipliny.

N4jdenie protiprikladu k Euklidovym konstrukcidm je vecou Paschovho jazykového rdmca,
lebo, ako upozornili Hintikka a Friedman, v Euklidovej dobe neexistovali logické prostriedky, ktoré
by umoznili skonstruovat’ cosi podobné. Je asi nerozumné vycitat’ Euklidovi, Ze nepoznal €osi, ¢o ani
poznat’ nemohol (modernu tedriu kontinua). V Paschovej kritike a Hilbertovom vylepSeni Euklida
potom treba vidiet' nie Euklidove nedostatky, ale doklady narastu logickej a expresivnej sily jazyka
matematiky, ktory priniesla moderna logika. Vd’aka nej sme schopni vnasat’ jasné a striktné rozliSenia
do situacii, ktoré sa nasim predchodcom zlievali. Podobne mozno argumentovat’ aj v pripade Eulera.
Nestandardné analyza sice umoziuje uznat’ mnohé vysledky, ku ktorym Euler dospel, ale nesmieme sa
nechat’ uniest’ vydobytkami tedrie modelov. Prostriedkami matematiky 18. storocia asi nebolo mozné
dat’ Eulerovym vysledkom striktné zdovodnenie. Preto kriticka reakcia matematikov 19. storocia bola
opravnend. Ako vychodisko by sme sa mohli snazit’ posudzovat’ kazdu teériu z hl'adiska jazykového
ramca, v ktorom je sformulovand, teda Euklida posudzovat’ z hl'adiska ramca syntetickej geometrie
a Eulera z hl'adiska ramca diferencialneho a integralneho poctu.

Zda sa vSak, ze takato poziadavka je prili§ reStriktivna. Nemozno popriet, ze Pasch aj
Robinson priniesli ¢osi pozoruhodné a ddlezité, a bola by $koda vzdat' sa novoziskanej hibky vhladu
do dejin matematiky kvoli akejsi pochybnej historickej korektnosti. Ked’ sa vymanime z chéapania
ulohy historika ako sudcu, ktory musi dbat’ na spravodlivost’ svojich rozsudkov, tak sa zda byt
pritazlivejSou moznost pristupovat’ k dejinam z pohl'adu modernej matematiky (teda naplno vyuzivat
myslienkové bohatstvo sucasnej matematiky), ale samozrejme, s plnym vedomim ahistoricity tohto
pohl'adu. To pred nami otvara projekt zabudnutych matematik, ktory sformuloval Petr Vopénka. V
tomto projekte by iSlo o to pokusit’ sa urobit’ systematicky to, o sa Robinsonovi podarilo v pripade
Eulerovej analyzy nekonecne malych. Je pravdepodobné, ze viaceré teorie boli v minulosti zavrhnuté
kvoli zlym doévodom (a Casto eSte prv nez boli rozpracované). Moderna matematicka logika a teoria

mnozin poskytuje historikovi nastroje, ktoré by mohli takéto zabudnuté teorie opét priviest k zivotu.

82



1.2.2 Vnimanie tvaru a pohybu

Pri vyklade jazyka iterativnej geometrie sme uviedli citdt z knihy Fraktdlna geometrie
prirody (Mandelbrot 1977), v ktorej autor porovnava svet fraktalnej geometrie so svetom euklidovske;j
geometrie. Mandelbrot charakterizuje svet euklidovskej geometrie ako chladny; ako svet, v ktorom
niet miesta pre tvar oblaku, linie pobrezia ¢i kory stromu. A skuto¢ne, jednou z dolezitych veci, ktora
priniesla iterativna geometria je, ze tvar oblaku, linia pobrezia ¢i reliéf pohoria sa stavaji tvarmy v
striktne geometrickom zmysle, tvarmi opisatelnymi prostriedkami jazyka geometrie. Ked’ sa pozrieme
na tri ikonické jazyky opisané v tejto kapitole: jazyk syntetickej geometrie, jazyk analytickej
geometrie a jazyk iterativnej geometrie, mozno ich chéapat’ ako tri spdsoby vzt'ahovania sa k fenoménu
tvaru; ako tri pokusy o vymedzenie hranice medzi tvarom a beztvarym.

Syntetickd geometria odkryva fenomén tvaru pomocou statickych objektov ako st kruznica,
kocka, hranol, ihlan, gul'a ¢i kuzel. Tomuto pohladu, ako poznamenava Mandelbrot, ostdva tvar
vacsiny prirodnych utvarov skryty. Synteticka geometria sa hodi predovSetkym na projektovanie
artefaktov ako su budovy, mosty alebo priehrady. Druhy pristup k tvaru predstavuje analyticka
geometria, ktora odkryva fenomén tvaru pomocou sturadnej sustavy a analytickych formul. Takto sa
podarilo kvalitativne rozsirit” oblast’ fenoménov, ktorych tvar sa da uchopit’ prostriedkami geometrie.
Napriklad v zavesenej retazi sme schopni rozpoznat’ retazovku, vieme opisat’ trajektoriu letiaceho
kamenia alebo tvar kmitajucej membrany. Uz aj tieto priklady ukazuju, Ze pristup analyticke;j
geometrie nds privddza omnoho blizSie k prirode. VSade tam, kde je tvar prejavom jednoduchého
zakona, kde vznika ako vysledok posobenia niekol’kych malo urcujtcich faktorov, vSade tam je jazyk
analytickej geometrie schopny tvar exaktne uchopit. Mandelbrotova kritika zostava napriek tomu v
platnosti. Utvary, ktoré sa nerodia naraz, ale su vysledkom erdznych ¢&i evoluénych procesov (ako je
reliéf pohoria alebo tvar koruny stromu), Gtvary pri vzniku ktorych pdsobi nie jeden ¢i desat’
urcujucich faktorov, ale miliony ndhodnych vplyvov (linia pobreZia alebo tvar oblaku), ostavaju aj pre
analyticky pristup beztvaré. Treti pristup k tvaru prindSa iterativna geometria, ktora odkryva tento
fenomenén pomocou iteracii urcitej transformacie. Ked'Ze rast zivoCichov a rastlin sa zakladd na
opakovani delenia buniek a procesy erozie su tvorené periodickymi vplyvmi prostredia, iterativna
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geometria, tym ze svoje Utvary generuje iterovanim uréitej procediry, umoziuje exaktne hovorit’ o
tvare prirodnych ttvarov. Vyvin pozdiZ linie synteticki geometria, analyticki geometria, fraktalna
geometria tak meni sposob odkrytosti tvaru a postva hranicu medzi ,,tvarym* a beztvarym.

Z filozofického hladiska je to zaujimavé, lebo pri zbeznom pohlade sa moze zdat, Ze
vnimanie tvaru a predovSetkym hranica medzi tym ¢o ma tvar a o vnimame ako beztvaré, je
zalezitost’ biologie alebo kognitivnej psycholdgie, a teda pevne dand. Aj ked nechcem spochybniovat
vyznam biologickych a psychologickych faktorov, je zaujimavé, Ze vnimanie tvaru ma aj jazykovy
rozmer. Zmeny v jazyku matematiky, zrod analytickej a potom fraktalnej geometrie umoznili vytvorit’
uplne nové univerzum tvarov. Napred iba v hlavach niekolkych matematikov, neskor aj v teéridch
fyzikov, aby napokon, pod vplyvom techniky, tieto nové tvary prenikli aj do socialne konStruovanej
skutocnosti. Zd4 sa teda, Ze aj matematika pdsobi ako faktor ktory ovplyviluje nase vnimania
skutocnosti. Lebo niet pochyb o tom, Ze kazdy, kto sa len trocha podrobnejSie oboznamil s teériou
fraktalov, inak vnima list paprade ¢i skalné bralo. Je preto pravdepodobné, ze dneSny clovek inak
vnima tvary okolo seba, nez anticky Grék, a ze tato inakost’ je podmienena matematikou. Matematika
teda formuje nielen sposob myslenia a priestorovu predstavivost’, ale aj to, ako vnimame tvar.

Ked’ sa z tohto hladiska pozrieme na Aristotelovu teériu prirodzenych pohybov, tak to, ze v
nej dominuju priamo¢iare a kruhové pohyby, mozno pripisat’ Euklidovmu ,,vplyvu“.” V euklidovskej
geometrii si priamky a kruznice zakladnymi tvarmi a toto chapanie tvaru euklidovskd geometria
vtlaCila aj Aristotelovej fyzike. Teda Aristoteles nachadza v prirode priamociare a kruhové pohyby
nie z fyzikalnych pri¢in, ani kvoli nejakej metafyzickej pozicii (ako Platon), ale prebera ich z
geometrie. Ked sa v 17. storo¢i matematike otvoril novy svet tvarov, priamka a kruznica stratili svoje
vysadné postavenie. A v tom istom Case zacali fyzici trajektorie pohybov vyberat zo SirSej Skaly
tvarov. Zistili, ze vrhnuty kamen leti po parabole, planéty obiehajii Slnko po elipsach, drahu
najkratSieho Casu (brachystochronu) tvori cykloida. Aristotelova teoria pohybu zacala na pozadi tohto
SirSieho sveta tvarov vyznievat’ umelo. Nazoru, ze priamociary a kruhovy pohyb su ,,prirodzené*, uz
nik nerozumel. Oni boli prirodzené na pozadi euklidovskej geometrie, ale vo svete analytickej

geometrie nie s o ni¢ prirodzenejSie neZ pohyb po 'ubovolnej inej hladkej krivke. Podobne sa v 19.
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storo¢i v matematike objavili prvé fraktily a postupne si nasli cestu do fyziky. Zda sa preto, ze
jednotlivé jazyky, ktoré vznikli v geometrii, neboli dolezité len z hl'adiska vnimania tvaru, ale
zasadnym spdsobom ovplyvnili aj vnimanie pohybu. Podobne ako geometrické utvary, aj fyzikalne
procesy mozno generovat’ syntetickym, analytickym alebo iterativnym spdsobom.

Asi najzaujimavej$im aspektom zmien vo vnimani tvaru je, ze ich dynamika nie je
»samonosna®“. Prechody od syntetickej cez analyticku az k fraktilnej geometrii nie su konstituované
zmenami vo vnutri vizudlneho sveta. Je to prekvapujlice, ale novy svet tvarov sa odkryva pomocou
symbolického medzistupiia. K tomu, aby Descartes mohol prelomit’ tizke hranice Euklidovho sveta a
preniknit’ do univerza analytickych kriviek a ploch, bolo potrebné napred vytvorit’ jazyk algebry.
Podobne k vymaneniu sa zo sveta analytickych ttvarov a k otvoreniu univerza fraktalov bolo potrebné
najskor vytvorit diferencidlny a integralny pocet. Tato skutocnost’ vrha nové svetlo na filozoficke
koncepcie, ktoré sa snazia matematiku zalozit na nazerani (ako je Kantov transcendentalny
idealizmus, alebo Husserlova fenomenologia). Tieto filozofie sice mézu uchopit’ jav odkrytosti tvaru
v nazerani, vedia ukazat’ ¢o odkrytost’ konstituuje a aki ma Struktiru. Nie st vSak schopné opisat’
proces jej zmeny. Zmeny odkrytosti tvaru totiz nespocivaji v zmene hladiska a nespocivaju ani v
postuvani horizontu ¢i zostreni pohladu. Zmeny odkrytosti tvaru sa neuskuto¢nuju prostriedkami

nazerania, ale pomocou ¢ohosi, o je nazeraniu bytostne cudzie, pomocou symbolického jazyka.

1.2.3 Epistemické napitie a dynamika vyvinu matematiky

Kazdé obdobie v dejinach matematiky (s vynimkou starych Egyptanov a Babylon¢anov) ma
svoj symbolicky a svoj ikonicky jazyk. Tieto dva jazyky vymedzuju univerzum, v ktorom sa odohrava
matematika daného obdobia. Napriklad renesan¢na matematika bola zalozena na symbolickom jazyku
algebry a na ikonickom jazyku syntetickej geometrie. Zaujimavou vlastnost'ou tychto jazykov je vSak
ich vzajomna neprevoditelnost. V Ziadnom obdobi sa ikonicky a symbolicky jazyk tplne nekryja.
Vzdy existuje medzi nimi urlity epistemicky presah. Tabulka uvedena na s. 76 umoziuje tento
presah presnejSie vymedzit. Jazyk, ktory je v tabulke nizSie (t.j. je historicky mlad$i) ma presah nad

jazykom, ktory je vysSie (t.j. je star$i). Tak v pripade renesancie, ked’ze jazyk algebry je historicky
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mlad$i, ma tento symbolicky jazyk epistemicky presah nad jazykom syntetickej geometrie.
Epistemickym presahom jazyka algebry nad jazykom syntetickej geometrie rozumiem skutocnost’, Ze
v jazyku algebry existujii vyrazy, ktoré nie je mozné interpretovat’ prostriedkami syntetickej

%6

geometrie. Teda v renesancii bolo mozné ,,vypocitat™ viac, ako bolo mozné ,,nakreslit™.

Takéto situdcia vyvolavala napétie, vytvarala potrebu zmenit' ikonicky jazyk tak, aby bolo
mozné geometricky vyjadrit' aj vyrazy jazyka algebry na ktoré syntetickd geometria nepostacuje
(napriklad mocniny $tvrtého stupiia). Ked’ Descartes vytvoril analytickll geometriu, ktora umoziiovala
geometricky reprezentovat mocniny l'ubovolného stupiia, vznikol epistemicky presah na strane
geometrie. Stradnd sustava totiz umoziuje zakreslit’ nielen krivky, ktoré st dané pomocou polynomu,
ale aj krivky ako In(x), na ktoré jazyk algebry nepostacuje. Tento presah geometrického jazyka
odstranil Leibniz, ked” vytvoril diferencidlny a integralny pocet. Ale, ako sa neskor ukazalo, tento
symbolicky jazyk, zalozeny na limitnom prechode, ma presah nad ikonickym jazykom analytickej

geometrie a na redukciu tohto presahu sa rodi iterativna geometria.

Ukazuje sa, ze epistemické napitie je neodstranitelné, dokonala zhoda medzi symbolickym a
ikonickym pdélom matematiky neexistuje. Prave na neredukovatelnosti epistemického napitia medzi
symbolickymi a ikonickymi jazykmi sa zaklad4 nasa historickd rekonstrukcia. Diagram, ktorym sme
naSu rekonstrukciu zhrnuli, nazyvame bipolarnym diagramom, lebo predstavuje vyvin matematiky
ako postupny proces oscilacie medzi dvoma polmi. Podla nasho presvedcenia je to vhodnejsia
schéma, nez klasicka kumulativna predstava, lebo zachytava nielen proces narastajicej diferenciacie
poznania (ktory dostaneme, ak sa obmedzime na sledovanie jedného polu, ako to urobil Frege), ale
zachytava aj napdtie, ktoré tato diferenciaciu pohana. AvSak prislusné poly, aj ked’ st navzajom
neredukovatelné (teda nemozno vytvorit' symbolicky jazyk, ktory by mal presne rovnaki logicku,
expresivnu, explanatorickll a integrativnu silu ako urcity ikonicky jazyk), sa navzajom nevylucuji.
Prave naopak, dopiiaju sa a poskytuji matematike bohatstvo vyrazovych prostriedkov. Napitie medzi
nimi pohana matematiku k tvorbe stale novych symbolickych a ikonickych jazykov. Preto sa zda, Ze

na opis vzajomného vztahu tychto polov sa najlepsie hodi Bohrov pojem komplementarity.
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1.2.4 Technologia a koordinacia ¢innosti

Ked sme ukézali ako vyvin geometrie ovplyviiuje vnimanie tvaru, vynara sa otazka, ¢i aj
vyvin symbolickych jazykov matematiky pozdiZ linie od elementarnej aritmetiky po predikatovy pocet
nemeni nejakym sposobom odkrytost’ sveta. AvSak kym zmeny vo vnimani tvaru (prechody medzi
syntetickou, analytickou a iterativnou geometriou) su markantné, v pripade symbolickych jazykov nie
je hned’ jasné, vnimanie coho by sa malo pri prechode od aritmetiky k algebre menit’. Aritmetika sice
zasadnym spOsobom zmenila vnimanie mnohosti, ale algebra sa uzZ mnohosti priamo netyka. Preto
vyvstava otdzka, co by malo byt’ analogiou fenoménu tvaru, na zmenach vnimania ktorého by sme
mohli sledovat’ vyvin symbolickych jazykov. Ako jedna z moznosti sa pontka obratit’ pozornost' k
vyvinu technoldgie. Algebraické symboly vznikaju na zapis urcitych (matematickych) operacii. Preto
zlomy vo vyvine symbolického jazyka by mohli korespondovat’ so zmenami v spdsobe koordinacie
l'udskej ¢innosti, a teda aj technologie.

Remeselnu technologiu staroveku mozno povazovat za technologiu, ktora sa zaklada na
rovnakom chapani schém, aké stelestiuji kalkulativne postupy v elementarnej aritmetike. Remeselnik
manipuluje s konkrétnymi predmetmi. Podobne ako Frege charakterizoval elementarnu aritmetiky,
mozno aj o remeselnej technologii povedat’, ze pozostava z manipulacii s konStantnymi objektmi.

Nastup strojovej vyroby sa zaklada na tom, Ze technologicky proces rozbijeme na casti, a
urcity robotnik uz nezhotovuje cely vyrobok, ale vykonava iba niekolko ukonov. Technologicky
proces sa tak rozpada na zlozky, podobne ako sa vypocet rozpada na jednotlivé kroky v algebraickej
formule. Tak ako formula reprezentuje urcita veli¢inu (napriklad koreii rovnice) pomocou postupnosti
operacii, aj proces vyroby sa rozpada na postupnost’ ikonov, ktoré nadobtidaju samostatnost’ a tak ich
moézu vykonavat' roézni robotnici. Pritom vSeobecnost, vyjadrena pomocou pismen v algebraickej
formule je do istej miery analogicka s tym, ze robotnik robi dany tkon so vSetkymi predmetmi. Na
rozdiel od remeselnika, ktory prejde s konkrétnym predmetom od zaciatku technologického procesu
az po jeho koniec, robotnik robi len jeden tikon, ale ten robi vSeobecne, s kazdym predmetom. Preto
podobne ako Frege charakterizoval jazyk algebry, mozno aj o technologickych schémach strojovej
vyroby povedat, Ze pozostavajil z manipulacii s premennou.
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Technolodgia, ktorej schémy st analogickt s jazykom diferencialneho a integralneho poctu, by
mohla byt chemickd technolégia. Technologicky postup v chémii uzZ nemozno povazovat za sériu
izolovanych tikonov, ktoré treba jeden po druhom urobit’, ale skor za spojity proces ktory treba riadit’.
Ked miesame urcitd reagujicu zmes, tak to uz nie je operacia paralelna s tymi, ktoré pozname z
algebry. Mieganie, ohrievanie a pridivanie reagentov st spojité procesy riadenia chemickej reakcie.™
V analogii s tym ako Frege charakterizoval jazyk diferencialneho a integralneho poctu, mozno aj o
technologickych postupoch v chémii povedat’, Ze pozostavaji z manipulécii s funkciami druhého radu.

Ked hl'adame technologie, ktorych sposob odkrytosti manipulacii je paralelny so spésobom
odkrytosti manipulécii v jazyku predikatového poctu, pontikaji sa analégovo riadené technologie.
Tieto technologie umoziuju v rovine riadenia uskutocnit’ prakticky I'ubovol'ny postup. Ked’ vytvorime
prislusny logicky obvod, ten umozni dany technologicky proces exaktne riadit’. V analdgii s tym ako
Frege charakterizoval jazyk predikatového poctu, mozno aj o schémach analégovo riadenych
technologii povedat’, Ze pozostdvaju z manipulécii so vS§eobecnou funkciou I'ubovol'ného radu.

Tento struény n&crt nechce budit’ dojem, Ze ide o vyklad dejin technologie. Jeho cielom je
skor ponuknut’ novy pohl'ad na povahu technologickych inovacii. Spravidla sa vyvin technologii dava
do stvisu s vyvinom fyziky. Pravdepodobne je to aj spravne. Chceme vSak upozornit’ na to, Ze cely
rad zmien v pristupe k technoldgii moze suvisiet’ aj s vyvinom matematiky. Zrod a rozSirenie
algebraickej symboliky v zapadnej matematike predchadzal vzniku strojovej vyroby. Je mozné, Ze
neslo o ndhodnu stslednost. Symbolické myslenie, ktoré sa rozvijalo v algebre, mohlo prispiet’ k
zmene vnimania technologického procesu. Nie je vylucené, ze vyvin symbolického jazyka ovplyvnil
rozvoj technoldgie aj v inych pripadoch. Matematika poskytuje jazykové nastroje, ktoré umoziuji
omnoho efektivnejSie uvazovat’ o koordindacii technologickych operacii. Ak je na tom trocha pravdy,
mohlo by to pomdct’ porozumiet’ tlohe matematiky v rozvoji zapadnej civilizdcie. Matematika je
dolezitd nielen pre kultivaciu logického myslenia, priestorovej predstavivosti a vnimania tvaru
(opisany v kapitole 1.2.2). Vyznam matematiky by mohol spocivat’ aj v tom, ze kultivuje vnimanie

algoritmov a tym napomaha rozvoju technologickej zlozky civilizacie.
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1.2.5 Problematika prehistorie matematickych tedrii

Ked’ sa na vyvin urcitej matematickej tedrie pozrieme z hladiska jej obsahu, t.j. pojmov,
metdd a poznatkov ktoré ju tvoria, zistime, Ze matematici objavili jej zakladné poznatky omnoho skér,
ako sa vytvoril jazyk, umoziujuci tieto poznatky presne sformulovat' a striktne dokazat. Snad’
najlepsie to vidno na integralnom pocte. Prvé vysledky v oblasti, ktora sa neskér bude nazyvat
integralny pocet, dosiahol Archimedes takmer dvetisic rokov predtym ako Newton a Leibniz vytvorili
jazyk umoziujuci formalne integrovat. Archimedes pracoval v jazyku syntetickej geometrie, ktory sa
na vypocet obsahov a objemov oblych utvarov nehodi. Preto si pri objavovani svojich kvadratir a
kubatir (ako sa v antike nazyvalo pocitanie obsahov a objemov) vypomahal pakami, na ktorych
ramena umiestiioval Casti skimaného tutvaru tak, aby z rovnovahy na pake mohol odvodit’ pomery
objemov. Nevyhodou tohto postupu bolo, Ze pre kazdy utvar musel vymysliet' zvlastny trik, ako ho
rozdelit’ na Casti, Casti preskupit, pomocou paky ich priniest do rovnovahy a nakoniec zosumovat.
Takto vlastne velka cast Archimedovej duchaplnosti bola potrebnd na prekonanie t'azkosti,

spdsobenych nevhodnostou jazyka syntetickej geometrie pre vypocty obsahov.

Kazdy dalsi jazyk obohatil arzenal metdd, ktoré boli pri vypocte kvadratur a kubatar k
dispozicii. Zrod algebraickej symboliky umoznil zovSeobecnit’ vypocet obsahu Stvorca a objemu
kocky na 'ubovol'ni mocninu X". Aj ked’ pre tato ulohu chybala akékol'vek geometricka interpretécia,

jazyk algebry umoznil Cavalierimu pomocou ,metody sumdcie mocnin cCiar® najst vztahy, ktoré
29 b

a
zodpovedaju integralom J.X"dX = ﬁanﬂ pren=1,2,3,..,9 (Edwards 1979, s. 106-109). Napriklad
0
pre n = 5 formuloval svoj vysledok slovami: ,,vSetky kvadrdto-kuby musia byt v pomere 6:1°.
Kvadrato-kuby st piate mocniny neznamej, a pomer 6:1 udava prevratenti hodnotu zlomku, ktory

vystupuje na pravej strane formuly pre integral x°. Aj ked v jeho dobe nebolo jasné, o vlastne

pocital, vysledky ku ktorym dospel, s spravne.

Zrod analytickej geometrie priniesol novu interpretaciu algebraickych operacii. x* uz nebola

kocka, ako podobny vyraz interpretoval Cavalieri, ale usetka, ktorej dizka je x°. To spolu s ideou
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suradnej stistavy umoznilo Fermatovi novym spdsobom pocitat’ Cavalieriho kvadratury. Napriklad pri
integracii X* uz nie je nutné ,,Sumovar kuby“ a vypolet uz nie je vypottom objemu nejakého
Stvorrozmerného objektu, ktory si nevieme predstavit. Analytickd geometria umoziiuje pojat’ tento
integral ako vypocet obsahu plochy pod krivkou y = x*. Vhodnym rozdelenim intervalu (0, a) bodmi
tvoriacimi geometrickll postupnost mozno dany integral 'ahko vypocitat. Pritom rovnakou metédou
mozno vypod&itat’ aj Cavalieriho kvadrdto-kuby ako obsah pod krivkou y = x°. Navyse, kym Cavalieri
musel pre kazda sumaciu n4jst’ trik, ako prislusné mocniny nezndmej zosumovat, Fermatov postup pri
vypocte plochy pod krivkou y = X" je naprosto univerzalny. Rozdelenie intervalu pomocou bodov
tvoriacich geometricku postupnost’ funguje pre vSetky n a mozno preto vziat' n ako parameter. Tento

priklad krasne ilustruje narast expresivnej a integrativnej sily jazyka.

Zdokonalovanie jazyka pri prechode od syntetickej geometrie, pouzivanej Aristotelom, cez
algebru, ktoru pouzival Cavalieri, az po analyticki geometriu, pouzivanu Fermatom zasadnym
spdsobom obohatilo metédy na vypocet kvadratir. Tento rozvoj bol nevyhnutny pre to, aby Newton a
Leibniz mohli odhalit’ zdsadnu jednotu tychto postupov a zabudovat’ ju do zakladov integralneho
poctu. Vznik jazyka umoziiujiiceho pomocou explicitnych pravidiel riesit problém kvadratir je
rozhodujicim zlomom vo vyvine matematiky. Z hladiska integralneho poctu sa vysledky predosliého
obdobia javia ako nendrotné cvicenia. Sice domyselnost’ Archimeda, Cavallieriho ¢i Fermata je
poOsobiva, ale to Co predstavovalo vrchol ich vedeckého tsilia dnes zvladne priemerny absolvent

druhého roc¢nika vysokej Skoly za niekol’ko hodin

Vo vyuCovani matematiky je postupny a organicky rozvoj matematiky spravidla ignorovany a
vyuka urcitej teérie sa zacina zavedenim jazyka, zavedenim symboliky a syntaktickych pravidiel,
pomocou ktorych mozno danu teodriu presne sformulovat. Tak sa vyuka algebry zafina zavedenim
symbolického oznacenia pre nezndmu a vyuka matematickej analyzy zasa zavedenim syntaktického
odliSenia funkcie a argumentu. To ma za nasledok, Ze Studenti nezazili proces formalizacie, nenaucili
sa vytvorit’ si vlastni pracovnil symboliku a postupne, ako sa odhal'uji jej nedostatky, ju menit’. Toto
je asi hlavna pri¢ina tazkosti, ktoré sposobuju slovné ulohy ¢i tlohy z fyziky. Pri tlohach, kde

neexistuje jednozna¢né symbolické uchopenie, st ziaci, ktori dostali symboliku uz v hotovom tvare,
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bezradni. Nedokazu premostit’ priepast’, ktord oddel'uje problémovu situaciu, zadana v prirodzenom
jazyku, a matematicky formalizmus. Ked si spomenieme na storo¢ia a na desiatky inovéacii
matematického jazyka, ktoré oddeluju Archimedove vypocty od ich vyjadrenia vo formalne
zaviSenom tvare povedzme u Eulera, uvedomime si zlozitost’ prepojenia problému a matematického
jazyka, ktorym ho opisujeme. Z historickych rekonstrukcii vidno, Ze je nespravne zacinat' vyklad
urcitej tedrie zavedenim jej jazyka. Len ked’ jazyk prirodzene vyrastie z problémov, na opis ktorych je
uréeny, je mozné ocakavat’, ze u ziakov sa vytvori prepojenie problémovej situdcie a jej reprezentacie
v matematickom formalizme. Pritom musime mat’ stale na mysli, Zze jazyk matematiky je nesmierne
zlozity a komplexny systém. Tomu, kto ho zvladol, pripad4 prirodzene a jednoducho. Ale historia
ukazuje, ze vznikol kumuléciou vel'kého mnozstva malych vylepseni.

Ked piSeme nejakt formulu, ani si neuvedomujeme, ze je v nej skondenzovanych mnoho
storo¢i matematickej skiisenosti. Az ked’ rozlozime jazyk na jeho jednotlivé historické vrstvy, stava sa

zrejmym ¢o vSetko sa muselo udiat’, kym bolo mozné napisat’ napriklad princip indukcie

{@(0)A(vn)lp(n)= p(n+1)]}= (vn)eln).

V tomto principe sa spaja kosisticky vynalez zapisu neznamej pomocou pismen (v tomto pripade n), s
Leibnizovym vynalezom odlisit’ funkciu od argumentu (v naSom pripade ¢(n)) a Fregeho vynalezom
kvantifikacie Casti formule. A to spominame iba tie najvicSie inovacie, lebo napriklad Leibnizove
odlisenie funkcie od argumentu je zaviSenim dlhého vyvoja tiahniiceho sa od Archimeda (niektoré
jeho momenty, spojené s Cavalierim a Fermatom, sme spomenuli vyssie). Ked’ si tieto zlomy
uvedomime, budeme schopni porozumiet’ tazkostiam, ktoré matematicky formalizmus sposobuje
Studentom. Pokial’ Student nezvladne idey, na ktorych boli prislusné inovacie zalozené, vypadne mu

ohnivko z retaze, a problémovu situaciu s jej matematickym vyjadrenim nedokaze prepojit.
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2 Objektacie ako druhy typ zmeny vo vyvine matematiky

Vyklad re-prezentacii v dejinach matematiky sme zalozili na Fregeho interpretacii vyvinu
aritmetiky ako postupného narastania vSeobecnosti jazyka. Frege identifikoval ako zakladné udalosti v
dejinach matematiky vznik aritmetiky pouzivajucej konstantné symboly, zavedenie premennej v
algebre, zavedenie symbolov pre oznacenie funkcii vV analyze az nakoniec zavedenie Symbolov pre
funkcie vyssich radov v logike. Ked’ sme tento opis vyvinu symbolického jazyka doplnili o analogicky
opis vyvinu jazyka geometrie a tieto dve historické linie sme navzajom Spojili, ziskali sme obraz
prvého typu zmien vo vyvine matematiky. Pritom je doélezité si uvedomit, Ze spojenie aritmetiky s
geometriou je v rozpore s Fregeho intenciami. Frege zastaval v oblasti aritmetiky logicisticky program
a sudy aritmetiky povazoval za analytické, kym v oblasti geometrie sa pridizal Kantovej filozofie
a geometrické tvrdenia povazoval za syntetické. Preto snaha zasadit’ symbolické a ikonické jazyky do
jednotného ramca by mu asi pripadala ako pomylena. Domnievame sa vSak, Ze suvislosti medzi
symbolickymi a ikonickymi jazykmi, ktoré nase analyzy odkryli, ospravedliiuju tento krok.

Je zaujimavé, Ze aj pre objektacie, ktoré predstavuju napli tejto kapitoly, mozno najst’
teoreticky ramec pre ich opis. Tymto ramcom je Wittgensteinova obrazova tedria vyznamu z Traktdatu
(Wittgenstein 1921). Ale podobne ako od Fregeho, aj od Wittgensteina si vypozi¢iame iba niekol’ko
momentov, kym celkovl intenciu Wittgensteinovej tedrie budeme nuteni ignorovat. U Fregeho sme
museli ignorovat’ oddel'ovanie symbolickych a ikonickych jazykov; az ked’ sme to urobili, otvoril sa
jednotny pohlad na re-prezentacie v matematike. U Wittgensteinovej obrazovej tedrie vyznamu
budeme nuteni odmietnut’ predstavu o existencii jedinej nemennej formy zobrazenia; ked’ to urobime
aprijmeme predstavu, Ze jazyk geometrie alebo jazyk algebry postupne prechadzaju réznymi
vyvinovymi Stadiami, ktoré sa navzdjom odliSuju svojou formou zobrazenia, otvori sa moznost’ pouZzit’
obrazovu tedriu vyznamu ako néstroj na analyzu sémantickym posunov v dejinach tychto disciplin.

Dielo raného Wittgensteina sa zakladalo na dvoch tézach. Prvou bolo presvedcenie, ze jazyk

je obraz, atak popri jeho gramatickej Struktare existuje v jazyku d’alSia, od gramatickej nezavisla
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Struktira, ktorti nazval forma zobrazenia. Druhou tézou bolo presvedcenie, ze tato forma je jedina,
ateda ak si urcity systém narokuje byt jazykom, musi mat’ formu zobrazenia, opisani v Traktate.
Neskor Wittgenstein opustil poziciu svojho Traktdtu ana opis fungovania jazyka zaviedol pojem
jazykovych hier. Pre opustenie traktatovskych pozicii mal dobré dévody a tento jeho krok nechcem
spochybniovat’. Domnievam sa vSak, Ze vo svojom traktatovskom obdobi mal Wittgenstein omnoho
blizsie k matematike ako v neskorSich obdobiach. Traktdat obsahuje rad cennych postrehov, ktoré je
mozné pouzit pri rekonstrukcii vyvinu jazyka matematiky. Za tymto ucelom staci obrazova tedriu
vyznamu, na ktorej je Traktdat zaloZzeny, zbavit’ tézy 0 existencii jedinej formy zobrazenia a pripustit’
vyvin tejto formy. To ¢o bude nasledovat si nekladie za ciel rekonStruovat’ historického
Wittgensteina. Podobne ako v pripade Fregeho v predos$lej kapitole, aj teraz nam ide o pouzitie
vybranych aspektov Trakedru ako interpretaéného nastroja, ktory umoZiuje rekonstruovat” vyvin
réznych matematickych disciplin. Zda sa, Ze mnohym aspektom v dejinach geometrie alebo algebry
mozno porozumiet’, ak sa pokusime dejiny geometrie ¢i algebry interpretovat ako vyvin formy
zobrazenia. Za tymto uc¢elom vsak musime zmenit’ traktatovské chapanie jazyka (ako aj terminologiu),

a prijat’ dve vychodiskové tézy:

1. Téza existencie formy jazyka'® ako Struktiry, ktord zahfiia vetko to, ¢o sa v jazyku

neda explicitne vyjadrit, ale sa iba ukazuje.

2. Téza plurality foriem jazyka, podla ktorej je jazyk v kazdom okamihu svojho vyvinu

zalozeny na jedinej forme, ale ta sa moze casom menit.
Som presvedéeny, ze pojem formy jazyka je dolezity pre porozumenie dejinam matematiky.
Naznacuje totiz, Ze okrem toho ¢o sa v ur¢itom jazyku da explicitne vyjadrit’ (a ¢o si na matematike
historici doteraz v§imali), existuje aj d’alSia zlozka jazyka, zahfiajtica to, ¢o sa v jazyku da iba ukazat'.
Zda sa, Ze v dejinach matematiky hra ¢asto prave tato implicitna zlozka vyznamnu ulohu, ktora vSak
doteraz nebola podrobnejSie analyzovana, lebo chybal nastroj na jej skiimanie. Obrazova teodria
vyznamu tak moéze pomoct’ upriamit’ pozornost' historikov matematiky na skimanie implicitného
aspektu jej jazyka. Ked navySe pripustime pluralitu foriem jazyka, vznikd moznost’ formu jazyka J,,

ktora sa v samotnom jazyku J; neda vyjadrit, vyjadrit’ v jazyku J,. Takto jazyk J, poskytuje presny

a ucinny nastroj na opis formy jazyka J;, ¢im sa loha rekonstrukcie vyvinu formy jazyka stiva dobre
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definovanym problémom.

Ukazuje sa, ze explicitné vyjadrenie formy jazyka J; prostriedkami jazyka J, sa v dejinach
geometrie odohralo niekolkokrat. Zda sa, Ze tak mozno opisat’ to, ¢o Beltrami urobil s formou jazyka
Lobacevského teorie, Klein s formou jazyka Cayleyho tedrie ¢i Poincaré s formou jazyka
Riemannnovej tedrie. Preto si tento jav urcite zaslizi podrobnejSiu analyzu. NavySe tym, ze sa forma

Jazyka J, explicitne vyjadri v jazyku J,, otvéra sa priestor pre vynorenie sa novej formy jazyka. Ked

zbavime obrazovu tedriu vyznamu tézy o existencii jedinej formy jazyka, dostaneme tak nastroj,
umoziujuci opisat’ dynamiku vyvinu matematickych teérii. Vyvin spociva v tom, Ze to, ¢o je na
urcitom $tadiu implicitné, sa v nasledujucom S$tadiu explicitne zabuduje do jazyka. Tym sa otvara
priestor pre vynorenie sa novej implicitnej formy, a cely proces méze zacat od zagiatku.?

Uzito¢nost” pojmu formy jazyka pre epistemoldgiu sa zakladd na dvoch aspektoch. Jednak je
tento pojem uzko spojeny s pojmom subjektu (7raktat 5.632) a tak umoziuje opisat’ procesy ako je
prechod medzi roznymi jazykmi a porozumenie jazyka bez toho, aby sme museli zvonka zavadzat
subjekt v tvare idedlneho vedca ¢i vedeckého spolocenstva. Pojem subjektu netreba zavadzat’ zvonka
(ako Kuhn zo sociologie ¢i Piaget z psychologie), lebo vo forme jazyka je uz subjekt pritomny. Na
druhej strane sa forma jazyka (charakter subjektu, hranice sveta, pozadia) jasne odliSuje od logickej
Struktiry jazyka (charakteru vyplyvania, kvantifikicie, premennych) a preto zmeny formy jazyka
0 vyvine urcitej teorie nenarisaju jej logicku konzistentnost'.

Predmetom tejto Casti knihy bude opis zmien, ktoré¢ sa udiali v syntetickej geometrii na ceste
k neeuklidovskym geometriam. Tuto vyvinovh liniu budeme sledovat az po vznik Hilbertovho
axiomatického systému. Na vyklad dejin syntetickej geometrie nadviazeme vykladom dejin algebry,
ktorého osnovou bude problematika rieSenia algebraickych rovnic veduca ku Galoisovej teorii. V
zavere kapitoly porovname vyvoj geometrie s vyvinom algebry a pokusime sa ziskat’ porozumenie pre

uvedeny druh lingvistickych inovacii, ktoré oznacujeme terminom objektdcie.

2. 1. A Historicky opis objektdacii v geometrii

Objav neeuklidovskych geometrii je jednym z najcastejSie diskutovanych objavov v dejinach
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matematiky. Niektori autori st presvedéeni, Ze urc¢ité aspekty neeuklidovskej geometrie boli zname uz
v antike. Podla ich ndzoru komplikovany tvar aky Euklides dal svojmu piatemu postulatu, bol
vysledkom diskusii alternativnych geometrickych systémov, ktoré s dnes stratené (pozri Toth 1977).
Prevazna vécsina historikov v8ak kladie zrod neeuklidovskych geometrii na prelom 18. a 19. storoc¢ia
(Bonola 1906, Kagan 1949, Kline 1972, Rozenfel'd 1976, Gray 1979, Boi, Flament a Salanskis 1992,
Boi 1995, Vopénka 1995). Ale ¢i uz do 19. storocia polozime objav neeuklidovskych geometrii alebo
ich znovuobjavenie, faktom je, Ze od 4. storocia n. 1., kedy Proklos vyslovil pochybnosti ohladom
Euklidovho piateho postulatu, po zaciatok 19. storoCia, kedy Gauss, Bolyai, Lobacéevskij, Taurinus a
Schweikart vytvorili systémy neeuklidovskej geometrie, uplynula prili§ dlhd doba. Posobi to dojmom,
akoby nieCo branilo matematikom vstapit’ do neeuklidovského sveta, ako keby existovala urcita
hradza, ktora sa na zaciatku 19. storoCia prelomila a otvorila cestu novej geometrii. Prili§ dlha doba,
ktora oddeluje problém od jeho vyrieSenia nie je vSak jedinou zvlastnostou tohto objavu.
Pozoruhodna je aj vysokd miera paralelnosti objavu, teda skutocnost’, Ze po pétnastich storoCiach
neuspesnych pokusov zrazu, v priebehu niekolkych desatroéi pat’ matematikov dospeje nezavisle od
seba k rovnakym vysledkom. Vyznamny rusky matematik Igor Safarevi¢ sformuloval tito zvlastnost’

vo svojej prednéske ,,O niektorych tendenciach rozvoja matematiky**:

,»P0 tom ako Lobacevskij a Bolyai nezavisle od seba polozili zdklady neeuklidovskej

geometrie, sa ukdzalo, Ze dvaja matematici - Gauss a Schweikart o viac nez 10 rokov

skor, tiez nezavisle od seba prisli s tym istym rieSenim. Cloveka ovladne zvldStny

pocit, ked vidi tie iste obrazky, akoby nakreslené tou istou rukou, v prdacach styroch

ucencov, ktori pracovali uplne nezavisle (Safarevic 1991, s. 550).
Vznik neeuklidovskych geometrii sa pokusime vylozit ako ddsledok postupnosti lingvistickych
inovacii. Sustredime sa teda nielen na obsah, na to, ¢o matematici ako Lobacevskij ¢i Bolyai objavili,
ale pokusime sa analyzovat prostriedky, pomocou ktorych svoje myslienky vyjadrili. Analyza
lingvistickych inovacii, ktoré sprevadzali zrod neeuklidovskych geometrii umozni vrhnut' svetlo na
pozoruhodné aspekty, ktoré objav neeuklidovskych geometrii so sebou nesie.

Existenciu ,,neeuklidovskych systémov pred Euklidom®, o ktorej piSe Toth, bude mozné

vysvetlit' tak, Ze pokial’ sa nestabilizoval jazykovy ramec, tvoriaci zéklad Euklidovho systému, bol

mozny rad uvah a argumentov, ktoré su s tymto jazykovym rdmcom v rozpore. Sformovanie a
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vSeobecné prijatie Euklidovho systému tieto Givahy a argumenty vytlacilo ako nekonzistentné alebo
dokonca ako nezrozumitelné. Dejiny matematiky teda nepovazujeme za jednoduchy kumulativny
proces hromadenia poznatkov. Ked pozornost sustredime na analyzu jazykovych prostriedkov
pomocou ktorych sii matematické poznatky formulované, je mozné ukazat, ze presadenie sa urcitého
jazykového radmca umoziiuje sice urcité poznatky presnejSie a l'ahSie vyjadrit, ale suCasne zamedzuje
formuldcidm inych poznatkov, ktoré sa zani povaZovat za nekonzistentné, teda nedosahujuce
Standardy presnosti nového ramca. Typicky priklad takéhoto odsunutia matematickych poznatkov
predstavuje odstranenie nekone¢ne malych veli¢in po zrode &-8 analyzy. Je mozné, Ze ,,zabudnutie®
neeuklidovskych systémov, ktoré existovali pred Euklidom, bolo d’alsim prikladom tohto fenoménu.
»DIhi dobu®, ktora prebehla od vyslovenia pochybnosti o Euklidovom piatom postulate po
objav prvych neeuklidovskych geometrii mozno vylozit’ ako dosledok skutocnosti, Ze jazyk, v ktorom
je mozné Konzistentne sformulovat’ neeuklidovsku geometriu, oddel'uje od Euklidovho systému nie
jedna, ale cely rad na seba nadvézujucich lingvistickych inovécii. V tejto kapitole opiSeme aspoini
najdolezitejsie z nich. Sme presvedceni, ze k tomu, aby bolo mozné vytvorit’ systém neeuklidovskej
geometrie, je potrebné do geometrie priniest’ prinajmenSom pojem priestoru, pojem premietania
a aspon implicitny pojem modelu. To vSetko st nastroje, ktoré Lobacevskij pri konstrukcii svojho
systému pouZiva, ale ktoré by sme marne hl'adali u Euklida. Euklidova geometria neobsahuje pojem
priestoru; Euklides hovori vzdy iba o objektoch, a nie o prazdne, ktoré tieto objekty obklopuje (Kvasz
2004). Pre neeuklidovsku geometriu je v8ak pojem priestoru dblezity, lebo najjednoduchsi sposob,
ako si predstavit neeuklidovskil geometriu, je predstavit' si ju ako geometriu neeuklidovského
priestoru. Podobne Euklides vo svojej geometrii nema pojem premietania. Rozhodujucim krokom
Lobacevského pri budovani svojho systému vsak bolo premietnutie neeuklidovskej roviny na plochu,
ktoru nazval orosférou a na ktorej vytvoril model euklidovskej roviny. Zavedenie pojmu priestoru,
premietania a modelu do geometrie sa neodohralo naraz. Trvalo to dlhé storocia, pokial’ sa vytvorili
jazykové ramce, ktoré umoznili konzistentne hovorit’ o priestore alebo o zobrazeniach. Doba potrebna
na vybudovanie tychto jazykovych radmcov musela uplynit prv, nez mohlo ddjst k objavu

neeuklidovskych geometrii.
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Problém predlozeny Safarevitom sa pokésime vysvetlit tak, Ze ruku spomenutych
matematikov ,,viedla® spolo¢na forma jazyka. Sme presvedceni, Zze Bolyai, Lobacevskij, Gauss,
Taurinus a Schweikart priniesli urcita lingvisticki inovaciu, ktora umoznila konzistentne vyjadrit’
tvrdenia neeuklidovskej geometrie. Pritom vysokd miera podobnosti obrazkov obsiahnutych v ich
dielach je doésledkom skutoc¢nosti, ze jazyk urcitej matematickej tedrie je vnutorne vel'mi silne
previazany, preto lingvistickych inovacii, ktoré by neviedli k upadnutiu do logickych protireéeni je len
maly pocet. To robi pravdepodobnym, Ze viaceri matematici, pracujuci nezavisle na sebe, urobia
rovnakl inovéciu, ktora ich privedie k analogickym vysledkom. Vyklad dejin syntetickej geometrie

zacneme odbockou do renesancného maliarstva, lebo zda sa, ze prave tam sa zrodil pojem priestoru.

2.1.A.1 Perspektivisticka forma jazyka syntetickej geometrie

Jednou z pozoruhodnych ¢&ft antickej matematiky je, Ze nepoznala pojem priestoru. Najblizsie
k tomu, ¢o dnes oznaCujeme pojmom priestor, je anticky pojem prazdna (xevov). Pre antickych
filozofov, az na atomistov a epikurejcov, bol pojem prazdna problematicky. Prazdno je tam, kde nic¢
nie je, a teda vlastne oznacuje Cosi, ¢o nema Ziadne konkrétne atribity, ktoré by sme mohli poznévat.
A ani atomisti, ktori existenciu prazdna pripustali, nevedeli o fiom vel'a povedat. Nech uz je to s
existenciou prazdna akokol'vek, prazdno rozhodne nie je cosi, ¢o by mohlo tvorit predmet
matematiky, Ktora sa vyznacuje prave jasnostou a uréitostou objektov, ktoré skima. Pojem priestoru

sa ani nezrodil v matematike, ale v maliarstve.

a. Implicitny variant perspektivistickej formy - Giotto

Ked porovname renesancné obrazy s obrazmi predoslého obdobia, zistime, Ze gotickym
obrazom chyba hibka. Jednotlivé postavy su poukladané jedna vedl'a druhej, dom vedla domu, hora
vedl'a hory — bez najmensej snahy o zachytenie hibky priestoru. V literatre (Bronowski 1985, s. 171)
sa mozno docitat’, Ze to bolo v sulade s ciePmi malovania. Ulohou maliara nebolo malovat’ svet taky,
aky sa mu javi, ale mal'ovat’ ho taky, aky skutocne je. Vzdialené predmety sa ndm sice javia mensie,

ale oni sa také iba javia, v skutocnosti také nie st. Preto ich ani netreba mensie malovat’.
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Jednym z prvych maliarov, u ktorého nachiadzame snahu zachytit' hibku priestoru bol Giotto di
Bondone. Vo vicsine knih o dejinach umenia je jeho dielo radené k stredoveku, a nemozno popierat,
Ze nametmi a ikonografiou do stredovekého umenia patri. Na druhej strane mozno v iom najst’ prvky,
ktoré st typické pre renesanciu. Ide predovsetkym o geometrické aspekty jeho obrazov, v ktorych je
badatel'na snaha zachytit' rozmiestnenie objektov v priestore. Ako prvu ilustraciu si dovolime uviest
Giottovu fresku Zjavenie bratovi Augustinovi a biskupovi (okolo 1325), ktora sa nachadza v kostole
Santa Croce vo Florencii (Kadefavek 1922, priloha V). Ako vidno z pomocnych ¢iar doplnenych F.
Kadetavkom, Giotto uz vedel, ze na vyvolanie iluzie rovnobeznych ¢iar treba namalovat Ciary,
zbiehajuce sa k spolocnému ubezniku. Na druhej strane vSak ubeznik priamok prisluchajucich
miestnosti ako celku a ubeznik priamok prislichajicich baldachynu, st rézne. Zda sa preto, Ze obraz
ma dva hlavné body (t.j. ubezniky priamok idacich do hibky) a aj dva horizonty. U Giotta je teda

perspektiva , lokalna“, rézne prvky su zakreslené v r6znych pohl'adoch.

Dalsi obraz, na ktorom mozno ilustrovat’ postupné objavovanie principov perspektivy je od
Ambrogia Lorenzettiho a ma nazov Zvestovanie (1344). Z geometrického hl'adiska je na obraze

zaujimavé dlazba, pomocou ktorej Lorenzetti vyvolava ilaziu hibky priestoru.
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Boc¢né hrany dlazdic sa zbiehaji do jediného bodu, ktory je sicasne aj hlavnym bodom obrazu. To je
v sulade s geometrickymi principmi. Ked’ si vSak do siete dlazdic zakreslime uhloprie¢ky (pozri
Kaderavek 1922, priloha VII), zistime, Ze tieto tvoria krivku. Z geometrického hladiska je to
nespravne, lebo v skutocnosti je diagondlou priamka, a pri stredovom premietani sa tdto musi zobrazit’
opat’ na priamku. Preto €iara tvorend uhloprieCkami dlazdic na obraze by mala byt’ priamkou. Otdzka,
ako spravne zobrazit’ dlazbu predstavovala vazny problém. Lorenzetti vedel, Ze dlazdice na obraze sa

musia postupne zmenSovat, ale nevedel podla akého pravidla.

b. Explicitny variant perspektivistickej formy - Masaccio
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Jednou z prvych malieb, ktorej priestorova Struktira bola geometricky konstruovana je freska
Najsvdtejsia trojica (1427) vo florentskom chrdme Santa Maria Novella. Jej autorom bol Masaccio.
Principy perspektivy, ktoré boli u Giotta ¢i Lorenzettiho iba intuitivne, Masaccio pozna a exaktne
aplikuje. Mozno preto povedat’, Ze perspektivistickd forma sa tu stava plne explicitnou.

Renesan¢ny maliar si kladol za ciel’ malovat’ svet tak, ako sa mu javi, mal'ovat’ ho z 'udského
hladiska. Chcel, aby pohl'ad na obraz vyvolal v divakovi rovnaky dojem, ako pohlad na predmet,
ktory obraz znazorioval, teda okrem iného aby vyvolal iluziu hibky.? Na dosiahnutie tohto ciel’a
slazili tri principy perspektivy: perspektiva rozmerov (vzdialenej$ie predmety treba mal'ovat’ mensie),
perspektiva farieb (vzdialenejsie predmety treba mal'ovat’ matnej§imi farbami) a perspektiva obrysov
(vzdialenejsie predmety treba malovat’ s mékSimi obrysmi). Prvy princip sa viaze k vlastnostiam
priestoru, zvy$né dva st sposobené absorpciou svetla vo vzduchu. Vsetky tri mozno zretelne vidiet’ na
obrazoch pristavov, miest alebo krajiny.

Renesancia prinaSa novy prvok aj ohl'adne situovanosti predmetov na obraze. V gotickom
maliarstve je vel'kost” postavy timerna jej vyznamu. NajdolezitejSia osoba je najvicSia a na obraze
zaujima centralne postavenie. Ostatné postavy st naukladané okolo centralnej postavy. Zobrazenie
jednotlivych prvkov teda vyjadruje hierarchicku situovanost. Naproti tomu renesancné maliarstvo, aj
ked’ zachovava vyznamné miesto pre centradlnu osobu, ostatné prvky uz zobrazuje tak, ako s voci
tejto ustrednej postave situované v priestore. Preto ich umiestnenie na obraze je dané nielen ich
vyznamom, ale aj ich polohou v priestore. Usporiadanie prvkov obrazu tak zachytava aj priestorova
situovanost’. Pri snahe zachytit’ priestorovu situovanost’ predmetov sa na obraze objavi zvlastna Ciara
— horizont. Vlastne ono to ani nie je skuto¢na ¢iara. Maliar ju nesmie vytvorit’ tahom Stetca. Horizont
sa nesmie namal'ovat’, ale napriek tomu sa na obraze ukaze. Podla vety 2.172 Wittgensteinovho
Traktatu (,,Ale obraz nemoze zobrazit' svoju formu zobrazenia, obraz ju ukazuje.“) patri teda k forme
zobrazenia. Horizont zodpoveda hranici sveta zobrazené¢ho obrazom a teda, podla vety 5.632
(,,Subjekt nepatri k svetu, ale je hranicou sveta.“) prislucha k subjektu. Takto sa vlastne na obraze
popri vyrazoch ikonického jazyka, vyjadrujicich uréité predmety, objavuju aj vyrazy viazuce sa nie k

objektom, ale k subjektu, ktory je nositel'om jazyka.
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2.1.A.2 Projektivna forma jazyka syntetickej geometrie

Konstrukcia perspektivy je naro¢nd, preto sa viaceri maliari pokusali explicitne sformulovat’
principy perspektivy. Jednou z prvych teoretickych prac o perspektive bol traktat Della Pittura od
Leona Battistu Albertiho. Podobné spisy napisali v priebehu 15. a 16. storoc€ia viaceri maliari, medzi
nimi aj Albrecht Diirer. V tychto spisoch mézeme najst’ pozoruhodnu inovaciu. Ked sa maliari
pokusali znazornit' ako vznikd perspektivisticky obraz, vytvorili reprezentdciu reprezentdcie.
Pouzivanie reprezentacie reprezentacie je charakteristickou ¢rtou novej formy jazyka, ktori nazyvam
projektivna forma. Projektivna forma tak zasadne meni sposob konstrukcie obrazu. Hlavnym
vydobytkom perspektivy bolo verné zobrazenie nametu z ur¢itého hl'adiska. Samotné hl'adisko vsak
zobrazené nebolo. Bol to bod z ktorého sa treba na obraz pozerat, a ako taky ostal obrazom
nezachyteny. Projektivna forma prindSa zasadni zmenu vo vztahu k hladisku, ked ho na obraze
explicitne zobrazi. Explicitné zobrazenie hladiska prinasa moznost’ prechodu od jednej perspektivy k
inej. Projektivna forma prinasa pravidla, pomocou ktorych mozno situaciu, ktora je reprezentovana v
ur¢itom pohlade, zobrazit' z iného pohladu. Zmena perspektivy sa deje pomocou stredového
premietania, pricom stred premietania je explicitne zobrazenym hl'adiskom, spomenutym vyssie.
Tretim aspektom projektivnej formy je zavedenie sprostredkovanej referencie, alebo nahradenie
skutoCnosti jej obrazom. Z epistemologického hl'adiska je to dolezity krok, ktory ma paralelu v
modernej logike u Fregeho. Frege v Zakladoch aritmetiky nahradil otazku Co je cislo? otazkou Kedy
maju dva subory rovnaku mohutnost? Namiesto otazky o referencii vyrazu kladie teda otazku o
ekvivalencii dvoch vyrazov. A tato idea sa po prvy raz objavila v geometrii u Desargua. Poslednym,
Stvrtym aspektom projektivnej formy jazyka je zavedenie idedlnych objektov. Na mysli mam
nekonec¢ne vzdialené body, body v ktorych sa ,,pretinaju rovnobezky*“. Ich zavedenie je nevyhnutné
aby sa stredové premietanie stalo bijektivnym zobrazenim, teda aby premietania bolo mozné skladat’.

Uvedené lingvistické inovacie, ktoré spolocne viedli k vzniku novej formy jazyka, umoznili
Desarguovi vypracovat’ prvii konzistentnu teoriu nekonecna. Vdaka reprezentdcie reprezentdcie,
vyjadrenia hladiska v jazyku, sprostredkovanej referencie a idedlnych objektov sa jazyk do tej miery
obohatil, Ze umoznil vyjadrit’ skuto¢nosti, ktoré boli dovtedy nevyjadritelné. Z nekonecna, ktoré bolo
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v antike povazované za ¢osi neuchopitel'né, a v stredoveku za nie€o, ¢o presahuje moznosti 'udského
rozumu, sa stdva predmet matematického skimania. Je to dblezité, lebo neeuklidovské geometrie sa
od euklidovskej odlisuju prave tym, ako sa priamky ,,spravaji v nekone¢ne®. Preto vytvorenie jazyka

schopného reprezentovat’ nekonecno bolo krokom prvoradého vyznamu na ceste k tymto geometriam.

a. Implicitny variant projektivnej formy - Diirer

Albrecht Diirer na viacerych grafikach zobrazil maliara, ktory pomocou roznych trikov v
vytvara perspektivisticky obraz. Aby sme pochopili v ¢om zobrazovanie v projektivnej geometrii
prekracuje svet perspektivneho malovania, zastavme sa pri jednej z tychto grafik a skiisme sa vzit’ do

ulohy maliara.
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Predstavme si, ze chceme namalovat’ urcity predmet tak, aby jeho obraz vyvolal v divadkovi rovnaky
dojem, ako pohlad na original. Zoberme dokonale priehl'adnu f6liu, napnime ju na rdm a umiestnime
ju medzi oko a predmet. Zacneme na f6liu nanasat’ farbu, bod za bodom, nasledovnym postupom.
Zvolime si nejaky bod predmetu (nech je pre urcitost’ hnedej farby). NamieSajme si uplne rovnaky
odtient a nanesme ho na ten bod folie, kde 11¢, vedeny z uvazovaného bodu predmetu do oka, pretne
foliu. Ked sme namiesali uplne rovnaky odtien, nanesenie farby na foliu by sme si nemali ani
v§imnut. Po urCitom case stravenom takymto bodkovanim vznikne na folii obraz, ktory v nas
vyvolava absolutne rovnaky dojem ako originalny predmet. Analogickym spdsobom objavovali
renesancni maliari principy perspektivneho malovania. Zistili, Ze ak chct v divakovi vyvolat’ iluziu
dvoch rovnobeznych c¢iar, musia na platno namalovat’” dve zbiehajuce sa usecky. Zistili to, ale

nevedeli, preco je to tak. Presnt odpoved’ na tuto otdzku dala aZ projektivna geometria.

b. Explicitny variant projektivnej formy - Desargues
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Gérard Desargues, zakladatel’ projektivnej geometrie, vniesol jasno do otazky perspektivy
pomocou genialnej myslienky. Nahradil skutoénost’ obrazom. Kym maliari formulovali problém
perspektivy ako problém vztahu obrazu ku skutocnosti, Desargues prisiel na to, ze skuto¢nost’ mozno
vynechat’. Perspektive mozno porozumiet’ ako vztahu dvoch obrazov. Predstavme si, Ze uz mame
obraz, na ktorom je nejaky predmet, napriklad krcah, zobrazeny tak verne, ze pohlad na obraz
vyvolava rovnaky dojem ako pohlad na skuto¢ny predmet. Predstavme si d’alej maliara, ktory chce
namal'ovat’ obraz kréaha. V nestrazenom okamihu nahrad’'me kr¢ah jeho obrazom. Ak je obraz verny,

maliar by si ni¢ nemal v§imnat’ a mal by sa pustit’ do malovania obrazu obrazu kréaha.

'4'.3.
hladisko

Vyhoda, ktori Desarguova idea prinasa je, Ze namiesto vztahu trojrozmerného predmetu a
dvojrozmerného obrazu mame do Cinenia so vztahom medzi dvoma dvojrozmernymi obrazmi.
Procedara s priehl'adnou foliou sa tak stava stredovym premietanim. Zakladom perspektivneho
malovania je teda stredové premietanie vzoru na obraz.

Prv, nez sa pustime do skiimania toho, ako sa menia jednotlivé rovinné ttvary pri stredovom
premietani, treba objasnit,, ¢o sa deje s rovinou ako celkom. Nie je tazké nahliadnut, Ze s vynimkou,
ked’ st obe roviny rovnobezné, priemetom jednej roviny nie je cela druha rovina. Na prvej rovine
(rovine o, z ktorej premietame) existuje priamka a tvorena bodmi, ktoré nemame kam zobrazit'. Na
druhej rovine (rovine B, na ktort premietame) existuje priamka b, na ktorti sa ni¢ nezobrazi. Kvoli
tomu, aby stredové premietanie bolo vobec zobrazenim, musel Desargues doplnit obe roviny o
nekoneéne vzdialené body. Potom priamku a tvoria tie body roviny o, ktoré sa zobrazia na nekone¢ne
vzdialené body roviny . Naopak, priamka b je tvorena tymi bodmi roviny [, na ktoré sa zobrazia

nekoneéne vzdialené body roviny o (Courant a Robbins 1941, Kap. IV. §4.). Pridanim nekonecne
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vzdialenych bodov k rovine sa premietanie stiva bijektivnym zobrazenim. Desargues takto vytvoril
nastroj na skiimanie nekonecna. Idea je prosta. Stredové premietanie premietne nekonecne vzdialené
body roviny a na priamku b roviny B. Preto ked’ chceme zistit', ¢o sa deje v nekone¢ne s nejakou

krivkou, napriklad s parabolou, tak si ju nakreslime na rovinu o a premietneme ju na rovinu f3.

Co zistime je, 7e parabola sa nekonec¢ne vzdialenej priamky dotyka. V tom sa lii od hyperboly, ktora
tuto priamku pretina. Ked’ si na rovine o nakreslime dve rovnobezky, zistime, Ze ich obrazy na rovine
[ sa budu pretinat’ v bode priamky b. Z toho m6Zeme usudit’, Ze rovnobezky sa v nekone¢ne pretinaju,

pri¢om priesecnik P ich obrazov (na rovine ) je obrazom ich priese¢nika v nekonecne.

Z toho mézeme usudit, Ze rovnobezky sa v nekone¢ne pretinaji, pricom priese¢nik P ich obrazov (na
rovine B) je obrazom ich priese¢nika v nekoneéne. To znamena, 7e ked renesanéni maliari
znazoriovali na svojich obrazoch rovnobezky pomocou pretinajucich sa ¢iar, nedopustali sa omylu.
Rovnobezky sa skuto¢ne pretinajt, iba ich priese¢nik lezi v nekoneéne. Desargues vytvoril metodu,

umoziujicu nekonecne vzdialené body znazornit, a tym v jazyku vyjadrit spravanie sa rovnobeziek v
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nekoneéne. Desargues tak nasiel sposob, ako dat’ terminu nekone¢no jasny a jednozna¢ny zmysel.

Desarguova idea nahradit’ skuto¢nost’ jej obrazom umoziuje skiimat’ zdkonitosti transformacii
roviny, na ktorej su umiestnené jednotlivé utvary, oddelene od samotnych utvarov. Ide o zakonitosti
zobrazovania ,,prdzdneho platna®“. To, ako sa sprava tato rovina pri premietani, podmiefiuje spravanie
sa kazdého jedného utvaru umiestneného na nej. Prave tieto zékonitosti transformécie roviny si
vynucuju, Ze sa obrazy rovnobeziek musia pretat. Nie je to individualna vlastnost’ rovnobeziek, ale
vlastnost’ roviny ako celku. Geometria roviny podmiefiuje spravanie itvarov a vytvara pozadie, ktoré
toto spravanie konstituuje. Euklidovska geometria sa zaoberala trojuholnikmi, kruznicami,..., ale tieto
utvary boli akoby umiestnené v prazdnote, o ktorej geometria ni¢ nehovorila. V projektivnej geometrii
je uz trojuholnik situovany na konkrétnej rovine a pri premietani roviny sa premieta spolu s fou.
Mnoh¢é z toho, ¢o sa deje s trojuholnikom pri premietani, je podmienené jeho polohou na rovine. Ak
trojuholnik nepretina priamku a, jeho obrazom je opédt’ trojuholnik. Ak ju pretina, jeho obrazom bude
Cosi zlozitejSie. Projektivna geometria teda uz neskima len samotné objekty, ako to robila geometria
euklidovska, ale tematizuje aj pozadie, na ktorom st objekty situované.

Domnievame sa, Ze netematizovanost’ pozadia bola jednou z pri¢in, kvoli ktorej bolo treba tak
dlho ¢akat’ na neeuklidovskil geometriu. Kym pozadie nie je pritomné v jazyku, je tazké rozmyslat
inak, nez euklidovsky. Problém je v tom, Ze napriklad neeuklidovsky trojuholnik ma byt jednak
trojuholnik (t.j. nieCo, ¢o pozname od Euklida), ale na druhej strane ma byt neeuklidovsky (t.j. iny,
neZ na aky sme zvyknuti). Co je to, &o robi trojuholnik trojuholnikom, a teda musi byt’ zachované aj v
neeuklidovskej geometrii, a ¢o je na trojuholniku podmienené jeho euklidovskostou? Tato otazka
ostro vystapi v pripade neeuklidovského Stvorca, ktory jednoducho neexistuje. Tematizacia pozadia
umoznuje pripisat’ euklidovskost’ ¢i neeuklidovskost’ prave pozadiu. O neeuklidovskej geometrii sa
najlah§ie uvazuje ako o geometrii neecuklidovskej roviny. V popredi, kde robime konstrukcie,
postupujeme normalne, ako keby sme konStruovali Stvorec. Az geometria roviny sposobi, Ze

konstrukcia nevyjde (t.j. konce prvej a Stvrtej strany ,,§tvorca“ sa nestretntl).
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Na obrazkoch projektivnej geometrie existuje vyznaény bod — stred premietania. Stred premietania je
bodom, z hl'adiska ktorého vyvolavaju vzor i obraz rovnaky dojem a reprezentuje oko maliara z
Diirerovej rytiny uvedenej vysSie. Okrem bodu reprezentujiceho hl'adisko, sa na rovine tvoriacej
pozadie, na ktorom su situované geometrické Utvary, nachadza vyznacna priamka a. Tato priamka sa
nazyva ubeznica a je zodpovedna za mnohé zvlasStnosti, ktoré sa s tvarmi deji pri premietani. Jej
poloha na rovine a je urcena stredom premietania, ktory zodpoveda oku divaka. Teda priamka a
predstavuje horizont. Je vSak dolezit¢é uvedomit Si zasadny rozdiel oproti perspektivistickému
maliarstvu. V projektivnej geometrii je ubeznica priamkou, a je teda sucastou jazyka. Nie je to nieco,
o sa v jazyku len ukazuje. Desargues nakreslil horizont, spravil z neho ¢iaru.” S nie¢im takym ako
stred premietania, ¢i Ubeznica sme sa v euklidovskej geometrii nestretli. Euklidovska rovina je
homogénna, vSetky jej body a priamky su ekvivalentné. Takto namiesto euklidovského videnia
odnikadial’, ¢i perspektivistického prizerania sa, sa hladisko explicitne zabudovava do jazyka tedrie.
Pritomné je vo forme stredu premietania a vo forme horizontu, ktory prislucha k tomuto stredu.
Explicitna pritomnost’ hl'adiska v jazyku umoznila zasadny posun v skiimani geometrickych
transformacii, posun, ktory radikalne zmenil charakter samotnej geometrie. Z nauky o tvare, ¢im bola
v ¢asoch Euklida, sa geometria postupne premenila na §tadium invariantov grap transformacii, ako ju
definoval Felix Klein. Nemozno povedat’, Ze by euklidovska geometria nepoznala pojem zobrazenia.
Euklides pouzival otacania, posunutia ¢i osové sumernosti. Ale kedze nemal Vv jazyku vyjadrené
hladisko, mohol definovat’ iba malo transformacii. Definovat’ transformaciu znamena povedat’, ¢o sa
pri nej meni, a ¢o naopak ostava nezmenené. Euklidove definicie museli byt situacne neutralne. To,

¢o sa pri transformacii meni a o nie, muselo byt rovnaké pre vsSetky hladiska. Preto Euklidom
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definované transformacie museli zachovavat’ tvar. Desargues tym, Ze V jazyku explicitne vyjadril
hladisko, moze definovat’ to, €o transformacia meni a ¢o ponechiva nezmenené vzhl'adom k jedinému
bodu. Presne tak je definovana projektivna ekvivalencia dvoch ttvarov. Dva ttvary st projektivne
ekvivalentné, ak existuje hladisko, z ktorého vyzeraju rovnako. Takto vdaka explicitnej pritomnosti
hladiska v teorii sa rozsirila mnozina transformacii, ktoré je teéria schopné definovat’. Toto rozsirenie
bolo dostatocné na to, aby sa naplno prejavila efektivnost’ transformacii ako teoretického nastroja a

pritiahla pozornost’ matematikov k ich systematickému Stadiu.

2.1.A.3 Interpretativna forma jazyka syntetickej geometrie

Zabudovanie pozadia do jazyka geometrie v podobe roviny ¢i priestoru, ku ktorému doslo v
ramci projektivnej formy, umoznilo pokrok aj v problematike piateho Euklidovho postulatu. Prielom v
tejto otazke nastal u Karla Friedricha Gaussa, Janosa Bolyaiho a Nikolaja Ivanovica Lobacevského,
ktori v prvej tretine 19. storocia dospeli k presved¢eniu, Ze okrem euklidovskej geometrie je mozna aj
ina geometria, v ktorej neplati piaty postulat. Viaceré z tvrdeni, obsiahnutych v dielach tychto troch
matematikov, boli zname uz Girolamovi Saccherimu a Johannovi Henrichovi Lambertovi. Avsak aj
ked tito matematici objavili mnohé tvrdenia neeuklidovskej geometrie, zotrvali v presvedceni, ze
jedind mozna geometria je geometria Euklidova. Preto by sa mohlo zdat’, Ze prinos Gaussa, Bolyaia a
Lobacevského spociva iba v zmene postoja k tymto tvrdeniam, alebo ako to opisuje Petr Vopénka, v
,»0dkryti novej naladenosti voci neeuklidovskej geometrii* (Vopénka 1995, s. 58). Nasou ulohou je
objasnit’, ¢o tento novy postoj, tito novi naladenost’ umoznilo. V zhode s na$im pojatim vyvinu
geometrie budeme za zmenou postoja voc¢i neeuklidovskej geometrii hl'adat’ lingvisticku inovéciu,
ktora by umoznila tito zmenu vysvetlit. Pre Lobacevského takato rekonStrukciu mozno podat’. Pritom
nas ale nesmie zaujimat’ Lobacevskij len vo vSeobecnej rovine ako jeden z autorov zmeneného
postoja k otazke moznosti neeuklidovskej geometrie. Musime preniknut’ k Lobacevskému ako
autorovi techniky, umoznujlicej odvodit’ trigonometrické formuly neeuklidovskej geometrie. Objav
tychto formil mohol zohrat vyznamnu ulohu pri zmene Lobacevského postoja, a tak umoziuje

previest’ psychologicky fakt zmeny postoja na epistemologicky fakt objavu. Lobacevskij nas bude
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zaujimat’ ako objavitel’ trigonometrickych formul neeuklidovskej geometrie. Tieto formuly neobjavil
nahodou. Kvdli ich odvodeniu zdsadnym spoésobom zmenil jazyk geometrie. Stru¢ne preto vylozim

iba fakty, ktoré s nevyhnutné pre pochopenie zmeny jazyka, ktort priniesol Lobacevskij.?

a. Implicitny variant interpretativnej formy - Lobacevskij

V neeuklidovskej geometrii existuju dva objekty, ktoré sa svojimi vlastnostami ponasaju na
priamku, ale predsa sa od priamky liSia. St to ekvidistanta (mnozina bodov, ktoré majui od priamky
rovnaka vzdialenost) a hrani¢nd iara (mnozina bodov, ku ktorej sa limitne blizi kruznica, idica
pevnym bodom A, ked’ sa jej stred vzd’al'uje po priamke do nekone¢na). V euklidovskej geometrii je
ekvidistanta aj hrani¢na Ciara tvorena priamkou. V neeuklidovskej geometrii si to objekty rézne od
priamky. Mnohé chybné dokazy piateho Euklidovho postuldtu sa zakladali na tom, Zze geometri
zostrojili ekvidiStantu, ale pokladali ju za priamku. AvSak prehlasit, ze ekvidiStanta je priamka
znamend inymi slovami povedat, Ze prijimame piaty postulat. Tieto tvrdenia su totiz ekvivalentné.
Preto kazdy dokaz zaloZzeny na stotozneni ekvidiStanty s priamkou bol vlastne dokazom v kruhu.

Analogicky mozno vytvorit’ ekvidi$tantu k rovine a hrani¢nti plochu (zo sféry prechadzajucej
pevnym bodom A, ktorej stred sa vzd’aluje po priamke do nekone¢na). Na hrani¢nej ploche lezia
hrani¢né Ciary podobne, ako na rovine lezia priamky. Lobacevskij objavil zaujimava skutocnost’: na
hrani¢nej ploche plati analdégia Euklidovho postulatu o rovnobezkach — ked” na hrani¢nej ploche
zvolime hrani¢n Giaru p a bod, ktory na nej nelezi, tak existuje prave jedna hrani¢na ¢iara
prechadzajuca tymto bodom, ktora nepretne hrani¢nt ¢iaru p. To ale znamen4, Ze na hrani¢nej ploche
plati (pre hrani¢né Ciary brané ako priamky) celd euklidovska geometria, vratane kosinusovej vety:

a2 = b2 + ¢2 —2bc.cos(a) (8)

kde a, b, ¢ st dizky usekov hrani¢nych &iar, tvoriacich strany prisluiného trojuholnika, a a. je velkost
uhla pri vrchole A.

Vzt'ah (8) plati na hrani¢nej ploche. Lobacevskij vSak chcel odvodit’ goniometrické formule
pre trojuholniky, ktorych strany st useky priamok (neeuklidovskej roviny) a nie hrani¢nych ¢ar.** Na

to pouzil obrazok na ktorom je zobrazeny rovinny trojuholnik ABC, leziaci v rovine, ktorej sa dotyka
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hrani¢na plocha v bode A (Lobacevskij 1829, str. 112):

AB;C; je priemetom trojuholnika ABC na hrani¢nu plochu. Pre trojuholnik AB;C; plati euklidovska
geometria, lebo to je trojuholnik na hrani¢nej ploche. To znamena, Ze pre neho plati aj kosinusova
veta, ktora nadobtda tvar:

s’ =s,"+s,—2s, cosa 9)
Ide o to tento vztah preniest’ z hrani¢nej plochy na neeuklidovska rovinu. Lobacevskému sa podarilo
najst’ vztahy davajuce do suvisu dizky tsegiek roviny s dizkami ich priemetov na hrani¢ni plochu:

b) | tanh(:j

c
s, =o.tanh| — |, S, = a.tanh(— S, =0.———— (10)

k k ( b)

cosh| —
k

V tychto vztahoch vystupuji konstanty k a . Cislo k je polomer krivosti neeuklidovského priestoru a
hra podobnii tlohu ako polomer sféry vo vzorcoch sférickej trigonometrie. Cislo 2o udava dizku
useku hrani¢nej Ciary, na ktory sa premietne celd priamka. Funkcie sinh(x), cosh(x) a tanh(x) su
hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosinus a hyperbolicky tangens. Pomocou vztahov (10) mozno
kosinusovt vetu (9) preniest’ z hrani¢nej plochy na neeuklidovskt rovinu. Sta¢i do formule (9) za sy,

Sy, S3 dosadit’ vyjadrenia z (10) a po elementarnych Gpravach dostaneme:

cosh(gj = cosh(Ej.cosh(Ej - sinh(gj.sinh(gj.cos(a) (11)
k k k Kk k

Tato formula je pozoruhodna tym, Ze ked’ v nej vystupujuce hyperbolické funkcie rozvinieme do

radu,® tak pri k — o prejde neeuklidovsky vztah (11) v euklidovsky vztah (8). To znamena, Ze
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euklidovska geometria je limitnym pripadom Lobacevského geometrie pre polomer krivosti rastici
nad vSetky medze. V tom sa Lobacevského geometria podobd sférickej, ktord tiez pri limitnom
prechode R — o (R je polomer sféry) prejde v euklidovski. Podobnost’ medzi Lobacevského a

sférickou geometriou je vSak eSte hlbsia. Zoberme kosinusovu vetu pre sféricky trojuholnik:

cos(%) = cos(%).cos(%j + sin(%j.sin(%). cos(a) (12)

Ked’ polozime R = ik, kde i je imaginarna jednotka, tak vztah (12) sa zmeni na (11). Mozno teda
aspon formalne povedat, Zze Lobacevského geometria je sféricka geometria na sfére s imaginarnym
polomerom. Kosinusova veta ma v geometrii roviny centrdlne miesto, lebo dava do savisu dizky
useciek s velkostou uhlov. Okrem toho na nej vynika suvis medzi Lobacevského, euklidovskou a
sférickou geometriou. Preto odvodenie kosinusovej vety bol pre Lobacevského dolezity vysledok.

Ale ako ho vlastne Lobacevskij dostal? Najprv do neeuklidovského priestoru vnoril fragment
euklidovskej geometrie (v podobe hrani¢nej plochy) a potom z tohto fragmentu preniesol geometrické
vztahy do neeuklidovskej roviny. Takto vlastne uvedeny obrazok predstavuje stret dvoch jazykov.
Pritom oba jazyky su od seba oddelené, maju rézne pozadia. Jeden jazyk je situovany na hrani¢nej
ploche, druhy na rovine. Vztahy (10) zabezpecuji preklad medzi nimi. Domnievame sa, ze Struktira
tohto obrazku prekracuje hranice desarguovskej formy jazyka. U Desargua maju obraz aj vzor
rovnaké pozadie acelé premietanie sa deje v euklidovskom ramci. Naproti tomu Vv Lobacevského
obrazku je vzor euklidovsky, kym obraz neeuklidovsky a premietanie nadobuda charakter prekladu.

Okrem zmeny charakteru pozadia dochadza k inej, mozno eSte zavaznejSej zmene. Ako je
vobec mozZné tieto obrazky nakreslit’? Ved krivka ACy, ta ktora je na obrazku, nemdze byt tsekom
ziadnej hrani¢nej Ciary. Je nakreslend na obyc¢ajnom, euklidovskom ,,papieri®, a tam ni¢ také ako
hrani¢na Ciara neexistuje. Aby sme tomuto obrazku mohli porozumiet’, musime vediet, Ze nesmieme
brat’ doslovne to, na ¢o sa pozerame. Pozerame sa samozrejme na obycajna splet’ ¢iar euklidovskej
roviny, a na euklidovskej rovine ni¢ také ako hrani¢na Ciara neexistuje. Situdcia tu v mnohom
pripomina renesanéné maliarstvo. Obraz, striktne vzaté, tiez nemé hibku. Ale napriek tomu sa na fiom

hibka ukazuje. Pri vyklade perspektivistického maliarstva sme schopnost’ obrazov ukézat hibku
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vysvetlili ako prejav novej formy jazyka a s touto formou stvisiacim hl'adiskom, ktoré musime zaujat’,
aby sme na obraze videli to, ¢o vidiet mame (napriklad rovnobezky za zbichajucimi sa ¢iarami).

7Zda sa, Ze aj u Lobagevského mame do ¢inenia s novou formou jazyka. Prijatie tejto novej
formy spociva v zaujati interpretacného odstupu, spojeného s ochotou za trojuholnikom ABC, ktory je
na obrazku pritomny v podobe obycajného euklidovského trojuholnika, uvidiet neeuklidovsky
trojuholnik, ktory prisne vzaté nie je mozné nakreslit. Kto nie je schopny tento interpretacny odstup
zaujat,, ten obrazku nemo6ze porozumiet’. Preto novi formu jazyka, ktora sa ukazuje na Lobacevského
obrazku navrhujeme nazvat’ interpretativnou formou. Problém Lobacevského obrazka je v tom, Ze je

v iom konflikt: Jazyk, ktorym hovori (kresli) je euklidovsky, ale to ¢o chce vyjadrit’ je neecuklidovské.

b. Explicitny variant interpretativnej formy - Beltrami
Bezospornost’ neeuklidovskej geometrie dokazal az roku 1868, tj. dvanast rokov po
Lobacevského smrti, Eugenio Beltrami, ktory zostrojil jej prvy model. Zjednodusenu verziu tohto

modelu predlozil Felix Klein roku 1871 (pozri napriklad Courant a Robbins 1941).

Prv nez sa pustime do vykladu Beltramiho — Kleinovho modelu, vratme sa k obrazku z predoslej
kapitoly, pouzitému pri odvodeni trigonometrickych formul. Tam sme z hrani¢nej plochy nakreslili
iba maly vysek v tvare trojuholnika AB;C;. Nakreslime si vd¢siu ¢ast’ roviny a aj hrani¢nej plochy,
ktora sa roviny dotyka v bode A. Rovina sa nepremietne na celt hraniénu plochu, ale len na jej Cast’ v
tvare kruhu. Prave polomer tohto kruhu predstavuje parameter o vo vzt'ahoch (10).

Hrani¢na plocha je vlastne sféra, ktorej stred je nekone¢ne d’aleko. Premiectanie hrani¢nej
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plochy na rovinu, ktoré pouzil Lobacevskij, sa deje z tohto nekone¢ne vzdialeného stredu. V stvislosti
s Desarguom sme ukézali, Zze stred premietania reprezentuje hl'adisko. Problém s Lobacevského
obrazkom bol v tom, Ze chceli euklidovskymi prostriedkami vyjadrit’ neeuklidovsky obsah. Tento
problém zaniké, ked’ sa na uvedeny obrazok pozrieme z nevlastného stredu premietania. Co uvidime?
Vieme, ze stred premietania je ten bod, z hladiska ktorého vyzeraju vzor a obraz rovnako. Teda z
tohto bodu sa hrani¢na plocha (presnejsie ta jej Cast’ na ktora sa premietne rovina) a neeuklidovska

rovina kryju. Trojuholniky ABC a AB;C; splyvaju.

Beltramiho — Kleinov model sa zaklada na originalnej myslienke, ktora pripomina Desarguovu ideu
nahradit’ skuto¢nost’ jej obrazom: Nalepme obraz na vzor. Mohlo by sa zdat’, ze stotoznenim vzoru a
obrazu, t.j. nalepenim obrazu na vzor, Stratime vSetku informaciu. Lobacevského prenesenie vzorcov z
hrani¢nej plochy na rovinu sa zakladalo prave na tom, ze tieto utvary boli odliSené. Ale tu si
pomdzeme interpretacnym subjektom. Diferenciu medzi vzorom a obrazom, ktoré fyzicky stotoznime,
prenesieme na bedra interpretaéného subjektu tym, Ze interpretaciu spravime plne explicitnou.
Podobne ako Desargues spravil z implicitného subjektu Diirerovej rytiny explicitny objekt v
tvare stredu premietania, Beltrami spredmetfiuje interpreta¢ny subjekt, ked’ z interpretacie robi
prekladovy slovnik. Zo subjektu sa stava explicitna sucast’ jazyka. Vidime, Ze podstatou opisovanych
zmien v geometrii je, Ze stile bohatSie a hlbSie vrstvy naSej subjektivity sa zvectuju. Najprv sa
pri¢lenia k jazyku v podobe implicitného (perspektivistického, projektivneho ¢i interpretacného)
subjektu a potom tym, Ze sa tento implicitny subjekt explicitne vyjadri v jazyku, prislu§né vrstvy nasej

subjektivity sa premenia v objekt. Preto tieto zmeny oznacujem terminom objektdcie. V ich priebehu
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sa stale hlbSie vrstvy naSej subjektivity spredmetnuju, v jazyku su reprezentované ako explicitné
objekty.

Ale vratme sa spit’ k Beltramiho — Kleinovmu modelu. Ked” sa na Lobacdevského obrazok
pozrieme z nevlastného stredu premietania, splyna neeuklidovské objekty s objektmi euklidovskymi
(napriklad trojuholnik ABC s AB;C,). To znamend, Ze ho mozno nakreslit’!'! Konflikt Lobacevského
obrazka je prekonany. Nakreslime vsetko ,,po euklidovsky*“ a interpretovat to budeme ,,po
neeuklidovsky“. To je vyhoda, Ze interpretacny subjekt je pritomny v jazyku v explicitnom tvare.
Preto uZ interpretacia nema povahu implicitného porozumenia tomu, ¢o chce Lobacevskij svojimi
obrazkami vyjadrit. Interpreticia nadobuda explicitnt podobu vnutrojazykového pomenovavania.
Nakreslime euklidovsky objekt a pomenujeme ho ako (v premietani s nim splyvajuci) objekt
neeuklidovsky. Toto zabudovanie interpretacie do jazyka umoznuje necuklidovsku rovinu nakreslit’
(lebo z nevlastného stredu premietania splyva neeuklidovska rovina s vnatrom kruhu na hrani¢nej
ploche, a tak miesto necuklidovskej roviny kreslime tento euklidovsky kruh), a potom nakreslené
objekty pomenovat’ neeuklidovsky (podl'a objektov neeuklidovskej roviny, s ktorymi pri premietani
nase euklidovské, teda nakreslitel'né objekty splyvaja). Interpretaény subjekt je tu explicitny, lebo

pomenovavanie, €o je za normalnych okolnosti cosi implicitné, mimojazykové, sa tu deje explicitne.

K
P1
b
Vonkajsi jazyk Vnutorny jazyk

K —kruh euklidovskej roviny horizont neeuklidovskej roviny

B — bod vo vnutri kruhu K bod neeuklidovskej roviny

b —tetiva kruhu K priamka neeuklidovskej roviny

p; —tetiva kruhu K nepretinajiica tetivu b priamka rovnobeznd s priamkou b

Beltramiho — Kleinov model sa zaklada na obrazku, na ktorom je nakresleny kruh K a niekol’ko jeho

tetiv: Vnutro kruhu (t.j. kruh bez hrani¢nej kruznice) znazornuje celi Lobacevského rovinu. Body
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kruhu st bodmi tejto roviny a jeho tetivy (bez koncovych bodov) st jej priamkami. V modeli platia
vSetky axiomy euklidovskej geometrie — dvoma bodmi prechadza prave jedna priamka, a pod. VSetky,
s vynimkou axiomy o rovnobezkach. Ked’ si zvolim priamku, napriklad priamku b, a bod, ktory na nej
nelezi, napriklad bod B, tak tymto bodom mozno viest’ viacero priamok, ktoré¢ priamku b nepretnt.

Aj ked nie sme schopni vidiet' neeuklidovsky svet, model ndm ho pomocou tetiv a bodov
kruhu K dokaze spritomnit. Neeuklidovsky svet nie sme schopni zobrazit, ale len modelovat.
Domnievame sa, Zze uvedeny obrazok prekracuje hranice desarguovskej formy jazyka. Desargues
zobrazuje predmet na uréitom pozadi, Beltramiho — Kleinov model naproti tomu modeluje predmet
spolu s jeho pozadim. Na pozadi euklidovskej roviny (na ktorej konstruujeme nas§ model) nakreslime
najprv pozadie (reprezentované horizontom v tvare kruznice K), a na tomto pozadi zobrazime
neeuklidovské objekty. Objekty st tak situované na dvoch pozadiach sucasne. Jednak je to vonkajsie
pozadie euklidovskej roviny, na ktorom st objekty modelu oby¢ajné tetivy kruhu K a okrem toho
vystupuji objekty aj na neeuklidovskom pozadi, na ktorom sa stavaju priamkami.

Teda zakladom konsStrukcie modelu je spredmetnenie pozadia pomocou urcitého objektu v
popredi (v pripade Beltramiho — Kleinovho modelu pomocou kruhu K). V desarguovskej forme jazyka
je pozadie pritomné, ale len ako pozadie, teda ako nieco, na com st situované objekty. N Beltramiho —
Kleinovom modeli sa samotné pozadie stava objektom na inom pozadi. Prave tato dvojita
usuvztaznenost objektov umoznila dokazat' bezospornost Lobacevského geometrie. Ak by totiz
Lobacevského geometria bola spornd, musela by obsahovat’ nejaké tvrdenie o priamkach a bodoch
Lobacevského roviny, ktoré by bolo mozné dokazat’ spolu s jeho negaciou. Beltramiho — Kleinov
model vSak umoznuje toto tvrdenie o priamkach Lobacevského roviny prelozit’ do jazyka euklidovske;j
geometrie ako tvrdenie o tetivach kruhu K. Preto, ak je sporna Lobacevského geometria, musi byt
sporna aj geometria Euklidova.

Vidime, Ze model tu sluzi ako urcity prekladovy slovnik z vntitorného jazyka Lobacevského
geometrie do vonkajsieho jazyka Euklidovej geometrie. Tato dvojsituovanost’ prvkov modelu vytvara

dva jazyky — vnuatorny jazyk, ktory modelujem a vonkajsi jazyk, jazyk v ktorom modelujem.
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2.1.A.4 Integrativna forma jazyka syntetickej geometrie

Beltrami definitivne odstranil pochybnosti oh'adom bezospornosti neeuklidovskej geometrie.
Beltramiho — Kleinov model je vsak modelom neeuklidovskej geometrie vo vnatri geometrie
euklidovskej. To znamena, ze uvedené geometrie nemaji rovnopravne postavenie. Prave naopak,
euklidovska geometria je predpokladom geometric neeuklidovskej. Napred musi byt dana
euklidovska rovina, aby na nej bolo mozné nakreslit kruh K a v jeho vnuatri namodelovat’
neeuklidovsky svet. To znamena, ze euklidovska geometria je transcendentadlnym predpokladom
geometrie neeuklidovskej. Je zrejmé, ze tento aspekt Beltramiho — Kleinovho modelu poskytuje
siroky priestor pre obranu Kantovej filozofie geometrie. Keby Kant zil neskor a bol by sa dozvedel o
existencii neeuklidovskej geometrie, bol by asi schopny svoj systém tomuto faktu prispdsobit’.
V Beltramiho — Kleinovom modeli je euklidovska geometria transcendentalnym predpokladom
geometrie neeuklidovskej a preto apriorny charakter euklidovskej geometrie nie je naruseny.
Euklidovskd geometria si méze udrzat’ status apriornych foriem nazerania priestoru (ved inak ako
euklidovsky asi nikto ni¢ nevidel) a k tejto funkcii len pribudne nova funkcia apriérnych foriem
konstruovania neeuklidovskych modelov. Na druhej strane je tiez zrejmé, Ze nerovnopravnost
postavenia euklidovskej a neeuklidovskej geometrie ma povod skor v nasej telesnej konstiticii, nez v
geometrii samotnej. Preto primarnost’ euklidovskej geometrie voéi geometrii neeuklidovskej, ktora

lezi v zakladoch Beltramiho — Kleinovho modelu, je skor slabinou ako prednost'ou tohto modelu.

a. Implicitny variant integrativnej formy - Cayley

Anglicky matematik Arthur Cayley priSiel s myslienkou prestat vnimat euklidovskl
geometriu ako nieCo dané, ako nieCo zavdzné a pokusit’ sa pozriet’ aj na nu ako na urcity model. Ale
ako? Cayleyho idea sa vynorila vtedy, ked’ sa zaoberal otazkou ako mozno do Beltramiho — Kleinovho
modelu zaviest’ pojem vzdialenosti. Predstavme si malé bytosti, pre ktoré je vnutro kruhu K ich
svetom. Ako ich naucit’ merat’ vzdialenosti? Obyc¢ajna metrika je nevhodna, lebo z jej hladiska je
vzdialenost’ od 'ubovol'ného bodu po obvod kruhu K koneéna, kym pre bytosti, pre ktoré je kruh K ich

svetom, musi byt obvod kruhu nekone¢ne d’aleko.

115



Cayleyho napadlo pozriet’ sa na vec z pohl'adu projektivnej roviny. Body A a B, v ktorych priamka
XY pretina obvod kruhu K sice nepatria do sveta nasich bytosti (pre ne lezia nekone¢ne d’aleko), ale
my ich mame k dispozicii (tu vidno, ze vyklad prechddza do vonkajSieho jazyka modelu). Preto ked’
hradame vzdialenost bodov X a Y, mame k dispozicii vlastne body §tyri, menovite X, Y, A a B. Styri
body zadéavaju projektivny invariant, ktory objavil eSte Desargues, menovite dvojpomer:

AX AY
AB XY = —: —
BX BY

Kvéli strucnosti vynechame historické detaily a uvedieme len vysledny vzorec pre vzdialenost’ bodov

X aY vmodeli

AX AY
diX,Y) = |In(A,B; X,Y)| = |[In(— : —
(. v) = Ina Bix ) = Tins : =2

)|

Ked sa bod X blizi k bodu A, dvojpomer sa blizi k nule, jeho logaritmus sa blizi k hodnote minus
nekonecno, a teda v absolutnej hodnote dostavame presne to, ¢o potrebujeme. Ked’ sa bod X blizi k
horizontu, jeho vzdialenost’ od bodu Y rastie nad vSetky medze. Samozrejme, tento vzorec nie je pre
nase bytosti vhodny. Oni nerozumeju, ¢o je to bod A. Ale to nie je podstatné. Co je tu dolezité je
skutocnost’, ze vzdialenost’ je dana pomocou projektivneho invariantu — dvojpomeru. Tu asi napadlo
Cayleyho pozriet' sa na cely Beltramiho — Kleinov model a nielen na jeho metriku, pomocou
projektivnej geometrie. Zabudnime, ze na§ model je nakresleny na euklidovskej rovine a predstavme
si, Ze je nakresleny na rovine projektivnej. Co je to projektivna rovina? To je to, ¢o z euklidovskej
roviny urobil Desargues. Zabudnime na euklidovské rovnobezky, zabudnime na euklidovskl

vzdialenost’, zabudnime na euklidovské uhly. Ostane nam len splet’ priamok, ktoré sa rézne pretinaju.

Na takto ,,vyéistena* rovinu nakreslime kruznicu K. T4 kazdu priamku modelu pretne v dvoch
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bodoch, pomocou ktorych zavedieme pojem vzdialenosti, ako Cayley. Kruznica K tak vlastne
konstituuje neeuklidovskt metriku. Okrem toho kruznica K rozdeli priamky modelu na tri druhy — na
tie ¢o, sa pretinaju vo vnutri kruhu (ré6znobezky), na jeho obvode (rovnobezky) a za jeho hranicou
(rozbezky), presne tak, ako to chcel Lobacevskij.

Kruznica K je vlastne tym objektom, ktory na projektivnej rovine vytvori neeuklidovski
geometriu. Teda Cayley namiesto Beltramiho — Kleinovej konstrukcie E —— L, ktora na
euklidovskej rovine vytvorila model Lobacevského geometrie navrhuje schému

E—P—L
Prva Sipka oznacuje prechod od euklidovskej roviny k rovine projektivnej a spociva v odmysleni si jej
euklidovskosti (t.j. rovnobeziek, vzdialenosti a uhlov). Druha $ipka 0znacuje prechod od projektivne;j
roviny k rovine neeuklidovskej a spociva v zavedeni neeuklidovskej Struktary (rovnobeziek,
vzdialenosti, uhlov) pomocou kruznice K. Cayley teda pochopil ulohu, ktord hrd kruznica K v
Beltramiho — Kleinovom modeli: konstituuje neeuklidovskost’ jeho geometrie. Vd’aka tomu bol
schopny nastolit’ zasadne novll otdzku — ¢o konstituuje euklidovskost' euklidovskej roviny. V ramci
beltramiovskej Struktiry jazyka takuto otazku nie je mozné polozit. Ked euklidovska rovinu
prijimame ako nieco dané, tak otazka, ako mame na nej zaviest’ euklidovskl geometriu je nezmyselna.
Prechod E — E je neopisatelny. Co konstituuje jazyk, je v tomto jazyku nevyjadritelné. V ramci
cayleyovskej formy jazyka je otazka, ¢o konstituuje euklidovskost’ euklidovskej roviny, nanajvys
prirodzena. Znamena pytat’ sa, ¢im mame nahradit’ kruznicu K, aby sme dostali prechod:

E—»P—E
t.j. aby sme v projektivnej rovine dostali opat’ geometriu euklidovsku. Pritom odpoved’ je zarazajuca.
Absoluta euklidovskej geometrie je degenerovana — tvoria ju dva imaginarne body (t.j. body s
komplexnymi stradnicami) spojené realnou priamkou (t.j. priamkou, ktorej rovnica ma realne
koeficienty). Teda to, ¢o konstituuje nas svet st dva imaginarne body. A navyse, absoluta nezadava
euklidovsku geometriu tplne, ale je treba este doplnenie d’alSich podmienok.

Vidime, ze Cayley posuva porozumenie geometrii o rovinu hlbsie, ked" kladie otazku, ¢o

konstituuje euklidovskost’ euklidovskej roviny. Ale ¢o umoznilo polozit’ tito zdsadnu otazku, ktora
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definitivne rozbija medze Kantovej filozofie, a proti ktorej nema Sance ziadna novokantovska
reinterpretacia? Bol to prechod od euklidovskej k projektivnej rovine, ako zakladu modelu
neeuklidovskej geometrie. Ale ako dosiahol Cayley tento prechod? Apelom, apelom aby sme zabudli
na euklidovskost’ roviny, na ktorej je nakreslena kruznica K a udrzali si len jej projektivne vlastnosti.
Ale vie to niekto urobit? Domnievam sa, Ze tu ide o podobny apel, ako ten, na ktorom je zalozené
perspektivisticka forma jazyka (uvidiet za zbiehajicimi sa ¢iarami rovnobezky) ¢i Lobacevského
forma jazyka (uvidiet’ za spletou ¢iar nakreslenych euklidovskou ceruzkou na euklidovskom papieri
krivky neeuklidovskej geometrie). Podobne ako Diirer ¢i Lobacevskij, aj Cayley od nés chce, aby sme
v duchu opustili to, na ¢o sa pozerame. Za euklidovskou rovinou mame zahliadnut’ projektivnu rovinu.
Preto tento apel budeme interpretovat’ v zhode s tym, ako sme to robili doposial’, ako vznik novej
implicitnej formy jazyka.?® Implicitnej preto, lebo prechod od euklidovskej ku projektivnej rovine
Cayley nevie explicitne opisat, ale len apeluje na naSu ochotu hrat’ hru ako keby sme boli schopni
vidiet’ rovinu bez rovnobeziek, vzdialenosti a miery uhlov. Prisne vzaté, nieCoho takého schopni nie
sme, ale rozumieme, ¢o od nas chce. Ked’ na tuto hru pristipime, tak podobne ako sa v renesanénom
obraze odkryla hibka a ako sme v LobaGevského obrazkoch zahliadli neeuklidovsky svet, tak teraz
porozumieme otazke, ¢o konstituuje euklidovskost’ euklidovskej geometrie.

Implicitna forma jazyka, ktora prinasa Cayley nazveme integrativnou formou, lebo je to
forma jazyka, ktora umoziuje integrovat’, zjednotit’ euklidovska a neeuklidovska geometriu v jeden
celok. Z jej hlradiska vidime spolo¢ni bazu geometrie ako takej, spolo¢ny fundament, z ktorého sa
euklidovska a neeuklidovska geometria vy¢leiuju jednotnym spésobom, pomocou vyznacnej krivky,
ktori Cayley nazval absolutou. Tu uz euklidovska geometria nie je predpokladom moznosti geometrie
neeuklidovskej. Obe st rovnocenn€, vznikaji rovnakym spdsobom.

Cayleyho prechod k projektivnej rovine ako k zakladu geometrie umoziuje ist’ este d’alej a
polozit’ zasadn\l otazku: Aké geometrie sii vobec moZné?

E—P—?
To je vyzva brat’ rad za radom rdzne absolity (ako Cayley nazval krivky, hrajice ulohu analogickl

ulohe kruznice K v Beltramiho — Kleinovom modeli) a skiimat’ aké geometrie pomocou nich vznikaju.
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Je to zasadne nova otazka, radikalne vyhrotenie problému, ¢o je to geometria. Preto Cayleyho prinos
do geometrie, i ked’ rozsahovo nevelky, hibkou myslienok je porovnatelny s prinosom Lobac¢evského
¢i Beltramiho. Tym, Ze nasSiel sposob ako relativizovat’ euklidovskost’ euklidovskej geometrie, nastolil

zasadnu otazku. Zodpovedanie tejto otazky sa viaze k Felixovi Kleinovi.

b. Explicitny variant integrativnej formy - Klein
Otazka, aké logické spojky okrem implikacie, konjunkcie a disjunkcie st vobec mozné, bola

zodpovedana, ked’ sa logické spojky stotoznili s Booleovskymi funkciami.

pqg|l|2|3(4(5|6|7|8]|9]|10(11(12|13|14|15|16

11|1f1|1|1|0f1|1|1({0f(0|0|1|0|0OfO]|O

10|1f1|1|0j1|1|0|0f1|{2|0|0|1({0f0O]|O

01(1|1|0j1(1|0f2|0|2|0|1]|0]|0O|1|0]O

00(f1{0|1j1(1|0(0|2|0|1]|1]|0]|0|0O|1]O0O

Vidno, ze spojok je 16. Vo funkcii ¢islo 2 mdzeme rozpoznat disjunkciu, vo funkcii ¢islo 4
implikaciu, vo funkcii ¢islo 8 ekvivalenciu a vo funkcii 12 konjunkciu.

V geometrii bola analogicka otazka nastolena Cayleym. Aké geometrie sii vobec mozné? Felix
Klein naSiel identifikaciu, ktord umoznuje tito otazku zodpovedat. V Cayleyho pojati tato otdzka
znela: ,,Aké krivky mézu byt absolutou?* Cayley pochopil, Zze kruznica K konstituuje v Beltramiho —
Kleinovom modeli pojem vzdialenosti. Preto podla Cayleyho pojatia mozné geometrie st zadané
moznymi absolitami. Toto pojatie ale nestac¢i ani na uchopenie euklidovskej geometrie, lebo v jej
pripade je absolita degenerovana, a nie je schopna vytvorit’ metriku. A okrem toho kriviek je prili$
vel'a. Klein nasiel spdsob ako mozno Cayleyho otazku zodpovedat. Beltramiho kruznica K ma totiz
jednu vlastnost, ktora usla Cayleyho pozornosti: v grupe vSetkych projektivnych transformacii roviny
zadava kruznica podgrupu. StotoZnenim geometrii s podgrupami projektivnej grupy nasiel Klein
nastroj, ktorym mozno v principe Cayleyho otazku zodpovedat. Nie kazda krivka je vhodna za

absolutu. Absolutou moze byt iba taka krivka, ktora v projektivnej grupe zadava podgrupu. Teda
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Klein presiel od Cayleyho implicitnej schémy
E—»P—E
k explicitnej schéme
Gg — Gp —> Gg

Klein spravil s Cayleyho integrativnou formou jazyka to, ¢o Beltrami spravil s Lobacevského
interpretativnou formou jazyka, a Desargues s perspektivistickou formou renesanéného maliarstva:
zabudoval ju do jazyka. Grupa transformacii je ten nastroj, ktory umoziiuje Cayleyho apel ,,zabudni
na rovnobezKy, metriku a uhly” nahradit’ explicitnym predpisom — od euklidovskej grupy prejdi k
projektivnej. Prave projektivna grupa ,,ni¢i“ rovnobeznost, vzdialenost a uhly (zachovava len

incidenciu a dvojpomer).

c. Filozoficka reflexia integrativnej formy - Poincaré

Pristipme teraz k epistemologickému vykladu Kleinovho Erlangenského programu z roku
1872, ktorym Klein otvoril jednotiaci pohl'ad na geometriu pomocou teérie grap. Nasou ulohou je
vysvetlit, pre€o prave teéria grip umoznila vytvorit’ jednotiaci pohl'ad na geometriu. Standardny
vyklad teorie grap v kurzoch algebry pojem grupy epistemologicky trivializuje. Zvacsa sa uvedu
symetrie §tvorca alebo rovnostranného trojuholnika a ukaze sa, Ze spiiiajGi ur¢ité podmienky. Po
niekol’kych elementarnych prikladoch nasleduje formalna definicia, ktora sa prezentuje ako urcité
zovSeobecnenie, ¢i abstrakcia spolo¢nych ¢t uvazovanych prikladov. Vznika tak dojem, ze grupa je
Cosi ako preklapanie trojuholnika, len v§eobecnejsie. Pritom je zarazajuce, ze pojem, ktorym sa zacina
nova éra v dejinach geometrie, a ktory preto musi mat’ obrovsky ideovy naboj, sa uvadza prikladmi,
ktorych ideovy obsah je temer nulovy. Preklapanie §tvorca a vypliianie tabuliek by zvladol snad’ aj
Skolkar. Takyto vyklad navodzuje pocit, ze zakladnym problémom objavu tedrie grip bolo vSimnut’ si
nieco, ¢o je vlastne banalne. (Napriklad, ze ked’ preklopime $tvorec, tak ho mozno preklopit’ spat’, ¢o
znamena, ze k danému preklopeniu existuje inverzny prvok.) Studentom sa sugeruje pocit, ako keby
vel’ki matematici boli I'udia so zvla$tnym citom pre triviality. Preklapat’ Stvorec vie kazdy, a vSimnut

si, Ze kazdé preklopenie mozno vratit’ spat’, tieZ nevyzaduje zvlastne intelektualne schopnosti. Preto sa
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Student len tazko ubrani pocitu, Ze tedriu grip vlastne mohli objavit’ uz v antike a dejiny matematiky
st len dielom nahody, ze koho napadlo, aby tieto banality spisal.

Cesta k epistemologickému pochopeniu pojmu grupy vedie cez porozumenie skuto¢nosti,
preco bolo treba na tedriu grip cakat’ do 19. storocia. Pritom odpoved’ uz pozname. V kapitole 2.1.A.2
sme uviedli, ze v antike bol pojem transformacie prili§ chudobny a az projektivna forma obohatila
tento pojem do tej miery, Ze sa stalo zaujimavym skiimat’ rozne systémy transformacii. Ziskali sme tak
prvi namietku proti vykladu pojmu grupy v ucebniciach algebry. Priklady uvddzané ako ilustracie
pojmu grupy obsahuju iba pred-desarguovské transformacie, ktoré st prili§ chudobné na to, aby mohli
motivovat’ vznik pojmu grupy. Takto medzi pojmom grupy a jej ilustraciami vznika epistemologicka
priepast’. Priklady maju prichut’ trividlnosti, ¢im sa pojem grupy stava dielom nerekonstruovatel’nej
abstrakcie a algebra sa zahal'uje do plasta tajuplnosti. Vyklad Desargua umoznuje pokrocit’ d’alej v
epistemologickej analyze pojmu grupy, akonahle si polozime otdzku, ¢o umoznilo Desarguovi tak
zasadne obohatit’ pojem transformacie. Bolo to zabudovanie hladiska do jazyka geometrie. To
znamend, ze niekde tu treba hladat” vychodisko pre epistemologicku rekonstrukciu pojmu grupy.
Rekonstrukciu ktort h’adame mozno najst’ u Henriho Poincarého. Poincaré v knihe La Science et
I’Hypothése (Poincaré 1902, s. 71) skima otdzku vzdjomného vztahu geometrického priestoru a
priestoru zmyslovych vnemov. Mohlo by sa zdat, Ze tieto priestory su identické. Nie je to vSak
pravda. Geometricky priestor je spojity, nekoneény, trojrozmerny, homogénny a izotropny. Naproti
tomu, pri podrobnejsej analyze vysvitne, Ze tri priestory vnemov — vizualny priestor, taktilny priestor
a motoricky priestor, nie st ani homogénne, ani izotropné, a ¢o je najzaujimavejSie, prisne vzaté,
nemaju ani tri rozmery. Zoberme napriklad priestor zrakovych vnemov a izolujme ho od taktilného aj
motorického priestoru. To znamend, Zze toho ¢o vidime by sme sa nemohli ani dotykat’, ani nijako
menit’ svoju polohu, otacat’ hlavu ¢i ocné gule. Potom by sme museli uverit svojim ociam, Ze
»priblizujice sa teleso* zvicsuje svoje rozmery, ze ,,objekty* sveta su pulzujuce skvrny, ktoré sa
neustdle zvacSuju a zmensuju, a z ¢asu na ¢as zmiznu. Preto, ak by sme vobec dospeli k nieCcomu
takému ako pojem priestoru, rozhodne by nebol trojrozmerny, homogénny a izotropny.

To ale znamenda, Zze k pojmu geometrického priestoru sme nemohli dospiet’ z udajov
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jednotlivych zmyslov. Poincaré sa d’alej venuje analyze toho, ako musia vyzerat vztahy medzi
zmyslovymi vnemami, aby z nich mohol vzniknat' pojem priestoru. Ako prvé je podla neho treba
medzi vSetkymi zmenami stavov vyclenit’ zmeny polohy. Zmeny stavov sa odrdzajii zmenami v celom
stibore zmyslovych vnemov. AvSak existuji také zmeny vnemov, ktoré dokazeme kompenzovat’, t.j.
obnovit’ pévodny stav pomocou pohybu. Takéto zmeny vnemov nazveme zmenami polohy. Napriklad,
ked’ sa teleso pred nami pomaly pohybuje, tak ho mézeme sledovat’ o¢ami a udrziavat’ jeho obraz v
tom istom mieste sietnice pomocou pohybov o¢i. Teda pomocou pohybu kompenzujeme zmenu
zrakového vnemu, ktora by nastala, keby oko bolo nehybné. Podobne zvaésenie priemetu objektu na
sietnicu, vyvolané jeho priblizenim, mézem kompenzovat’ tym, Ze sa od neho vzdialim do pdvodne;j
vzdialenosti. Ked’ predmet mézem pritom drzat’ v ruke, tak hmatovy vnem svojou konStantnost'ou
umoznuje koordinovat’ zmeny velkosti predmetu s prislusnymi pohybmi.

Teda popri troch fenomenalnych priestoroch, prislichajicich jednotlivym zmyslom, z ktorych
ziaden nema povahu homogénneho, izotropného, spojitého, nekone¢ného a trojrozmerného priestoru,
existuje eSte d’alsi priestor, priestor, v ktorom dochadza ku vzajomnej kompenzacii zmien vnemov,
naleziacich do jednotlivych fenomenalnych priestorov. Zmeny zrakovych vnemov s zviazané so
zmenami hmatovych a motorickych vnemov zloZitym komplexom kompenzaénych vzt'ahov. Tieto
vztahy vSak nemaji charakter vizualnej, taktilnej ¢i motorickej podobnosti — motoricky vnem,
kompenzujuci isti zmenu zrakového vnemu, sa na zrakovy vnem nepodoba. Kompenza¢né vztahy
neexistuju v ziadnom z troch fenomenalnych priestorov. St to vztahy, ktoré navzajom spajaju tieto
priestory. Poincaré tvrdi, Ze tieto kompenzacéné transformdcie tvoria grupu, a tdto grupa je grupou
transformdcii euklidovského priestoru. Teda euklidovsky priestor nie je priestorom, ani nasho zraku,
ani naSho hmatu, ani priestorom v ktorom sa pohybujeme. Je to §truktira umoznujica integrovat’ tieto
tri priestory dohromady. Je to priestor, v ktorom je umiestneny ten, kto tieto tri priestory zjednocuje.

Tento priklad predstavuje podstatne netrivialnejsiu ilustraciu pojmu grupy. Grupa, to nie je
len Cosi ako preklapanie trojuholnika. Je to nieco, ¢o sa nas hlboko tyka, nieco, co je bytostne o nas.
Euklidovska grupa je zakladny nastroj, pomocou ktorého kazdy z nds transcenduje privatny svet

svojich zmyslovych vnemov a tvori tak zadklad, na ktorom je postaveny intersubjektivny jazyk

122



priestorovych vztahov. To znamend, ze tedria grap, ktord umoznuje prechod od analyzy seridcie
vnemov jednotlivych zmyslovych organov ku skiimaniu Struktiry ich kompenza¢nych vztahov, je
fundamentalnym sposobom pritomna nielen v pojme priestoru, ale aj predmetu a skuto¢nosti. Teraz
nas uz neprekvapi, ze Klein mohol pojem grupy pouzit’ na rieSenie zdvaznych problémov geometrie, a
Ze sa geometriu tymto spésobom posunul na kvalitativne nov( uroven. Neprekvapi nas to, lebo pojem
grupy tvori zaklad, na ktorom je zalozeny samotny pojem priestoru. Klein vlastne nepriniesol pojem
grupy do geometrie, ale iba tento pojem, ktory v jej zdkladoch odjakziva spociva, spravil explicitnym.
Mozno povedat, ze Kleinov Erlangensky program umoznil jednotiaci pohlad na geometriu prave
preto, ze pojem grupy, na ktorom je tento program zalozeny, predstavuje epistemologicky fundament
pojmu priestoru. Kleinov prinos spoc¢ival v tom, Ze pri analyze zakladnych pojmov geometrie presiel o
jednu epistemologicku troven hlbsie.

Vratme sa na chvil'u spét’ k Poincarého vykladu. Poincaré¢ hovori o kompenza¢nych vzt'ahoch
medzi zmenami vnemov. Ale ¢o znamend kompenzovat'? Kompenzovat' znamena zabezpecit,, aby to
bolo rovnaké ako predtym, t.j. aby sa zhodoval povodny a novy vnem. Ale to sme uz mali. Spomenime
si na Diirera. Tam tiez iSlo o to, aby sa nieco s nie¢im zhodovalo. Zhoda je vzdy zhodou z urcitého
hladiska. Hl'adisko sme charakterizovali ako ten bod, z ktorého vyzeraji obraz a vzor tiplne rovnako.
Preto aj pri kompenzacii mame do ¢inenia s hl'adiskom, ¢i epistemickym subjektom, pre ktory je vnem
pred a po kompenzacii rovnaky. AvSak epistemicky subjekt, ktory konstituuje grupu kompenzaénych
vzt'ahov a tym tvori zaklad Kleinovho Erlangenského programu, nema povahu bodu ako u Desargua.
Nie je to ani dvojica hladisk, prisluchajuca vnutornému a vonkajSiemu jazyku, ako u Beltramiho.
Kleinovské hladiska vypliiaja cely priestor. Euklidovsky priestor je priestorom hPadisk. Nie je to
priestor videného, nie je to priestor, v ktorom sa nachddza to, na o sa pozerame. Je to priestor
videnia, je to priestor mozinych hladisk, z ktorych sa pozerame. Grupa transformacii integruje tieto
hladiska v jeden celok, a tento celok, spolu s grupou, tvori epistemicky subjekt jazyka.

Klein pri charakterizacii geometrie zobral ako vychodisko grupu transformacii. Geometriu
prisluchajucu danej grupe definoval ako subor tvrdeni, ktorych pravdivost' sa pri transformaciach

patriacich do prislusnej grupy, nemeni. Inak povedané, geometria prislichajica k danej grupe G je
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Stadiom vlastnosti, ktoré s invariantné voci transformaciam danej grupy. Klein tak nahradza
Beltramiho interpretacny subjekt, ktory zabezpecoval preklad z vonkajsieho jazyka do vntitorného (t.j.
bol nositelom vyznamovej ekvivalencie vyrazov tychto dvoch jazykov) integrativnym subjektom,
subjektom ktory integruje vSetky mozné geometrie, euklidovsku, projektivnu, afinnt, Lobacevského,
a mnohé d’alsie do jedného celku. Kleinovi sa tak podarilo vniest’ do geometrie jednotu.

Euklidovskd a Lobacevského geometria st v ostrom protiklade, ak ich chapeme ako vypovede
o skutocnosti. Ak plati jedna, nemoze platit’ druha. Beltrami ich zmieril, ked’ ich prehlésil za modely
skutocnosti. Pritom kazdy z tychto modelov sam o sebe je konzistentny, a dokonca to, ¢o hovori jeden
je v istom zmysle rozumné aj z hladiska druhého. Ked ¢lovek rozmysla v jednej geometrii, druhu
geometriu moze tolerovat’ ako konzistentni a v istom zmysle rozumnu alternativu, ktorti vie vo
svojom systéme modelovat’. Klein pokrocil v pochopeni jednoty geometrie este d’alej ked’ ukazal, ze
rdzne geometrie sa navzajom dopiiaju. Teda tvrdenia jednotlivych geometrii si protirecia, ich modely
sa tolerujii, a ich grupy transformacii sa doplfiajii. Transforméacie jednotlivych geometrii su ¢astami

jednej univerzalnej grupy, a tou grupou je grupa projektivnych transformacii.
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2.1.A.5 KonStitutivna forma jazyka syntetickej geometrie

Kleinov Erlangensky program prehlbuje porozumenie geometrie. Na rozdiel od Euklidovho ¢i
Lobacevského systému, kde vzdialenost’ bola vlastnost'ou priestoru, u Kleina metrika uz nie je nieco
dané a nemenné. Z metriky sa stava Struktura, ktora do neutrdlneho pozadia projektivneho priestoru
zavéadza transformacna grupa. Kleinova konstrukcia vSak este stale predpoklada danost’ projektivneho
priestoru. Vynara sa preto otdzka, ¢i nie je mozné prekonat’ aj tiito danost’ a projektivny priestor, ktory
v Erlangenskom programe tvori predpoklad moznosti kazdej metrickej geometrie, zmenit v
aposteriornu konstrukciu. Ide o to, ¢i je mozné s projektivnym priestorom spravit’ analogicky posun,
aky Cayley urobil s euklidovskou rovinou v Beltramiho modeli. Odpoved’ na tato otazku je kladna.
Geometriu mozno oslobodit’ aj od predpokladu danosti projektivneho priestoru. Sposob, ako sa to
urobi, je vSak omnoho radikalnejsi, nez ako bol Cayleyho prechod od euklidovskej roviny k rovine
projektivnej. Tu nejde o to prejst’ k este fundamentalnejSiemu priestoru a v ktorom by sa projektivny
priestor stal jednou z definovanych Struktir. Krok, uskuto¢neny Bernhardom Riemannom spocival v

tom, Ze sa zbavime akéhokol'vek priestoru a objekty prestaneme vnimat’ ako dané v nejakom priestore.

a. Implicitny variant konstitutivnej formy - Riemann

Na potrebu oslobodit’ objekty od priestoru narazil Riemann v tedrii funkcii komplexnej
premennej. Funkcia komplexnej premennej je funkcia, ktora prirad’'uje bodu z komplexnej roviny Z
funkénu hodnotu w = f(2), t.j. bod w komplexnej roviny W. Zakladny problém s takymito funkciami je
v tom, Ze nie je mozné nakreslit’ ich graf. Defini¢ny obor, ako aj obor hodnét si totiz dvojrozmerné
(komplexné roviny), preto graf funkcie komplexnej premennej, analogicky sinusoide, ¢i logaritmickej
krivke, si vyzaduje §tvorrozmerny priestor. Stvorrozmerny priestor sa viak ned4 znazornit. Ked je ale

funkcia komplexnej premennej prostd, t.j. réznym hodnotam z, a z, prislachaji rézne hodnoty
w, =f(z) aw, =1(z,)), je mozné utvorit’ si obraz o jej priebehu tak, Ze si nakreslime komplexné roviny
Z a W vedla seba (samozrejme, kreslime len ich Casti) a vyznaCime si, ktoré oblasti roviny Z sa
zobrazia na ktoré oblasti roviny W. Zial’, tento pristup je obmedzeny, lebo uz najjednoduchsie funkcie

ako mocninna funkcia W = z", exponencialna funkcia W = eZ ¢i goniometrické funkcie w = sin(z)
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aw =c0s(z) nie su prosté. Riemann naSiel originalny sposob, ako ich moZno spravit’ prostymi. Za
tymto ucelom staci uvazovat, ze tieto funkcie su definované nie na jednoduchej komplexnej rovine,
ale na objekte, ktory vznikne zlepenim viacerych kopii komplexnej roviny.

Zoberme napriklad funkciu w = z2. T4to funkcia nie je prosta lebo, lebo napriklad body z, =i
a z, = —i sa oba zobrazia na ten isty bod w = —1. Obraz polovice komplexnej roviny Z pokryje celt

rovinu W. Obraz roviny Z pokryje preto rovinu W dvakrat. Avsak toto dvojnasobné pokrytie roviny W
je velmi pravidelné. Posobi dojmom, ako keby boli dva obrazy nalepené na seba bez toho, aby sa
nejako miesali, ¢i navzajom ovplyvinovali. A Riemannova idea bola, tieto dva obrazy od seba oddelit’.
Za tymto u¢elom potrebujeme zobrat’ miesto jednej roviny W, na ktorej je obraz naneseny dvojmo,

dve roviny W, aW,. Narovinu W, zobrazime hornii polrovinu roviny Z (¢im W, tplne pokryjeme) a na
rovinu W, zobrazime spodnt polrovinu roviny Z. Takto sme sa zbavili prekryvania. To, o sme

dostali, ma ale jednu chybu. Obrazom roviny Z v zobrazeni W = z2 je jeden kus. Ked’ sa bod z
pohybuje po 'ubovolnej krivke roviny Z, jeho obraz w sa pohybuje po zodpovedajtcej krivke roviny
W. Naproti tomu na§ model sa sklada z dvoch kusov. Preto vzdy, ked’ bod z prejde z hornej polroviny

roviny Z na spodnu, bod W presko¢i z roviny W, na rovinu W, Ale v skuto¢nosti sa Ziadne skakanie

nedeje. Ide o artefakt modelu. Tym, ze sme rozdelili to, ¢o bolo povodne spojené, vznikaju skoky.

/

W>

Riemann ukazal, ako mozno toto preskakovanie obist. Roviny treba W, a W, zlepit. (Nie nalepit’ na

seba — to je to, odkial’ sme vysli — ale zlepit.) Hranica H, ktora na rovine Z oddel'uje hornt polrovinu

od spodnej je tou Ciarou, pri prekroeni ktorej dochadza k preskakovaniu z roviny W, na rovinu W,

Hranica H sa zobrazi na oboch tychto rovinach na kladnt polovicu redlnej osi. Preto rozrezme obe
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roviny W aw, pozdiZ tejto polpriamky a zlepme ich navzajom tak, aby ku Ziadnemu preskakovaniu
nedochadzalo. Zistime, Ze potrebujeme prilepit’ horni hranu rezu roviny W, ku spodnej hrane rezu
roviny W, a spodnu hranu rezu roviny W, k hornej hrane rezu roviny W,,.

Po niekol’kych pokusoch zistime, Ze sa to neda. Ale preco sa to neda? Lebo priestor to
nedovoli! A tu prichadza Riemann s radikalnou ideou: Zabudnime na priestor! Predstavme si, Ze sme
prislusné zlepenie urobili. Funkcia w = z2 sa tym stdva bijektivnym zobrazenim komplexnej roviny Z
na dvojrovinu W (ktora je prikladom tzv. Riemannovej plochy). Podobnu kons$trukciu, ako sme
spravili pre funkciu w = z2, mozno spravit’ aj pre ostatné elementarne funkcie komplexnej premenne;.
Takto ziskame vhl'ad do geometrickej Struktury tychto zobrazeni, ktory okrem iného umoziuje urcit
hodnoty mnohych integralov bez toho, aby sme museli pocitat. Integraly ,,uhddneme* na zaklade
geometrickych vlastnosti integracnej krivky uvazovanej na prislusnej Riemannovej ploche.

Riemannovu konstrukciu sme uviedli v jej povodnom kontexte, ktorym bola tedria funkcii
komplexnej premennej, lebo tu sa po prvykrat vynorila idea uvaZovat’ geometrické objekty nezavisle
od priestoru. Tato konstrukcia je komplikovana, lebo lepi dohromady viaceré komplexné roviny. Jej
zékladné kroky si vSak mozeme ukazat na ,,jednoduchsom priklade, na konstrukcii tzv. Kleinovej
flase. Zoberme §tvorec a pod'me S nim robit’ to, ¢o robil Riemann s komplexnymi rovinami: lepit’ jeho

hrany. Pritom musime vzdy povedat’, ktoré dve hrany chceme zlepit’ a v akej orientacii.

——

Al Al A1 A]_ /\1

Valcova plocha Mobiov list

Pismenami naznacime, ktoré¢ hrany zlepime a $ipkami oznacime, ze v akej orientacii. Ked’ v §tvorci
zlepime protilahlé strany, ktoré su suhlasne orientované, dostaneme plast valca. Ked zlepime
protil'ahlé strany §tvorca tak, Ze jednu stranu napred preto¢ime, dostaneme Mdbiov list. Obe tieto

lepenia mozno l'ahko uskuto¢nit’ v trojrozmernom priestore, snad’ len pri konstrukcii Mobiovho listu
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je lepsie vziat’ dlhsi pas papiera alebo stuzku, nez Stvorec. Ale to st technické detaily, ktoré nas prili$
nezaujimaju, lebo to, k Comu smerujeme, sa tak ¢i tak nebude dat’ skonstruovat’, nech by sme mali k

dispozicii akykol'vek papier ¢i stuzku. Dalii objekt, ktory sa da jednoducho skonstruovat, je torus:

A;
Y
\_(
Al Al A1
N
A, <~
Torus

Uvazujme teraz Stvorec, ktory sa od Stvorca zaddvajuceho torus lisi iba orientaciou jednej zo stran A,

V tomto pripade nemozno prislusné kruznice zlepit, lebo ich orientacie su opac¢né. Potrebovali by sme
jednu z nich pretocit’, ako sme to urobili pri Mobiovom liste. Pri Mébiovom liste sme mali $t'astie —
objekt pred lepenim bol rovinny, takze sme mali k dispozicii treti rozmer priestoru, ktory sme pouzili

na pretocenie jednej hrany listu tak, aby sme dostali stthlasné orientacie a hrany mohli zlepit'.

A,
> Q
Al Al Al
N
A,
Kleinova fl'asa

V pripade Kleinovej fTaSe sme na tom horsie, lebo valcova plocha, ktorej hranu potrebujeme
prekratit, je uz trojrozmerny objekt, takze nedisponujeme Ziadnou d’alSou dimenziou, do ktorej by
sme sa mohli ,,vyklonit* a v nej prislusné prekratenie uskutocnit. Ale je jasné, Ze je to problém
priestoru, v ktorom konstrukciu robime. Kleinova fl'asa s tym nema ni¢ spolo¢né. To, ¢i ju mozno
alebo nemozno v trojrozmernom priestore skonstruovat’, to je vlastnost’ priestoru. Preto diagram,
pozostavajici zo Stvorca (alebo mnohouholnika s parnym poctom hran), na ktorom je vyznacené,

ktoré hrany a v akej orientacii lepime, mozno povazovat za geometricky jazyk, ktory umoznuje
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reprezentovat’ objekty nezavisle od priestoru. Zakladna vyhoda tohto jazyka spoCiva v tom, Ze
umoziuje jednotnym spdsobom opisat’ plochy, ktoré sa nedaju skonsStruovat. NavySe v tomto jazyku
mobzeme dokizat mnozstvo vztahov medzi plochami, a to aj napriek tomu, Ze si prislusné plochy
nedokézeme predstavit’. Napriklad, ked’ zoberieme Mdbiov list, tak vidime, ze jeho hrana je kruznica.
Skuto¢ne, po pretoceni jednej z lepenych hran B, sa pravy koniec hornej (nezlepenej) hrany E napoji
na 'avy koniec dolnej hrany D a pravy koniec dolnej sa napoji na 'avy koniec hornej hrany. Zoberme

dve kopie Mobiovho listu a zlepme ich pozdiZ tychto kruznic.

D
E D = D
- _ >
B B C C C
e A
E
%
D E B B D
S
D
Mdébiov list + Mbdbiov list = Ve adads = Kleinova fl'asa

Samozrejme, neda sa to urobit’, ale odhliadnuc od tejto ,,mali¢kosti®, ¢o dostaneme, nie je ni¢ iné ako
Kleinova flasa. Podarilo sa nam najst vztah medzi objektmi, z ktorych si ani jeden nevieme

predstavit. Riemannov jazyk, napriek svojej zdanlivej jednoduchosti, je silnym nastrojom.

=7} B, B b 4
B, /
%

B:
A B, 3 A B,
-
B4
B3 B4 B3
_—
4

B
Mobiov list + kruh = projektivna rovina

Dalsim prikladom plochy, ktora sa neda zostrojit' v trojrozmernom priestore, je projektivna rovina.

Vznikne tak, ze k Mobiovmu listu pozdiZ jeho hranice (o je kruznica) vlepime kruh. Toto lepenie sa
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. . .. 3. e x , . N v s v )
neda uskutocnit, lebo trojrozmerny priestor R je prili§ maly a nie je v iom mozné uvazované dve

kruznice (hranicu Mdbiovho listu a hranicu kruhu) k seba prilozit’. ,, Predstavme si vsak plochu bytost,
, 2
ktora chce vytvorit uzavretu plochu zlepenim dvoch kruhov pozdlZz spolocnej hranice. V R to

nedokaze urobit, ale trojrozmernd osoba to moze v R3 urobit tak, zZe z jedného kruhu urobi ciapocku a
tu hravo prilepi k druhému. Preto sa musime naucit’ uvaZovat’ naSe objekty viac 7 vniuitorného
hladiska a odmysliet’ si, Ze sui vnorené do euklidovského priestoru. (Agoston 1976, s. 60). Ale kto
to vie urobit'’? Zda sa, ze tu mame do ¢inenia s implicitnym apelom, pripominajicim Lobacevského a
Cayleyho. Rozdiel je len v tom, Ze teraz sa po nas nechce, aby sme za euklidovskym trojuholnikom
uvideli neeuklidovsky utvar, resp. aby sme pod euklidovskou rovinou zahliadli rovinu projektivnu, ale
pre zmenu si mame Uplne odmysliet’ akykol'vek priestor. Z predoslych skusenosti s tymto druhom
apelov vieme, Ze mame do ¢inenia s novou implicitnou formou jazyka. NaSou tlohou je objasnit’ o
aka formu ide. Vratme sa preto k obrazku, reprezentujucemu projektivnu rovinu.

Citatelovi sa mozno zdalo &udné, Ze pri konstrukcii projektivnej roviny sme hovorili o lepeni
Mobiovho listu na kruh a nakreslili sme $tvorec. Ale z hl'adiska topologie su Stvorec a kruh
nerozliSite'né objekty — vlastne je to ten isty objekt. Topologia povazuje dva objekty za ekvivalentné
(technicky termin je homeomorfné) ak je mozné jeden dostat’ z druhého spojitou deformaciou. Je
zrejmé, Ze spojitou deformaciou mozno zo Stvorca dostat’ kruh. Tento aspekt topologie ukazuje, ze ide
o jazyk, ktory ma v sebe zabudovany Kleinov aparat transformacnych grup. Topolodgia, presne v
duchu Kleina, skiima invarianty urcitej grupy transformacii. Rozdiel je len v tom, Ze nejde o podgrupu
projektivnej grupy, ako tomu bolo v pripade Erlangenského programu, ale o grupu homeomorfizmov.
Ale princip je rovnaky. Topologické vlastnosti sa definuji ako invarianty homeomorfizmov. Preto je
zrejmé, ze topologia od zaciatku vyuziva kleinovsku integrativnu formu jazyka.

Riemannov jazyk vsak obsahuje nie¢o zasadne nového: rezanie a lepenie. Tieto operacie lezia
za hranicami Erlangenského programu. Ak by sme nahodou rozrezali projektivnu rovinu, rozbili by
sme tym projektivnu grupu a tym aj celu Struktiru Kleinovho jazyka. To znamena, Ze rezanie a
lepenie st radikalnejSie operacie ako geometrické transformacie. Ked’ uvazujeme $tvorec, tak jeho

vnutru prislicha uréita grupa transformacii. Ked’ zo §tvorca vytvorime valcova plochu, tato grupa sa
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zasadne zmeni, lebo pribudnu transformacie spocivajlice v rotacii valcovej plochy okolo jej osi. Ked z
valcovej plochy vytvorime torus, grupa transformacii sa opét’ obohati. Preto, keby bytosti Zijlice na
valcovej ploche alebo toruse vytvorili svoj vlastny Erlangensky program, za zaklad by zobrali nie
projektivnu grupu, ako Klein, ale grupu transformdcii valcovej plochy resp. torusu.

Teda kazdy z uvazovanych objektov ma vlastnu geometriu, prisluchajucu jeho Kleinovej
grupe a riemannovské rezanie a lepenie ide priecne cez jednotlivé geometrie, umoziuje prejst’ od
jednej takejto geometrie k druhej. Riemannov jazyk opisuje konstitutivne akty, pomocou ktorych
vytvarame plochy. Preto forma jazyka, ktora prinaSa Riemann, je implicitnd konstitutivna forma.
Implicitna, lebo Riemann nedokaZe explicitne povedat, ako sa mame oslobodit’ od trojrozmerného
priestoru a ¢o presne mame urobit’, aby sme nahliadli Kleinovu fl'asu. Konstitutivna, lebo prebera na
svoje plecia ulohu, ktori geometria doposial zverovala priestoru, ulohu konstituovat objekty.
Riemann nasiel sposob, ako sa konstitutivnej ilohy zmocnit. V tom pripomina Cayleyho uchopenie
metriky pomocou absoluty. V oboch pripadoch sa nieco, ¢o bolo dané, ¢o predstavovalo apridornu

vlastnost’ priestoru, nahradza aposteriornou konstrukciou.

b. Explicitny variant konstitutivnej formy - Poincaré

Zasadnym problémom Riemannovho jazyka je implicitny charakter jeho formy. Na jednej
strane sa opiera 0 geometricky nazor (vyzaduje predstavit’ si kroky kons$trukcie projektivnej roviny).
Na druhej strane vSak vyzaduje, aby sme sa zriekli viazanosti nazoru na trojrozmerny priestor (a
uverili, ze uvedené kroky vytvoria projektivnu rovinu, aj ked’ tu v trojrozmernom priestore nemozno
zostrojit’). Cestu z tejto dilemy priniesol Henri Poincaré a vola sa kombinatorickd topoldgia.
Kombinatoricka topoldgia prinasa zabudovanie konstitutivnej formy do jazyka. Podobne ako v
pripade Beltramiho modelu, nebudeme sledovat’ detaily historického vyvinu. OpiSeme iba
zjednodusSenu verziu jazyka kombinatorickej topologie, predlozeni Brouwerom.

Ked chceme reprezentovat’ projektivnu rovinu, nebudeme hovorit’ o lepeni (ktoré sa neda
uskuto¢nit’) a nebudeme ziadat, aby si Citatel' odmyslel priestor (¢o nedokaze urobit). Zoberieme
obrazok Riemannovho jazyka a rozdelime ho na trojuholniky.

V3 \Z
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Citatelovi sa mozno zda, Ze sme pri triangulacii boli prili§ velkorysi a zvolili sme prili§ mnoho
trojuholnikov. I$lo vSak o to, aby ziadne dve hrany, zodpovedajice r6znym useckam nedostali to isté
pomenovanie. Zrejme Sestuholnik (V4VsVeV7VgVg) predstavuje kruh, kym vonkaj$i pas predstavuje

Mobiov list, takZe prislusny objekt je projektivna rovina. Teraz definujeme k-rozmerny komplex.

Definicia 1: Nech k > 0. k-rozmernym simplexom rozumieme konvexny obal k + 1
linearne nezavislych bodov v, V,,..., v, € R". PiSeme o=V V,...v,. Body V, sa nazyvajii
vrcholmi simplexu.

Definicia 2: Nech o = vV, .V, _je k-rozmerny simplex a nech {w, W,,..W} je
neprazdna podmnoZina mnoziny {v,, V,,..., V,}, pricom w, # W, pre i #]j. Potom 7=
W W,...W, sa nazyva l-rozmernou stenou simplexu o

;/0 A Vo Vi
Bod v, je O-rozmerny simplex, usecka v v, je jednorozmerny simplex a trojuholnik v v.v, je
dvojrozmerny simplex. Simplexy predstavuju vzdy najjednoduchsi utvar prislusnej dimenzie. Takto v,
a v, su 0-rozmernymi stenami a Vv, je 1-rozmernou stenou 1-rozmerného simplexu VyV,. In¢ steny

tento simplex nema. Simplex v v,v, ma tri 0-rozmerné, tri 1-rozmerné a jednu 2-rozmernu stenu.
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Definicia 3: Simplicidlny komplex K je konecny stibor simplexov v R" taky, Ze:
1. Ak o € K tak aj vSetky steny simplexu o patria do K
2. Ak o, r eKtak o/)r= & alebo o /) je spolocnou stenou simplexovo a t
Napriklad sféru (t.j. povrch gule), ¢o je z topologického hladiska objekt ekvivalentny s povrchom

Stvorstena, mozno reprezentovat’ ako nasledujuci simplicidlny komplex:
Ks = {VoVaVa, VoVaVa, VoVaV3, V1VaV3, VoV, VoVa, VoVa, V1V, ViVs, VoV, Vo, V1, Va, Va}

V3

1

sféera

Podobne, uvedenej triangulacii projektivnej roviny zodpoveda simplicialny komplex:

Kp = {V1VeV3, V2oV3Ve, VoVeVs, ViVoVs, ViVsVa, V7VoVe, V1VeVa, VaVgVg, VoVaVg, ViVoVg, ViVeVy,
V1V7Ve, V1VaV3, VeVoVs, VsVoVy, VoVoVa, VgVoVo, V7VgVo, ViV, ViVs, V1Vy, ViVs, ViVe, ViVy,
V1Vs, V1Vg, VaV3, VaVs, VoV, VoV, V3V, V3Vg, V3Vg, VaVs, V4Vg, V4Vo, VsV, VsVo, VeV7, VeVo,
V7Vig, V7V, VgV, VgVo, VoVo, V1, V2, V3, Vs, Vs, Vg, V7, Vg, Vg, Vo}

Teraz m6zeme zabudnat’ na Riemannov obrazok. Simplicidlny komplex Kp reprezentuje projektivnu
rovinu bez akéhokol'vek odvolavania sa na lepenie. Hrana v v, v trojuholnikoch v v,v, a v,v,v, je

jednoducho td istd hrana. Na obrazku je pritomna dvakrat, raz vpravo dole, raz vlavo hore. Ale to je
problém obrazka. Projektivnu rovinu nie je mozné nakreslit’ bez toho, aby sme ju rozrezali, a preto
hrany tvoriace rez budi na obrdzku pritomné dvakrat. Naproti tomu simplicidlny komplex
reprezentuje prislusni plochu bez odvolavania sa na rezanie ¢i lepenie. Preto v komplexe je kazdy
vrchol, kazda hrana a kazda stena projektivnej roviny uvedena len raz.

Zbavili sme sa obrazkov, nezbavili sme sa vSak priestoru. Zatial' sme totiz definovali iba
takzvany konkrétny simplicidalny komplex, komplex, ktory sidli v niektorom z priestorov R (pozri
definiciu 1). Preto d’al§im krokom je oddelit’ jazyk simplicialnych komplexov od odvolavania sa na
priestor. Dosiahneme to tak, Ze uvazovany subor symbolov zbavime jeho geometrickej interpretacie.

Za tymto uCelom definujeme tzv. abstraktny simplicialny komplex, ¢o bude iba stibor symbolov.
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Symboly, ktor¢ sme uviedli pre sféru (v V.V, az V,) €i pre projektivnu rovinu (v, vV, az v, ) zachytavaji
vSetko podstatné o sfére ¢i o projektivnej rovine. Vsetky topologické informacie o prislusnom objekte
— jeho stvislost’ (t.j. Ze je to jeden kus), to, ze ma vnutro (Ze obopina urciti dutinu) a Ze toto vnutro je
jednoduché (na rozdiel od vnutra torusu), vSetky tieto informacie mozno vycitat z uvedenych
symbolov bez toho, aby sme sa museli odvolavat’ na nejaky obrazok ¢i priestor.

Poincaré vybudoval aparat, umoznujtci na zaklade abstraktnych simplicialnych komplexov
urcit’ zakladné topologické invarianty. Bez toho, Ze by sa utiekal k akémukol'vek obrazku, bez toho, ze
by sa opieral o akykol'vek priestor, len na zaklade symbolov ukazal, ako je mozné vypocitat’ tzv.
Bettiho Cisla (ktoré charakterizuju suvislost, existenciu vnutra, ¢i je to vnutro jednoduché, alebo
prstencovitého tvaru). Plocha je konstituovand tym, ako sa na seba prislusné trojuholniky jej
triangulacie napajaju. Ziadnu ina informaciu pre odvodenie topologickych invariantov nepotrebujeme
a presne tuto informéciu zachytdva abstraktny simplicidlny komplex. Preto mozno povedat, Ze
Poincaré zabudoval Riemannove konstitutivne akty do jazyka. Namiesto lepenia hran $tvorca v nasej
mysli (lebo skuto¢né lepenie sa ¢asto neda uskutocnit’ a tak ostdva na nas, aby sme sa tvarili, Ze
vieme, ¢o by z lepenia vzislo, i ked’ v skuto¢nosti z neho ni¢ vzist nemédze) vytvorime triangulaciu.
Preto jazyk kombinatorickej topologie® je jazyk s explicitnou kenstitutivnou formou. Je to jazyk,
ktorym sa matematika oslobodila od zavislosti na priestore, nasla spdsob, ako je mozné hovorit’ o
objektoch nezavisle od toho, ¢i ich je alebo nie je mozné vytvorit' v trojrozmernom priestore.
Simplicidlny komplex prisluchajuci projektivnej rovine sa v ni¢om zasadne neodliSuje od komplexu

prisluchajuceho sfére. To, Ze sa neda uskuto¢nit’ v trojrozmernom priestore, je vedl'ajsie.

2.1.A.6 Konceptualna forma jazyka syntetickej geometrie

Jednym z objavov, ktoré priniesla teéria mnozin, bolo uvedomenie si skutocnosti, ze vsetky
konstitutivne akty, na ktorych sa zakladala konStitutivna forma jazyka, mozno vylozit' z jednotného
hl'adiska, ako uchopenie urcitého stiboru prvkov do jedného celku. Cantor nazval takéto stubory
mnozinami. Napriklad simplicidlny komplex je uchopenim urcitych simplexov do jedného celku a je

teda vlastne mnozinou. Forma jazyka ktora nasleduje po konstitutivnej forme je zalozena prave na
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explicitnom vyuZivani mnozinového pristupu. Ked” si uvedomime, Ze zakladna funkcia pojmov je
umoznit’ vyclenit’ uréity subor objektov, mozno formu jazyka syntetickej geometrie budovanu
pomocou teérie mnozin nazvat’ kenceptudlnou formou. Ako v predoslych pripadoch, aj teraz nova

forma existuje v dvoch variantoch: implicitnom a explicitnom.

a. Implicitny variant konceptudlnej formy - Hilbert

Jeden zo spolutvorcov tedrie mnozin, Richard Dedekind, v stati Spojitost a iraciondlne cisla
(Dedekind 1872) uvadza dnes uz klasicku konstrukciu realnych ¢isel pomocou rezov. Rezy st podl'a
Dedekinda mnoziny racionalnych &isel, spifajuce uréité $pecialne podmienky. Dedekind nehovori o
mnozinach ale o triedach; pojem triedy vSak pouZiva v rovnakom vyzname, ako Cantor pouzival
pojem mnoziny. Dedekindova konstrukcia vykazuje vSetky aspekty, typické pre konstitutivnu formu
jazyka: nové objekty (redlne ¢isla) vznikaji pomocou konstitutivnych aktov (Dedekind priamo hovori,
Ze pomocou rezu vytvarame nové iracionalne cislo). Navyse tieto akty spocivaju v tom, Ze sa urcity
stbor objektov (subor racionalnych ¢&isel) uchopi ako jeden celok. Dedekindov rez je tak z
epistemologického hladiska paralelny s Poincarého symplicidlnym komplexom. Tento aspekt
Dedekindovho c¢lanku je vSak teraz vedlajsi. Z pohladu dejin syntetickej geometrie je na

Dedekindovom ¢lanku délezita poznamka 0 spojitosti Ciselnej osi:

,Je mi velmi milé, ak kazdy poklada horeuvedeny princip za taky zrejmy a taky
zhodny so svojimi predstavami o priamke; pretoze ja nie som schopny podat
akykolvek dokaz jeho spravnosti, a nikto toho nie je schopny. Predpoklad tejto
viastnosti priamky nie je nic¢ iné nez axioma, az ktorou priamke prizndme spojitost,
ktorou spojitost do priamky vmyslime. Ak vobec ma priestor redlnu existenciu, tak
predsa nemusi byt nevyhnutne spojity, nespocetné z jeho viastnosti by ostali tie isté,
ak by aj bol nespojity “(Dedekind 1872, s. 12).
Tato poznamka naznacuje, Ze spojitost’ priamky ¢i kruznice, ktoru napriklad Euklides predpokladal,
nie je automaticky zaru¢ena. Rovina, obsahujuca len body, ktorych obe suradnice st racionalne ¢isla,
je modelom Euklidovych axiom. V takomto modeli sa v§ak dve kruznice, ktorych sicet polomerov je
vaesi ako vzdialenost’ ich stredov a rozdiel polomerov je od tejto vzdialenosti men$i, nemusia

pretinat’. Kandidat na ich prieseénik moze mat’ niektor(i suradnicu iracionalnu, a teda v modeli nemusi

existovat’. Euklides v8ak pri viacerych dokazoch predpoklada, Ze priese¢niky vhodne umiestnenych
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kruznic existuju. Existencia tychto bodov (ako ukazuje model roviny tvorenej bodmi s racionalnymi
stradnicami) nie je zaru¢ena Euklidovymi axiomami. Euklides ju teda prijimal na zaklade nazoru.
Kratko po zverejneni Dedekindovej state sa objavuju prace Vorlesungen iiber neuere
Geometrie (Pasch 1882) a Grundlagen der Geometrie (Hilbert 1899), ktoré tuto medzeru v Euklidovi
zapiiiaji. Robia to tak, Ze k povodnym Euklidovym axiémam pridévaju nové axiomy. V Hilbertovom

systéme to je Archimedova axioma a axioma linearnej tplnosti:

Archimedova axiéoma. Nech AB a CD su dve lubovolné usecky, potom na priamke

AB existuje konecny pocet bodov Ay, Ay, As, ..., An, takych, Ze usecky AA1, AiPs, AAs,

vory AnaA, st zhodné s useckou CD a bod B sa nachddza medzi A a A,

Axioma linedrnej uplnosti. Body priamky tvoria sustavu, ktora pri zachovani

usporiadania, prvej axiomy o zhodnosti a Archimedovej axiomy nepripusta Ziadne

rozsirenie, t. j. k tomuto systému bodov nemozno pridat este dalSie body tak, aby v

systéme, vytvorenom povodnymi a dodanymi bodmi, boli splnené vsetky axiomy.
Po doplneni tychto axiom a dokaze klasickych viet geometrie Hilbert dokazuje bezospornost a
vzajomnu nezavislost’ axiém svojho systému. Vsetky jeho dokazy su prisne logické, argumentacia sa
v ziadnom kroku neopiera o ni¢, ¢o by nebolo explicitne obsiahnuté v axiomach. Geometriu #m
oddel’uje od nazoru a od akejkol’vek a priori danej interpretdcie svojich zdakladnych terminov.

Pri predoslej (konstitutivnej) forme jazyk prebral ulohu konstituovat' existenciu objektov
a tym umoznil existenciu objektom, pre ktoré je trojrozmerny priestor maly. Takymto objektom je
napriklad projektivna rovina. Praca s takymito objektmi ako aj dokazovanie viet o nich bola vsak do
velkej miery eSte stale intuitivna. Jazyka totiz prebral iba ulohu konstituovat’ existenciu objektov,
kym esencia objektov bola este stale dana prirodzene. Projektivna rovina je tym, ¢im aj vzdy bola, na
jej podstate sa ni¢ nemeni, iba jej existencia je zabezpecena konstrukciou (pomocou simplicialnych
komplexov). Objekt ma stale prirodzene dané vlastnosti.

Hilbertom vstupuje na scénu nova forma jazyka, v ramci ktorej uz objekt ma iba tie vlastnosti,
ktoré si konstituované pomocou axiom. Teda nielen existencia, ale aj samotna esencia objektov
zacina byt konstituovand jazykom. Teoria sa tak odputava od nazornej danosti objektov, na opis

ktorych bola povodne vytvorena. Z Hilbertovho hladiska je jedno, ¢o si predstavujeme, ked

vytvarame matematick teoriu. Pouzivat’ pri dokazoch smieme to a len to, Co sme explicitne uviedli v

136



axiomach. Hilbertovou axiomatikou tak zalina vyltéenie intuicie zo zakladov geometrie. Formu
jazyka, ktorti do geometrie zaviedol Hilbert navrhujem nazyvat’ konceptudlnou formou jazyka. Je to
forma jazyka, vramci ktorej sa konceptualna stavba matematickych teorii ocCistuje od intuicie.
Samozrejme, pojmy hrali délezitu tlohu aj v predoslych etapach rozvoja geometrie, ale pojmy boli
beznadejne poprepletané s intuiciou (ako beznadejne, to ukazuje Dedekindom odhalena nespravnost’

viacerych Euklidovych dokazov).

b. Explicitny variant konceptudlnej formy - Tarski

Hilbertov axiomaticky systém predstavuje implicitny variant konceptualnej formy jazyka.
Implicitny preto, lebo Hilbert sa prili§ drzi tradicie a vlastne len zapiia medzery ktoré boli najdené v
Euklidovom systéme. Euklidov predpoklad o existencii réznych druhov objektov vSak Hilbert prebera.
Tieto objekty zbavuje spojenia s nazeranim, ale nad’alej udrzuje ich podstatnu rozdielnost’ (ktora ma

svoj povod v nazerani), ked’ Zdaklady geometrie zacina vetou:

Mpyslime tri rozne systémy veci: veci prvého systému nazyvame bodmi a oznacujeme

A, B, C ...; veci druhého systému nazyvame priamkami a oznacujeme a, b, c, ...; veci

tretieho systému nazyvame rovinami a oznacujeme «, p, y, ... Body, priamky a roviny

myslime v urcitych vztahoch, a tieto vztahy oznacujeme roznymi slovami, ako: lezat,

medzi, zhodny, rovnobezny, spojity. Presné a pre matematické ucely uplny opis tychto

vztahov ziskavame axiomami geometrie. (Hilbert 1899, s. 2).
Zrieknutie sa intuicie pri budovani geometrie naznacuje slovné spojenie ,,pre matematicke ucely uplny
opis“ v poslednej vete citatu. V spojeni ,,myslime tri rozne systémy veci* na zaciatku citatu slovo
systém znamena mnozinu a tak Hilbertova axiomatizacia geometrie do istej miery vyuziva mnozinovy
pristup. Ale len do istej miery, lebo Hilbert chape priamky a roviny rovnako ako Euklides, ako
samostatné objekty a nie ako mnoziny bodov. To znamend, Ze zachovava urcité aspekty tradi¢né¢ho
chapania esencie geometrickych objektov; esenciu teda nekonstituuje jazyk v jej plnosti.

Pre vznik explicitnej podoby konceptualnej formy jazyka syntetickej geometrie je podstatna
premena priamok na mnoziny bodov. Paralelne s tym sa aj priestor, ktory bol pévodne chapany ako
prazdno do ktorého su jednotlivé geometrické objekty umiestiiované, meni na mnozinou bodov. Tym

sa priestor stava ¢imsi plnym, je vyplneny az do posledného miestocka svojimi bodmi. Premena

kontinua na mnozinu bodov sa udiala v druhej polovici 19. storocia pod vplyvom teodrie funkcii
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realnej premenne;j.”® Do oblasti syntetickej geometrie sa dostala az v diele Alfreda Tarského.

Za medznik znamenajtci prechod K explicitnému variantu konceptudlnej formy jazyka
syntetickej geometrie mozno povazovat’ Tarského pracu The completeness of elementary algebra and
geometry. Ako piSe vo svojej recenzii Alonzo Church (pozri Church 1969), vysledky obsiahnuté
Vv tejto praci ziskal Tarski okolo roku 1930. Rukopis svojej monografie predlozil k publikacii roku
1939 a kniha bola zaradena do edi¢ného planu vydavatel'stva Hermann & Cie. v Parizi. Prica na knihe
dosiahla stadium strankovych korektar, avSak v désledku vojnovych aktivit bola cela sadzba zni¢ena
a zachovali sa iba dva exemplare strankovych obtahov. Po vojne Tarski svoju knihu prepracoval
a vydal pod nazvom A decision method for elementary algebra and geometry (Tarski 1948).

Na rozdiel od Hilberta, ktory ma tri druhy objektov (body, priamky a roviny) ma Tarski iba
jediny druh objektov — body (priamky povazuje za mnoziny bodov). Podobne namiesto Hilbertovych
piatich typov relacii medzi objektmi (lezat’ na, medzi, zhodny, rovnobezny, spojity) zavadza Tarski
iba dve reldcie — ternarnu relaciu medzi a kvaternarnu relaciu ekvidiStantnosti. To umoziiuje Tarského
systém formalizovat vramci (jedno-sortového) predikdtového poctu prvého radu a skamat ho
prostriedkami tedrie modelov. Tarski dokazuje hlboké vysledky — Gplnost” a rozhodnutel'nost” svojho
axiomatického systému elementarnej geometrie. Tymito vysledkami ukon¢ime na$ vyklad dejin

syntetickej geometrie.

2.1.A.7 PrehPad objektacii v dejinach geometrie

V dejinach syntetickej geometrie sa podarilo odlisit’ Sest’ foriem jazyka, teda Sest’ sposobov,
ako je mozné jazyk geometrie napojit’ na svet, ktory geometria opisuje. V prvej z nich, nazvanej
perspektivistickd forma je jazyk schopny reprezentovat’ predmety z urcitého hl'adiska, teda zachytit
nielen izolované objekty, ale aj ich rozmiestnenie v priestore. Vsetko ostatné je syntetické, t.j. dané
v geometrickom nazerani. Postupne stdle viac a viac aspektov geometrického nazoru nachadza
spredmetnenie v jazyku az nakoniec v konceptudlnej forme sa jazyk stava nositelom vsetkych
informacii o objektoch ktoré tedria opisuje. Geometria sa tym Uplne oddel'uje od nazerania a mozno

povedat’, ze dochadza k plnému spredmetneniu Struktir nazerania v jazyku. Matematik uz nepotrebuje
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ziadnu mimojazykova skisenost,, ziadne nazeranie, o ktoré by svoju pracu opieral. Axidmy a striktne
logické dokazovanie sa stavaju praxou matematiky. Z discipliny, ktord bola vzorom syntetickej prace
mysle sa stava Cisto analyticka a dokonca rozhodnutelna teoria. Tento obluk, ktory geometria

prekonala, sa snazi zachytit’ schéma, zhtiiajuca vysledky naSej rekonstrukcie.

PERSPEKTIVISTICKA
FORMA
PROJEKTIVNA
FORMA
INTERPRETATIVNA
FORMA
INTEGRATIVNA
FORMA
KONSTITUTIVNA /
FORMA
KONCEPTUALNA
FORMA

2.1.B Historicky opis objektacii v algebre

Algebra a geometria si z hl'adiska svojho matematického vyznamu rovnocenné discipliny. Z
hl'adiska ich miesta vo filozofii matematiky existuje vSak medzi nimi velky rozdiel. Filozofické
otazky geometrie predstavuju klasické témy vo filozofii matematiky; stac¢i spomentt’ Platona, Kanta,
Russella ¢i Husserla. Naproti tomu filozofické otazky algebry ostavajii na okraji pozornosti a okrem

knih Jacoba Kleina a Julea Vuillemina prakticky neexistuje filozoficka literatura venovana algebre.

139



Ignorovanie algebry zo strany filozofie ma mnoho pri¢in. Jednou z nich je dominantny vplyv antickej
gréckej kultary na formovanie eurdpskej filozofickej tradicie. Grécky pristup k analyze myslenia sa
zaklada na metafore zrakovej skusenosti.?? Algebra, ktora je svojim povodom arabska a svojou
povahou taktylno-motoricka, nemala v europskej filozofickej tradicii adekvatny pojmovy aparat na
tematizaciu zmien, ktoré sa v nej odohrali. Preto zdkladné zlomy v dejinach algebry ostali mimo pola
osvetleného filozofickou reflexiou. Cielom tejto kapitoly je opisat’ tieto zlomy a pokusit’ sa o ich
filozofick refleksiu. Pouzijeme pri tom periodizaciu, ku ktorej sme dospeli pri analyze vyvinu
geometrie. Citatela mozno prekvapilo, Ze hned’ potom, ako sme zdoraznili zékladny rozdiel medzi
algebrou a geometriou, chceme preniest’ periodizaciu dejin geometrie na vyvin algebry. Tento rozpor
je vSak len zdanlivy, lebo uz periodizaciu geometrie sme sa pokusali zalozit’ na analyze zmien jazyka.
Geometria sluzila len ako materidl, analyzou ktorého sme sa snazili odhalit zmeny hlbsej,
epistemickej Struktiry. Volba geometrie za vychodisko epistemologickych analyz bola prirodzena,
lebo v zapadnej tradicii je geometria najlepsie reflektovana, jej zmenam najhlbSie rozumieme. Ale
potom, ako sme v dejinach geometrie nasli urcité regularity, je prirodzené pouzit’ ich pri vyklade dejin
menej pochopenej Casti zapadnej matematiky, akou je algebra. Takto treba chapat’ periodizaciu dejin
algebry pomocou terminov ako perspektivisticka ¢i projektivna forma.

Perspektiva a projekcia st geometrické pojmy, ale my ich pouzivame v epistemologickom
zmysle na charakterizaciu formy jazyka. Pre perspektivistickii formu jazyka je typické povazovat
deskripcie jazyka za obrazy skuto¢nosti, kym projektivna forma prinasa ako zékladnu inovaciu vyrazy
predstavujuce obrazy obrazov. V geometrii je tento prechod zrejmy, ale ukaZeme, Ze podobny posun
sa odohral aj v dejinach algebry. Spociatku povazovali matematici za rieSenie rovnice jedinil hodnotu
neznamej, ktord zodpovedala podmienkam ulohy (a bola ,,obrazom* skutocnej situacie). Az ked’
rozvoj formalneho aparatu umoznil vznik substitiicit™ (teda vkladania ,,obrazov“ do ,,obrazu®),
vzniklo presvedéenie, Ze za rieSenie treba povazovat' vietky korene rovnice,* a nielen ten jediny,
ktory ma priamy vztah ku skutocnosti. Koreni prestava byt ,,obrazom‘* mimojazykovej skutocnosti a
stdva sa z neho prvok Struktiry vztahov. Substiticia v mnohom pripomina premietanie zname z

projektivnej geometrie. Pritom podobne ako Desargues doplnil rovinu o nekonecne vzdialené body,
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aby sa projekcia stala jednozna¢nou, algebraici dopiiaju &iselny obor o zaporné a komplexné &isla,
aby sa algebraické upravy stali ekvivalentnymi. Takto existuje pribuznost medzi premietanim
geometrického ttvaru a tpravou algebraického vyrazu. Pri premietani rovnako ako pri algebraickych
upravach ide o transformadcie vyrazov jazyka spojené so snahou zachovat’ referenciu.

Ked prenesieme do algebry pojem formy jazyka, na ktorom sme zalozili analyzu geometrie,
ukazuje sa, ze ulohu, aki1 v geometrii hral pojem horizontu, hraji v algebre vyznacné objekty jazyka,
akymi sa 0 a 1. Ulohou formy jazyka je vzajomne prepojit epistemicky subjekt jazyka so svetom
jazyka. V geometrii, kde sa svet rozprestiera pred nami a subjekt ma podobu hl'adiska, je jeho poloha
voci svetu fixovana zadanim horizontu. Horizont ma za lohu je fixovat’ polohu subjektu vo svete. V

algebre je situacia v porovnani s geometriou v mnohom opacna. Algebra konStruuje svoj svet

zvechovanim aktov subjektu. Cislo 3 alebo J5 , to st pomocou symbolov zvecnené tikony pocitania
¢i odmocnovania. Svet algebry nie je oblast’, ktord by bola odkryta naSmu pohladu ako nieco, voci
¢omu potrebujeme fixovat' naSu polohu. Je to prave naopak nieco, ¢o je pdvodne sucastou nais,
sucastou nasho konania, a my len postupne ziskavame od toho odstup, dostdvame to pomocou
symbolickej reprezentacie pred seba. Dejiny algebry tak pripominaju zvliekanie koZze, akoby sa nieco,
¢o bolo pdvodne sucastou tela, Co sprevadzalo jeho pohyby, zrazu od tela oddelilo a zmenilo sa na
urcity predmet. Na tomto predmete esSte stale badat’ stopy ohybov tela, tento predmet eSte stale nesie v
sebe pamit’ jeho gest.** Pritom zvleenim jednej vrstvy sa odhali vrstva hlbsia, na ktorej prave
zvleCena vrstva povodne spocivala.

Svet algebry teda nie je odkryty zraku a preto sa vymyka gréckemu duchu, ktory chépe pravdu
ako to, ¢o uz nie je skryté pohladu. Svet algebry je svetom, ktory sa zrodil zvecnenim urcitej vrstvy
jazyka. Preto nie je ndhoda, Ze algebru nevytvorili Gréci ale Arabi. Svet algebry je plodom arabského
ducha a dejiny algebry st dramou, v ktorej sa zapadna kultara postupne tohto sveta zmociuje. Ked’
budeme opisovat’ dejiny algebry, budeme hovorit' o dejinach algebry v rdmci zapadnej civilizacie.
Budeme sledovat, ako v ramci zapadnej kultary, kultary ,,geometrického ducha®, kultary, pre ktora
rozumiet’ znamena ziskat vhlad, prebiechal vyvin algebry teda discipliny, ktorej svet je zraku

nepristupny, discipliny, ktora vychadza z motorickej skiisenosti, z manipulacie, z ¢innosti. Na rozdiel

141



od gréckeho teoretika, ktory nezasahuje do diania sveta a len sa mu prizera, algebraik kona, pocita,
upravuje rovnice, transformuje vyrazy. Vhl'ad je v algebre mozny vzdy az dodato¢ne, az potom, ako
sa podaril urcity trik. Okrem takejto pozitivnej skusenosti je vSak v algebre Castd aj skusenost
negativna, skisenost’ s tym, ze trik nevysSiel, ze uprava sa nepodarila, ze rovnicu sa nepodarilo
vyrieSit. Negativna skusenost’ vedie ku konceptualizécii, k snahe porozumiet, preCo sme neuspeli.
Jedna z tstrednych linii vo vyvine algebry bola motivovand prave snahou porozumiet’, pre¢o sa
nikomu nedari rieSit’ niektoré rovnice piateho stupiia, preco napriek tomu, Ze sa danym problémom
zaoberali najlep$i matematici po dobu troch storoCi, sa nikomu nepodarilo pohnut s takou
jednoduchou rovnicou ako napriklad x°—6x +3 = 0.

V problémoch tohto typu nejde o to, ziskat’ do nie¢oho vhlad, lebo spociatku tu niet ni¢oho,
na ¢om by mohol nas pohlad spocinut. Je tu len netispech, netispech tiahnuci sa starociami. Existuji
len haldy papiera zapiiajuce smetné kose najlepsich matematikov. Nie je tu ni¢ pevné, len pohyb —
rozbeh, postupnost’ Uiprav, narazenie na neprekonatel'né tazkosti a nakoniec rezignacia. Drama dejin
algebry spociva v tom, ze sa podarilo nahmatat’ tvar neviditelného muru, o ktory sa rozbili vsetky
pokusy o rieSenie rovnice piateho stupna, podarilo sa uchopit ho, vyniest na svetlo, uvidiet' a
porozumiet. Tento mur sa vold alternujuca grupa piatich prvkov. Matematici, ktorym sa podarilo
nahmatat’ jeho obrysy, st Paolo Ruffini, Niels Henrik Abel a Evariste Galois.

Ked arabska algebra prenikla cez Spanielsko do Eurdpy, zadal sa dialég zapadného ducha s
tymto jemu bytostne cudzim, ale nepopieratelne hlbokym duchom algebry. Tento dialog je vedeny
snahou vizualizovat’, snahou dostat’ triky, Gpravy a manipulacie pred oci, ziskat’ do nich vhl'ad. Ale
vzdy potom, ako sa podari zvecnit’ jednu vrstvu algebraického myslenia, objavi sa pod nou d’alsia,
hlbsia rovina. V naSej rekonstrukcii ukdzeme, ako sa pod regulami objavili formuly, pod formulami
formy, pod formami polia, pod polami grupy, pod grupami idedly. Dejiny algebry su dejinami

postupného zveciiovania performacie, postupnou premenou algebraickych ukonov na objekty.

2.1.B.1 Perspektivisticka forma jazyka algebry

Arabsky matematik Abu Abdallah Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi je autorom diela
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Kratka kniha o pocte algebry a al-mugdbaly (Al-kitab al-muchtasar fi hisab al-dzabr wa-l-muqgabala)
venovaného rieseniu rovnic. Slovo al-dzabr, ktoré je v titule, sa onedlho zac¢alo pouzivat’ na oznacenie
nauky o rovniciach a z neho pochadza aj nas termin algebra. Al Chwarizmiho kniha je pozoruhodna
nielen tym, Ze nepouziva ziadnu symboliku, ale dokonca nepouziva ani znaky na oznacenie Cisel a
tplne vietko vyjadruje slovne. Pre mocniny neznamej pouziva zvlastne terminy: pre X — §ai (vec), x° —
mdl (majetok), x* — kdb (kocka), X* — mdlmal, X° — kabmdl... Pri preklade boli arabské nazvy pre
mocniny neznamej nahradené latinskymi ekvivalentmi, teda res pre Sai, census pre mal a cubus pre
kadb. V talianskom prostredi sa presadilo talianske cosa namiesto latinského res, a tak sa algebra v 15.
a 16. storo¢i oznacovala ako regula della cosa — pravidlo veci. I§lo o stibor pravidiel, ktoré pomocou
manipuldcii s vecou (t.j. s neznamou) hl'adali rieSenie urcitej ulohy.

Al Chwarizmi prv, nez sa pustil do rieSenia nejakej ,,rovnice™, najprv ju upravil na tvar, v
ktorom vystupovali len kladné koeficienty a pri najvyssej mocnine bola jednotka.** Aby to dosiahol,
pouzival tri operacie: al-dZabr - ak na jednej strane ,,rovnice® vystupuju ¢leny, ktoré treba ubrat’, tak
sa k obom stranam pripo¢ita zodpovedajuca hodnota; al-mugqdbala - ak vystupuju na oboch stranach
rovnaké mocniny, od¢ita sa mensi Clen na jednej strane od vaéSieho na druhej, a al-rad - ak je
koeficient pri najvyssej mocnine rézny od jednotky, tak sa nim vydeli cela ,,rovnica“. Slovo rovnica
sme pisali v uvodzovkach, lebo, prisne vzaté, Al Chwarizmi Ziadne rovnice nepoznal. Riesil vztahy
medzi veli¢inami, ktoré zapisoval pomocou viet prirodzeného jazyka. Jeho postup si ukdZeme na
priklade rovnice x* + 10x = 39, ktora vyslovil v tvare: ,,Majetok a desat veci sa rovnd tridsatdevir*.
Jeho rieSenie je nasledovné: ,,Zober polovicu poctu veci, to jest pdt, a vynasob ju samu sebou,
dostanes dvadsatpdt. Pridaj to k tridsiatim deviatim, dostanes Sestdesiatstyri. Zober druhu
odmocninu alebo osem a odcitaj od nej polovicu poctu veci, co je pdt. Vysledok tri je hladand vec*.
Tento postup je blizky babylonskej tradicii. Je to konkrétny ndvod na rieSenie. Je tu vSak jeden
zasadny rozdiel. Na rozdiel od babylonskej matematiky ma al Chwarizmi pojem nezndmej (Sai), a
preto jeho postup ,,zober polovicu poctu vect, vyndsob ju samu sebou, pridaj k nej ¢islo, odmocni a od
vysledku odcitaj polovicu poctu veci* je pouzitelny v pripade I'ubovolnej kvadratickej rovnice tohto

tvaru. Teda kym babylonski matematici pocitali s konkrétnymi hodnotami koeficientov, al Chwarizmi
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uchopuje v§eobecny postup, a zaklada novii matematicka disciplinu, ktora raz dostane nazov algebra.
Eurépa nadvézuje na arabski matematiku v 12. storo¢i. Zvyk formulovat’ riesenia uloh v
podobe verbalnych pravidiel, ktoré sa nazyvali regule, sa udrzal az do 16. storo¢ia. Tak prvy vysledok
europskej matematiky, ktory prekracuje rdmec znalosti antiky, bol sformulovany v tomto tvare. I§lo o
rieSenie rovnice treticho stupiia, uverejnené v knihe Ars Magna Sive de Regulis Algebracis®
talianskeho matematika Girolama Cardana. Cardano formuluje rovnicu slovami: ,,De cubo et rebus
aequalibus numero* a jeho rieSenie udava v tvare: ,,Umocni na tretiu jednu tretinu poctu veci, pridaj k
tomu Stvorec polovice cisla rovnice a vypocitaj druhu odmocninu z tohto celku. Toto zduplikuj a k
Jjednej z dvoch pridaj polovicu cisla rovnice a od druhej odcitaj polovicu toho istého. Potom budes
mat’ binomium a jeho apotome.®® Potom odcitaj tretiu odmocninu apotome od tretej odmocniny
binomia, zvysok, ktory ostane je vec.“ Aby Citatel lepSie videl, ¢o Cardano rebi, uvedieme rovnicu v

dnesnom tvare x> + bx = ¢ a jej rie§enie zapiSeme pomocou dnesnej symboliky:

i RORUEERIGECE

V Cardanovej dobe ziadne vzorce neexistovali a Cardano pouZzival vylu¢ne verbalny zépis. Svoje

vieobecné pravidlo ilustruje na konkrétnej rovnici x° + 6x = 20, ktorej rieenie udava v tvare:

»RV: cub: R: 108 p: 10 m: RV: cub: R: 108 m: 10%
kde RV znamena radix universalis; cub oznacuje, ze odmocnina bola tretou odmocninou; R znamena
radix; p je skratka za plus; m znamena minus. Cardano koeficienty rovnice nevie vyjadrit’ vSeobecne,
preto eSte nemozno hovorit’ o vzorci. Uvedeny zéapis sa tyka rieSenia konkrétnej rovnice. V nasej

symbolike jeho zapis vyzera nasledovne:

3/J108 +10 —-3/+108 —10

V Cardanovej dobe bola algebra, asponi na povrchu, eSte stale regula della cosa, stibor verbalnych

pravidiel na njdenie veci. Pod tymto povrchom vSak dochadza k zasadnym premenam.

2.1.B.2 Projektivna forma jazyka algebry

V predoslej kapitole sme uviedli Cardanovu regulu na rieSenie rovnice treticho stupiia. Aj ked’
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samotna regula nevybocuje z al Chwarizmiho pojatia algebry, nie je jasné, ako mozno Cosi tak zlozité
objavit. Aby sme to pochopili, musime sa vratit' zhruba o storocie pred Cardana a opisat’ prvu etapu
zveciiovania jazyka algebry, etapu spojenu so zrodom algebraickej symboliky. Potom, ako sa arabska
matematika dostala na zapad, vznika snaha zapisat’ algebraické operacie pomocou symbolov, priviest
algebraické operécie pred oci. Tento proces trval dlho a spociatku asi nebol plne uvedomely. Tak
Regiomontanus zavddza symbolické oznacenie pre odmocniovanie. Operdciu odmociiovania oznacuje
velkym pismenom R, pochadzajicim od slova radix, takZe napriklad tretiu odmocninu z 6smich pise

ako R cubica de 8. Tym odmociiovanie premiefia na odmocninu, operdciu nahrddza jej vysledkom.*

Michael Stifel nahrddza velké R malym, takze tretiu odmocninu z 8 pise ako \/E 8 . Hornu ,,noZi¢ku“
pismena r predizil a napisal pod fiu prvé pismeno slova cubica, ktoré udiva, Ze ide o tretiu
odmocninu. Cislo, ktoré sa odmociiuje, pisal za tento znak. Naga konvencia pisat’ odmociiované &islo

pod predlzenu hornu ,,nozicku* pismena r, a to, ktort odmocninu pocitame, udat’ pomocou l'avého

horného indexu, teda tretiu odmocninu z 6smich zapisat’ ako 38 , pochadza od René Descarta.

Snad’ najvyznamnej$im krokom pre rozvoj algebry bolo zavedenie symbolov na oznacenie
mocnin neznamej. Prekladom arabskych terminov $ai, mal a kab vznikli eurdpske res, zensus a cubus
a postupne sa namiesto vypisovania celych slov zacali pouzivat’ prvé pismena, teda r pre res, z pre
zensus a ¢ pre cubus. Samozrejme, podobne ako Arabi ani kosisti (ako nazyvali predstavitel'ov tejto
novej algebry, povazujucich algebru sa regula della cosa) sa nezastavili pri tretej mocnine. Slobodne
vytvarali mocniny vysSie, napriklad zz (zenso di zensi), zc (zenso di cubo) atd’. Postupnou premenou
algebraickych tkonov na vyrazy sa zrodila algebraicka symbolika. Z odmociiovania sa stala
odmocnina, z umocnovania sa stala mocnina a postupne sa zvecnila cela vrstva jazyka. Tento proces
prebichal pomaly a spociatku asi neslo o viac nez o ul'ahCenie zapisu. Ked’ sa vSak nové symboly
nahromadili v dostatocnom mnoZzstve, umoznili zasadny prelom v algebraickom mysleni — vyrieSenie
rovnice treticho stupna. Cardanovu regulu sme uviedli v kapitole, opisujucej algebru reguli, lebo
svojim jazykom tam bezpochyby patri. Pri jej objave je vSak uz nutné pouzit symboliku, a teda
prekroCit’ ramec algebry reguli. Uvedieme rekonstrukciu tohto objavu, ktora kvoli prehladnosti
zapiSeme v modernej symbolike. Historické okolnosti tohto objavu su spletité a dramatické (pozri
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Waerden 1980 s. 53-56, alebo Scholz 1990 s. 165-172). Uvazujme teda rovnicu tretieho stupfia
x3+bx=c,

teda Cardanove .,cubus a veci su rovné Sistus¥ Rozhodujucim krokom procesu rieSenia je

predpoklad, Ze vysledok bude mat tvar rozdielu dvoch tretich odmocnin. Ako k tomuto predpokladu

matematici dospeli, to netusime, je to jeden zo zdhadnych okamihov dejin matematiky, velky krok do

nezndma. Ak ho urobime, d’alej su uz veci viac-menej jasné. Ale urobit’ tento prvy krok, natrafit’ na ta

spravnu kombinaciu symbolov, to prindsa obrat v dejinach algebry. Teda nech
x = Yu-Yv. (13)

Umocnenim tohto vyrazu na tretiu a naslednym porovnanim s pdvodnou rovnicou dostaneme vztahy

medzi neznamymi U a v a koeficientmi b a c:
b = 3R uv C=u-Vw (14)

Ked z druhého vzt'ahu vyjadrime Vv a toto vyjadrenie dosadime do prvého, ziskame rovnicu

u? — uc — (%f =0, (15)

ktorej koreni dostaneme podl'a znameho vztahu pre koren kvadratickej rovnice v tvare

=53] 43

Neznamu v dostaneme pomocou druhého vzt'ahu v riadku (14).Vysledné riesenie je teda

SRR R ORCE TN CRC

Na tomto odvodeni vidiet' vyhodu algebraickej symboliky, vyhodu zvecnenia jazyka arabskej algebry.

Hned’ v prvom kroku sme predpokladali, ze vysledok bude mat tvar rozdielu dvoch tretich odmocnin.
V arabskej algebre neexistovali vyrazy, ale len reguly. A regula nema tvar, na regulu sa nepozerame,
ale naciivame jej, vykonavame jednotlivé ukony presne tak, ako nam hovori. Az ked upravy, ktoré
regula predpisuje, zapiSeme pomocou symbolov, az ked’ sa proces pocitania dostane pred oci, az vtedy
sa vynori tvar. Z reguly sa tak stava formula. Az formulu mozno hl'adat’ v urCitom tvare, napriklad v

tvare rozdielu dvoch tretich odmocnin. Regula Ziadny tvar nema. Pozoruhodna je aj formula (15). Je
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to rovnicu pre u. Ale ¢o je to u? To uz nie je vec, to uz nie je neznama, ktora oznacuje nie¢o skuto¢né.
Ked’ proces rieSenia rovnice prirovndme k obrazu, tak sa tu zrazu vynara obraz v obraze. V procese
rieSenia rovnice pre neznamu X sme dospeli K rovnici pre pomocnit nezndmu u. Z technického
hladiska je to rozhodujuci krok v procese rieSenia, lebo namiesto pdvodnej rovnice treticho stupia,
dostavame pomocni rovnicu, ktora je len stupna druhého, a teda ju vieme riesit’. Z epistemologického
hladiska tu ide o zasadny posun. Premennu X, o ktorej zo zadania tlohy presne vieme, ¢o oznacuje,
nahradzame nejakym u, o ktorom nevieme, ¢o to vlastne je. Jeho vyznam je ureny len pomocou
vztahu (13). Premenna U nema samostatnu referenciu. Referuje len sprostredkovane, prostrednictvom
premennej X. Preto tuto vrstvu jazyka algebry ozna¢ujeme terminom projektivna forma.
Paradigmatickym prikladom projektivnej formy jazyka je Diirerova rytina, ktora ilustruje
stratu priamej referencie jazyka, a jej nahradenie referenciou nepriamou. Na Diirerovej rytine sa
nachadza obraz v obraze podobne, ako v algebre vystupujii pomocné nezname. Algebra tak prestava
byt regula della cosa a stava sa z nej analytické umenie, umenie upravovat’ vyrazy, umenie uhadnut
tvar vysledku, umenie najst’ Sikovnu substituciu. Toto umenie, ktoré tvori jadro Cardanovho Ars
magna, pripomina premietanie, ktoré tvori jadro projektivnej formy jazyka geometrie. V oboch
pripadoch ide o transformaciu vyrazov jazyka pri zachovavani referencie. Dolezité je v§ak uvedomit’
si, ze tym, Ze sa zvecnila jedna vrstva jazyka, tym, Ze reguly nadobudli podobu formul, tym, ze z
,umocni vec na druht a pridaj pat veci® sa stalo ,,x* + 5x, otvara sa moznost’ manipulovat’ nielen s
jednotlivymi vecami, ale s celymi formulami. Al Chwarizmi poznal tri operacie, al-dzabr, al-
muqabala a al-rad, nepoznal vSak substitiiciu. Jeho operacie predstavujii len premiestiiovania ¢lenov
rovnice pri zachovani ich ,,tvaru“. V tomto al Chwarizmi pripomina euklidovskil geometriu, ktora tiez
skimala len transformacie zachovavajice tvar (posunutie, otoCenie, rovnolahlost). Stredové
premietanie mdze zmenit tvar Utvaru, napriklad kruznicu méze premietnut’ na hyperbolu. V tom sa
premietanie podoba substitlicii. Substitucia je transformécia rovnice, ktora méze zdsadnym spésobom
zmenit’ jej tvar, ked’ od rovnice tretiecho stupna pre x prejdeme ku kvadratickej rovnici pre u. V
algebre sa nastup projektivnej formy vyznacuje objavenim sa substitucii, transformacii, ktoré menia

»tvar® vyrazov. Pri tychto transformaciach sa uz jednotlivé ¢leny rovnice neprenaSaji na druhu stranu
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rovnice ako celky — podobne, ako pri premietani sa geometricky Gtvar nepostva po rovine ako jeden
celok. Transforméacie prislichajiice k projektivnej forme jazyka rozkladaji objekty na Casti a menia
vzajomné usporiadanie tychto Casti. Akoby sa prechodom k projektivnej forme ontologicka baza
Jjazyka posuvala hlbsie. Uz nejde o to, ,,chytit’ vec do ruky a niekam ju preniest* (nech uz je vecou

nezndma a ide o to, preniest’ ju na druhu stranu rovnice, alebo je flou geometricky utvar a ide o to,

premiestnit’ ho v rovine), ale meni sa tvar samotnej veci. Z X sa stava Yu-3v , z kruznice sa stava
hyperbola. Pre projektivhu formu jazyka algebry je charakteristicky vznik nepriamej referencie
(pomocné premenné), vznik reprezentacie v reprezentcii (pomocné rovnice) a vznik transformaécit
meniacich tvar vyrazu (substitlicie). Tieto zmeny st navzdjom podmienené, kazda z nich predpoklada
vSetky ostatné. Preto hovorime o zmene formy jazyka. Uvedené zmeny sme objavili pri analyze
projektivnej geometrie, ale ukazuje sa, Ze ide o zmeny, majuce paralelu aj v algebre.®

Dalsim aspektom, ktory prinasa pouzivanie pomocnych rovnic, je zmena v tom, ¢o treba
povazovat’ za rieSenie algebraickej ulohy. Povodne, v ramci algebry chapanej ako regula della cosa,
bolo za rieSenie ulohy povazované len kladné rieSenie, ved predsa vec nemoze byt zdporna. Este aj
Cardano pri rieSeni rovnic tretieho stupiia akceptuje len kladné rieSenia. Ak neznama oznacuje urciti
skuto¢nu veli¢inu, t4 nemdze byt ,,menej ako nic“. Ked’ vSak pouzivame pomocné rovnice, ktorych
premenné referujii len nepriamo, vd’aka substiticidm, moze sa stat’, ze zdpornému rieSeniu pomocnej
rovnice zodpoveda kladné rieSenie povodnej rovnice. Preto u pomocnych rovnic musime brat’ do
uvahy ako kladné, tak aj zaporné rieSenia. Cardano v tejto stvislosti hovori o ,,skuto¢nych™ a
»falo§nych® rieSeniach. Pojem rieSenia rovnice sa tak oslobodzuje od zavislosti na priamej referencii.
Za rieSenie rovnice sa uz povazuje nielen to Cislo, ktoré vyjadruje skutoény pocet veci, ale aj vsetky
ostatné &isla, ktoré spiiiaji rovnicu. Pridat’ ku ,.skutoénym* aj ,,falo§né“ rieSenia je nevyhnutné preto,
aby sa Upravy rovnic stali ekvivalentnymi Gpravami. To opét’ pripomina projektivnu geometriu, kde
Desargues dopiiia rovinu o nevlastné body, aby sa stredové premietanie stalo jednozna¢nym
zobrazenim. Teda d’al§im aspektom projektivnej formy je dopiiianie jazyka o vyrazy, ktoré nemaju
priamu referenciu (nevlastné body, zaporné rieSenia), ale ktoré napomahaju fungovanie jazyka.

Hlavnym nedostatkom kosistickej symboliky bolo, ze pouzivala rézne pismena (r, z, C, ...) na
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oznacenie roznych mocnin tej istej neznamej. Preto vlastne to, Ze pismena r, Z a C sa tykaji toho
istého, teda, Ze ak r je 7, tak z je nutne 49, bolo pritomné len implicitne. Ich metody sa preto
obmedzovali len na rovnice s jednou neznamou. Ked vSak vstupili do hry substiticie, stava sa tato
symbolika nedostato¢nou. Pri substitticii vystupuju vzdy aspon dve nezname, stara a nova. Oznacovat’
ich obe tym istym pismenom je sice v istom zmysle na mieste, lebo obe koniec koncov referuju na ta
isti vec, ale na druhej strane to vyvolava zmitok. Druhym zivaznym nedostatkom kosisticke;
symboliky bolo to, ze nemala symboly pre koeficienty rovnice, a teda aj ked’ samotna regula
obsahoval terminy ako ,,pocet veci®, ¢o je zrejme koeficient pri prvej mocnine neznamej, symbolika
to nevedela vyjadrit, a pri symbolickych manipulaciach sa pracovalo len s konkrétnymi ¢islami. Roku
1591 vychadza dielo In Artem Analyticam Isagoge (Uvod do analytického umenia) franctzskeho
matematika Francoisa Viéta, v ktorom je uvedeny symbolizmus, ktory je schopny pracovat’ naraz s
viacerymi neznamymi (t.j. zapisat’ substitliciu) a je tu zavedené aj symbolické rozliSenie nezndmej a
parametra. Viétova myslienka sa zakladala na tom, oznaCovat’ vysSie mocniny nezndmej nie inym
pismenom ako kosisti, ale tym, ze vedl'a pismena sa slovne uvedie jeho mocnina, teda napriklad A
longitudo, A planum, A solidum a podobne. To umoznuje do jednej rovnice zahrniit’ viaceré nezname.
Pismeno nam oznacuje, o ktorti neznamu ide, tak povediac indikuje jej identitu, kym slova oznacuji
rad mocniny. Tento krok umoznuje zapisat’ rovnice s viacerymi nezndmymi.

Viéte sa vSak v tomto bode nezastavil ale vo vylepSovani jazyka algebry iSiel d’alej a zaviedol
odliSenie parametra a neznamej. Kym matematici pred Viétom v procese riesenia uloh pracovali vzdy
s konkrétnymi Ciselnymi hodnotami parametrov zo zadania, a aj ked si boli vedomi vSeobecnosti
svojich metdd, t.j. vedeli Ze samotny postup je od konkrétnych hodndt parametrov nezavisly a mozno
ho pouzit’ aj v pripade inych hodndt parametrov, tuto vSeobecnost’ nedokazali vyjadrit’ v jazyku.
Predstavovala iba implicitné poznanie, ktoré sa s jazykom spdjalo. Viéte naSiel spdsob ako sa mozno
oslobodit’ od nutnosti vypisovat' Ciselné hodnoty koeficientov. Zacal aj koeficienty oznacovat’
pismenami. Aby sa mu neplietli parametre s neznamymi, nezname oznacoval vel'kymi samohlaskami
(A, E, I, O, U) kym koeficienty spoluhlaskami (B, C, D, F, G, H). Viéte bol prvy, kto aj koeficienty

rovnic zapisoval pomocou pismen. Preto vlastne az od Viéta je mozné hovorit o formule, o
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vSeobecnom vzorci, ktory vyjadruje rieSenie ulohy pomocou jej koeficientov. Pritom ale kazda
veli¢ina mala rozmer: 1-longitudo, 2-planum, 3-solidum, 4-plano-planum, ... Rozmer veli¢iny pisal
slovne za symbolom, napriklad A planum je druha mocnina neznamej A. Teda pismeno drzi identitu
veli€iny, kym slovo udéva jej rozmer. Takto méze pracovat s roznymi veli¢inami, moze ich
substituovat’, lebo pismeno oznacuje, ktora veli€ina je v hre. Viéte chéapal veli¢iny ako dimenzionalne
objekty, a preto dodrziaval princip homogenity. S¢itat’ a od¢itat’ bolo mozné iba veli¢iny rovnake;
dimenzie, pricom vysledok bola veli¢ina rovnakého rozmeru ako scitance. Aj ked’ sa tym Viétova
symbolika stala pomerne komplikovanou, predstavuje kvalitativny krok vpred. Je to prvy univerzalny
symbolicky jazyk ur¢eny na manipulaciu s vyrazmi.
Napriklad rovnicu 2x* —3by? = ¢ Viét pisal ako
A, cubus — B latus in A; quadratum equatur C solido

Vsimnime si, Ze u Viéta maju aj koeficienty rozmer (B latus, C solido), pri¢om taky, aby cela rovnica
bola homogénna, ¢o sa tyka dimenzie. Takéto chapanie rovnic je dodnes bezné vo fyzike. Viétova
symbolika nema znak pre s¢itanie ani pre rovnost’ a preto ich vyjadruje slovami (addere, equatur). Je
aj pomerne tazkopadna, lebo pouziva velké mnozstvo slov. NaSa konvencia oznaCovat’ nezname
pismenami z konca abecedy (X, Y, z, ...) a koeficienty pismenami so zaciatku abecedy (a, b, c, d, ...), na
oznadenie mocnin neznamej pouZivat nie slova ale exponenty (X, X°, X°, ...) ako aj upustenie od
principu homogenity, tieto tri inovacie pochadzaji od Descarta. Descartes tak zasadne sprehladnil a
zjednodusil Viétove ,analytické umenie®. Zakladné principy tohto ,,umenia“ st vSak u Viéta uz v
plnej sile. Je to prvy formalny jazyk, ktory umoziuje explicitne vyjadrit’ formalne upravy vyrazov.
Viéte si bol vyznamu svojho objavu plne vedomy. Hovori, Ze umozni vytvorit’ ,,vS§eobecnu metodu na
rieSenie vsetkych problémov*. Téato metdda pozostavala z troch krokov: 1. VSetky veliCiny treba
oznacCit’ pismenami a ich vztahy treba vyjadrit’ pomocou rovnic. 2. Overit’ spravnost’ vyjadrenia tllohy
pomocou rovnic. 3. Prislusné rovnice vyriesit’ a najst’ vyjadrenie neznamej. Viéte konci svoju knihu
vyhlasenim: ,,Analytické umenie si osobuje plnym prdavom problém vsetkych problémov, ktorym je:
NENECHAT ZIADNY PROBLEM NEROZRIESENY“. Veri, 7¢ analytické umenie umozni vyriesit

vSetky problémy. Ukazalo sa, Zze Viéte sa hlboko mylil. Poznatok, ze rovnice piateho stupna su
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neriesitelné, je z epistemologického hl'adiska jednym z najzaujimavejsich poznatkov algebry.

2.1.B.3 Koordinativna forma jazyka algebry

Jednou z Cardanovych prednosti bola jeho systematickost’. Preto vedl'a typu rovnice ,,cubus a
veci su rovné cCislu®, ktorej rieSenie sme vysSie rekonStruovali, uvadza aj rieSenie zvySnych dvoch
typov rovnic tretieho stupnia. Formuly vyjadrujuce rieSenie tychto rovnic si podobné formuldm pre

pripad, ktory sme podrobne rekonstruovali, preto ich tu nebudeme analyzovat’.39

Uvedieme len jav,
ktory Cardano objavil, ked’ sa pokusil riesit pomerne nevinne vyzerajucu rovnicu X° = 7x + 6. Ked’

pre tuto rovnicu pouzil osvedceny postup, dostal nepochopitel'ny vysledok
N )
27 27

. D, L . oo | 100 . o
Pod druhou odmocninou sa objavilo zaporné ¢islo. Mame vypocitat TR ¢o sa neda urobit, lebo

A - e , 100 . , A .
umocnenim ziadneho ¢isla nemoézeme dostat 57 Jazyk tu zdhadnym spdsobom zlyhava. Cardano

je tak objavitePom &ohosi, z Goho sa neskor stant komplexné cisla,* a 1}—% je vlastne prvym

komplexnym c¢islom v dejinach. Pre cely d’alsi vyvin algebry sa stdva rozhodujicim porozumiet’
tomuto problému, pochopit, ¢o sa deje, ked’ sa pod druhou odmocninou zacni objavovat’ zaporné
¢isla. Cardano tu narazil na hranice analytického umenia. Manipulécie s formalnymi vyrazmi ho
priviedli do situacie, ktorej nerozumie, do situdcie, kde ho regula vyzyva, aby urobil nieCo, Co sa
urobit’ nedd. Z hl'adiska projektivnej formy jazyka je odmocnina zo zaporného ¢isla nezmysel.

Prvy krok na ceste k pochopeniu komplexnych cCisel bol umozneny oslobodenim jazyka
algebry od bezprostrednej naviazanosti na realitu a v osamostatneni algebraickych vyrazov od
referencie. Tento proces prebiehal postupne a opieral sa o narastanie dovery k formalnym upravam,
ktoré sice nevieme priamo interpretovat’, ale v podstate im rozumieme. Algebraické vyrazy sa tak
prestavaju chapat’ ako formuly, ako vzorce vyjadrujuce urcita redlne existujicu veli¢inu, a stale viac

sa do popredia dostava chapanie, podla ktorého st algebraické vyrazy urité formy,* formalne
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objekty vytvorené zo symbolov. Vyznamnym motivom tejto zmeny bola neprehl'adnost’ tedrie rovnic
tak, ako ju prezentoval Cardano. Cardano povazoval rovnice x>+ bx = cax®=bx + c za rozne
problémy, lebo za koeficienty rovnic bral len kladné Cisla. V pripade rovnice treticho stupna to este
nepredstavuje az taky zavazny problém, ale v pripade rovnice §tvrtého stupiia je uz jednotlivych typov
sedem a u rovnic piateho stupiia, ktoré nas zaujimaju, ide uz o pitnast’ ré6znych typov. Zorientovat’ sa
v takejto spleti pripadov nie je jednoduché. Preto je prirodzené pokusit’ sa zlozitost' situacie
redukovat. Myslienka, ako to urobit, pochadza od Michaela Stifela, ktorého sme spomenuli v
stvislosti so zavedenim symbolu pre odmocninu. Vo svojej knihe Arithmetica integra (Uplna
aritmetika) z roku 1544 Stifel zavadza pravidla na pocitanie so zdpornymi Cislami, priCom zdporné
Cisla interpretuje ako Cisla menSie nez nula. To je v rdmci projektivnej formy jazyka algebry
prirodzeny krok, lebo zdporné veliCiny tu za¢inaju vystupovat ako hodnoty pomocnych premennych.
Stifel vsak iSiel d’alej a zaporné veliCiny zacal pouzivat’ aj v ulohe koeficientov rovnic. Teda nielen
pomocné veli¢iny, nepriamo oznacujuce pocet veci, ale aj parametre ulohy, teda koeficienty rovnic,
moézu byt podl'a neho zdporné. To mu umoznilo spojit’ vSetkych patnast’ typov rovnic piateho stupna
do jedinej vieobecnej formy x° + ax* + bx® + cx’ + dx + e = 0. Rdzne typy vznikaju tak, Ze niektoré
koeficienty tejto formy su kladné a niektoré zaporné, pricom zaporné prenesieme na druht stranu.
Stifel predtym, ako sa pustil do rieSenia urcitej rovnice, najprv vSetky cleny preniesol na
jednu stranu rovnice, ¢im dostal rovnicu tvaru p(x) = 0. Tento krok prekracuje hranice Viétovho
analytického umenia. U Viéta museli mat’ vSetky ¢leny rovnice rovnaka dimenziu, a teda na pravej
strane nesmela byt nula. To, ¢im Stifel zacina rieSenie I'ubovolného problému, je teda z hl'adiska
projektivnej formy jazyka algebry nezmysel. U Stifela sa tak rodi pojem polynému. Polynomom v

algebre nazyvame vyraz tvaru X" + ax™' + bx"?

+ ...+ dx + e, kde n je prirodzené ¢islo, udavajice
stupen polynomu, a a, b, C, d, .... st ¢isla, ktoré mozu byt ako kladné, tak aj zaporné a nazyvaji sa
jeho koeficientmi. Polyném je teda vyraz, ktory v sebe zjednocuje cely rad réznych rovnic. Na prvy
pohl'ad sa méze zdat' tento posun ako maly, ale bol to nevyhnutny krok na ceste k pochopeniu

nerieSitelnosti rovnic piateho stupiia. Stifel odstranil podruzné detaily, v ktorych sa pétnast’ druhov

rovnic piateho stupfia od seba lisi, a umoznil matematikom sustredit’ sa na ich podstatné spolocné

152



aspekty. Takto sa dostavame k jednému zmyslu, v akom pouZzivame termin koordinovat’, ktorym sme
oznacili toto §tadium vyvinu jazyka algebry. Ide o koordinaciu réznych typov rovnic do jednotného
tvaru polynomu. Mozno povedat, ze koordinaciou jednotlivych formiil sa rodi vseobecna forma —
polyném. Je to spolo¢ny tvar vSetkych rovnic daného stupia, ktory ostava skryty, ak sa usilujeme
ukotvit’ jazyk v skuto¢nosti. AZ ked’ Stifel prestal robit’ rozdiely medzi kladnymi a zapornymi ¢islami,
vynara sa jednota, ktora sa na predoSlom stadiu stratila v neprehl'adnom mnozstve detailov.

Ked’ sa oslobodime od chapania algebraickych vyrazov ako obrazov skutocnosti, ako tieto
vyrazy interpretovala projektivna forma jazyka, a zaCneme ich povazovat’ za viac-menej samostatné
formalne objekty, otvori sa moznost’ akceptovat’ odmocniny so zapornych ¢isel jednoducho ako urcity
typ vyrazov. Tymto vyrazom sice nemozeme priradit’ bezprostrednti denotaciu, nemézeme povedat,
¢o vlastne oznacuju, predsa im vsak rozumieme, vieme s nimi formalne manipulovat’. Toto chapanie
je v pozadi knihy Algebra od Rafaela Bombelliho z roku 1572, ktory uviedol pravidla na scitanie,
odcitanie a nasobenie tychto novych vyrazov. Asi najkrajSie vyjadrenie tohto pristupu mozno najst’ u
Leonarda Eulera, ktory vo svojej knihe Vollstindige Anleitung zur Algebre z roku 1770 imaginarne
veli¢iny nazyva nemoznymi ¢islami (numeri impossibile), lebo nie st ani mensie ako mula, ani rovné

nule, ani vacSie ako nula, a piSe: ,,Nanucuju sa nasmu duchu, existuju v nasej predstave a mame o

nich dostatocny pojem, lebo vieme, zZe N—4 znamena cislo, ktoré nasobené samé sebou da -4°. Teda

aj ked” v skutocnosti Ziadna taka veliCina, ktord by po umocneni na druha bola zaporna, existovat

nemoze, rozumieme, €O vyraz \/—_4 znamena.

Prechod od formul k formam je d6lezity aj z iného dovodu. Ide o to, Ze ak za zakladné objekty
algebry povazujeme formuly, ostava nam jeden z ustrednych aspektov jazyka algebry skryty. Tymto
aspektom je to, Ze urCity polyndm ma viacero korenov, teda existuje viac Cisel, ktoré vyhovuja
zadaniu ulohy. V ramci perspektivistickej formy jazyka sa tato skuto¢nost’ ignorovala, pretoze v
skuto¢nosti je pocet veci, ktory hl'adame, jednozna¢ne urCeny. Preto matematici ignorovali d’alSie
rieSenia a ako jediné rieSenie Ulohy uvadzali to z rieSeni rovnice, ktoré vyhovovalo okolnostiam
ulohy. Pritom si ani neuvedomovali, Ze urCité rieSenia ignorujt, lebo vac¢Sinou islo o zaporné rieSenia
a tie boli z hl'adiska perspektivistickej formy tak ¢i tak neprijatelné. Veci predsa nemoze byt menej
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ako ni¢. V ramci projektivnej formy jazyka sa situacia mierne zlepSila. U pomocnych rovnic uz bolo
treba brat’ do tvahy aj z&porné riesenia, lebo sa mohlo stat’, ze prave zdpornej hodnote pomocnej
nezndmej zodpovedd ,skutocné“ rieSenie pdvodnej rovnice. Ale za rieSenie ulohy matematici
vacsinou akceptovalo aj tak len cislo, ktoré uddvalo hl'adany ,,pocet veci®. Az ked snaha zakotvit’
jazyk algebry priamo v skutoc¢nosti oslabla, odhalilo sa, Ze rovnice maju viac rieSeni. Pre pochopenie
tejto skutocnosti bol prechod od algebraickych formul k algebraickym formam zasadny.

Od formuly o¢akavame, ze nam ,,povie” vysledok a da jednozna¢nu ,,odpoved™ na otazku,
ktora nas zaujima. Formula vyjadruje urcCité Cislo, ktoré chceme vediet, odpoved na urciti otazku,
ktora nas zaujima. Forma je naopak nieco, do ¢oho ked’ dosadime urcité ¢islo, dostaneme vysledok —
hodnotu formy v danom cisle. Preto aj ked’ je tazko prijatel'né, ze by urcita uloha mohla mat’ viac
rieSeni (ved’ skuto¢nost’ je jednoznac¢na), ked’ rovnicu vyjadrujucu prislusna tlohu pochopime ako
polynomialnu formu, stane sa pochopitelnym, Ze ti istu hodnotu nadobuda pre viaceré argumenty.
Preto po prechode od formul k formam je prijatel'né, Ze urcita rovnica ma viac rieSeni. V istej podobe
si tito skuto¢nost’ uvedomil uz aj Viéte, ktory nasiel vzt'ahy medzi korefimi a koeficientami rovnice.
Ale vsetky korene, ktoré uvadza vo svojich prikladoch, st kladné, lebo jazyk algebry eSte stale spaja
priamo so skutoCnostou. Az ked sa presadi chapanie rovnice ako formy, odhali sa v uplnej
vseobecnosti skutoc¢nost’, ktorti objavili nezavisle Albert Girard a René Descartes, Ze totiz polyném n-
tého stupnia ma n koreiiov. To znamend, Ze rovnica treticho stupiia ma tri korene, rovnica piateho
stupnia pat’ korefiov atd’. Formula nas zaujimala len pre urcité $pecialne hodnoty svojich parametrov,
hodnoty, ktoré zodpovedaju zadaniu rieSenej ulohy. Forma naopak prirad’'uje hodnotu kazdému ¢islu
¢iselného oboru nezavisle od toho, ¢i ide o ¢islo, ktoré nas zaujima, pretoze zodpoveda nejakej ulohe,
alebo o ¢islo, ktoré je nam l'ahostajné. Forma koordinuje ¢isla, podriad’'uje ich svojim operaciam.

Osamostatnenim formy nadobuda relativnu samostatnost’ aj druhy pol jazyka algebry — subor
veli¢in, ktoré¢ do formy dosadzujeme. Od Euklida az po Descarta bol sucin dvoch veli¢in veli¢inou
nového druhu. Tak su¢inom dvoch Gise¢iek bol obdiznik, teda plocha. Sti¢inom obdiznika a isecky bol
hranol, teda objem. Kosisti sice prelomili bariéru trojrozmernosti, ktora Euklida nepustila d’alej, ale v

principe sa pridfzali jeho interpretacie algebraickych operacii. Tak napriklad su¢inom res a cubus je
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zenso di zensi, teda veli¢ina vys$Sej dimenzie ako sucinitele. Dimenzionality veliin sa pridizal aj
Viéte. Az Descartes opusta tuto tradiciu a prinaSa zdsadne novu interpretaciu algebraickych operacii.
Prefiho po prvykrat siéinom dvoch tse¢iek X a y nie je obdiznik s plochou xy centimetrov
Stvorcovych, ale useCka dlhd Xy centimetrov. Tato zmena predstavuje jeden z najvyznamnejSich
zlomov v dejinach algebry. Ked’ Descartes interpretuje sucin dvoch tiseciek opat’ ako tsecku, vytvara
systém veli€in uzavrety na algebraické operacie. Preto s miernou davkou ahistorizmu mozno povedat’,
ze od Descarta pochadza prvy priklad pol'a. Po/om v algebre rozumieme stibor veli¢in, obsahujuci 0 a
1 a uzavrety na Styri aritmetické operacie (+, —, x, :). Z epistemologického hladiska uzavretost’ na
operacie znamena uchopenie celku sveta.

Jazyk tak nadobuda zisadne novu tlohu, tlohu uchopit’ jednotu sveta, uchopit spdsob
koordindcie jeho jednotlivych aspektov. Tato koordinacia existuje paralelne na dvoch trovniach.
Jednak ide o koordinaciu réznych typov rovnic (Cardanovych cubus a veci su rovné cislu atd.) do
jednotnej formy polynomu a paralelne s tym o koordinaciu réznych druhov veli¢in (Viétovych
longitudo, planum, solidum, plano-planum atd’.) do jednotného pol'a. Na urovni koordintivnej formy
jazyk algebry nadobtida nov( ulohu. Stava sa prostriedkom, ktory umoznuje pochopit’ mnohozna¢nost’
rieSeni algebraickych uloh, ktora je v ramci projektivnej formy jazyka nepochopitel'na. Pokial’ vyznam
kazdého vyrazu jazyka kotvime v skutoCnosti, zdsadna nejednoznacnost algebraickych uloh je
zahadou. Az v jazyku foriem sa stava nejednoznacnost’ prirodzenou vecou.

Ked si uvedomime, ze polynéom n-tého stupiia ma prave n korenov, dostava problém rieSenia
rovnic novy obsah. Na miesto Glohy najst’ formulu, ktora urci hl'adanti hodnotu neznamej, sa dostava
uloha najst’ vSetky Cisla, ktoré vyhovuju danej forme. Inak povedané, treba najst’ ¢isla, pomocou
ktorych sa prislusna forma da rozlozit’ na linearne ¢initele. Napriklad rozklad

-8 +x+42 = (x—=T7).(x-23).(x+2),
ukazuje, Ze &isla 7, 3 a —2 su korefimi polynomu X% — 8x? + x + 42. Riesit’ rovnicu x> —8x* + x +42 =0
znamena ndjst vietky jej korene. Ak sme ich nasli, vieme formu x® — 8x* + X + 42 rozlozit' na linearne

stéinitele (X — 7), (X — 3) a (X + 2). Preto riesit’ rovnicu znamena rozloZit’ formu na linedrne ¢leny.
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2.1.B.4 Kompozitivna forma jazyka algebry

Potom, ako Girard a Descartes objavili, Ze polyndém n-tého stupiia ma presne n koretov, stalo
sa nevyhnutnym opravit’ Cardanove formuly, ktoré, ako to uz u formul byva, davajui len jedno jediné
rieSenie pre rovnicu treticho stupna. Rovnica tretiecho stupnia ma tri korene, a teda musime pochopit,
ako dostat’ zvy$né dva, ktoré v Cardanovej formule nefiguruja. Holandsky matematik Johann Hudde
naSiel postup umoziujuci najst’ vetky korene rovnice tretieho stupiia. Uvazujme rovnicu:

XX +px—-q=0

Hudde ju pomocou substiticie X = y — 3£ previedol na rovnicu
y

Y —ay’— (p/3)* =0,
ktora bola neskor nazvana Huddeho rezolventou. Napriek tomu, ze ide o rovnicu Siesteho stupiia, je
jednoduchsia nez pévodna rovnica, lebo ked’ ozna¢ime y* = V, dostaneme rovnicu druhého stupiia

V2 —qV - (p/3)*= 0,
ktorej dva korene dostaneme zo znameho vzorca pre rieSenie kvadratickej rovnice

2 3 2 3
Vl:ﬂ+ q_+p_ a szﬂ_ q_+p_
2 4 27

Ked’ sa chceme dostat’ od nezname;j V spit’ k y, mézeme jednoducho zobrat’ z V tretiu odmocninu. Ale
to nesmieme, lebo tak by sme mali len dva korene y, jeden ako tretiu odmocninu V; a druhy ako tretia
odmocnina V,. Ale y je koreiom rovnice Siesteho stupfia a rovnica Siesteho stupiia ma Sest’ korenov.
Hudde si uvedomil, Ze odmociiovanie je krokom, pri ktorom stracame korene. Ked’ vo vztahu y* = V
zoberieme namiesto V konkrétne &islo, napriklad 1, rovnica y* = 1 musi mat’ tri korene, lebo to je
rovnica treticho stupia. Teda vedla korenia y = 1, ktory kazdy vidi, musia existovat’ eSte dve d’alSie

¢isla, ktoré umocnené na tretiu davaja 1. Su to takzvané komplexné tretie odmocniny z 1:

1 .43 , 1 .3

O=—=+i— a 0" =—-—l—
2 2 2 2

kde sme pismenom i oznagili imaginarnu jednotku, teda ~—1. Pomocou &isel @ a @? mozno

vyjadrit’ vSetkych Sest’ koreniov Huddeho rezolventy:
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yi =3V, , Y2 = w3V, y3=a)2.§/V—1

y4=3V2, y5:Cl).3V2, y5=a)2.§/€.

RieSenia pdvodnej rovnice treticho stupiia potom budu

X1 =1 +ya= 3V, +3V,

Xo=Y3t+tYs= w2.§/\71+a).:{/\/_2
X3=YotVYs= a).§/\71+a)2.%.

Riesenia kubickej rovnice dostavame ako kombinacie dvoch tretich odmocnin, rovnako, ako tomu
bolo u Cardana. Celkovy postup je vSak symetrickejsi, lebo kvadraticka rovnica, ktora urcuje hodnoty
vyrazov pod prislusnymi tretimi odmocninami, je priamo zabudovana do rovnice. Leonard Euler sa
pokusil zov§eobecnit’ Huddeho postup pripad v§eobecného polynému
f(x) = xX"+ax"'+..+a, =0

Chcel najst’ pomocnu rovnicu, tzv. Eulerovu rezolventu, ktorej korene y; by boli zviazané s korefimi
prislusného polynému podobnymi vztahmi, ako to bolo v pripade Huddeho rezolventy. Euler sa vSak
nedostal d’alej, lebo rezolventa bola prili§ vysokého stupna. Pre rovnicu tretiecho stupna vychadza
rezolventa 6-teho stupna, pre rovnicu Stvrtého stupiia dostaneme rezolventu 24-tého stupfia a pre
pripad rovnice piateho stupna vyjde Eulerova rezolventa 120-teho stupiia. Eulerovi sa nepodarilo
najst’ trik analogicky substitucii y* = V, pomocou ktorého by zniZil stupefi rezolventy zo 6 na 2.

V tomto bode vstupuje do diskusie Joseph Louis Lagrange, ktory zovSeobecnil Eulerov
postup a zaviedol novy typ rezolventy, ktora dnes nesie jeho meno. Lagrangova rezolventa pre
rovnicu $tvrtého stupfia nie je polyném 24-tého stupiia, ako to bolo v pripade Eulerovej rezolventy,
ale je len 3-tiecho stupna. To je dolezity krok vpred, lebo umoznuje nahradit’ tlohu riesenia rovnice
Stvrtého stupiia ulohou rieSenia jej rezolventy, ktora je len tretieho stupna. Lagrangovi sa podarilo
ukazat, Ze postupy na rieSenie rovnic treticho a Stvrtého stupiia, ktoré boli uvedené v Cardanovej Ars
Magna, sa tiez zakladaju na rezolventach. Staci sa pozriet’ na odvodenie rieSenia rovnice treticho
stupnia, v ktorom sa objavila pomocna rovnica druhého stuptia (ako vztah (15)). Ale kym u Cardana
sme dospeli k tejto pomocnej rovnici len vd’aka triku, u Lagranga sa rezolventa objavuje s plnym
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pochopenim jej vyznamu. Teda to, o bolo prv len ,,$tastnou nahodou®, sa u Lagranga meni na
konceptualne pochopenti metédu. Vsetky doteraz uspeSné postupy rieSenia algebraickych rovnic
spocivali v prevode problému na rezolventu, ktord bola nizSieho stupiia. Lagrange preto ocakaval, ze
podobne sa mu podari najst’ aj pre rovnicu piateho stupiia rezolventu, ktord bude stupiia Stvrtého. Ale
tu Cakalo Lagranga sklamanie. V pripade rovnice piateho stupna je Lagrangova rezolventa 6-teho
stupiia. Sest’ je sice podstatne menej ako 120, &o bol stupeit Eulerovej rezolventy, ale Lagrangova
rezolventa je rovnako nepouzite'n4 ako Eulerova, lebo je vySsieho stupiia ako rieSend rovnica. Takze
aj Lagrangov postup, ktory pre rovnice treticho a Stvrtého stupna déva pekné vysledky, pri rovnici
piateho stupnia zlyhéava.

Ale nech uz je to s ispechom Huddeho, Eulerovej a Lagrangovej rezolventy akokol'vek, jednu
vec maju spolocné. Snazia rieSenie pdvodnej rovnice poskladat’, skomponovat’ z rieSeni pomocnych
rovnic. Kompozitivna forma sa teda usiluje rieSenie urcitého problému zlozit' z rieSeni problémov
inych. Namiesto plurality alternativnych pohl'adov na ten isty problém, ktoru priniesla projektivna
forma, kompozitivna forma kladie pluralitu pribuznych problémov. Nejde jej o jednotny postup,
podriadeny univerzalnej metode, o aka usiluje koordinativna forma. Kompozitivnej forme vyhovuje
pluralita. Za rovnicou ur¢ujucou veli¢inu X, jej rezolventou zadavajucou veli¢inu y a rovnicou pre
komplexné odmocniny z jednotky kompozitivna forma nehl'ad4 jednotu. Kompozitivna forma nechce
rozne pripady podriadit’ jednotnému poriadku. Ide jej len o to, skomponovat’ z rieSeni pomocnych

problémov riesenie pdvodného problému.
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2.1.B.5 Interpretativna forma jazyka algebry

Hlavnym prinosom interpretativnej formy jazyka v algebre bolo prijatie komplexnych cisiel
medzi Standardné matematické objekty. Prijatie komplexnych cisel je spojené so zvecnenim d’alsej
vrstvy jazyka algebry, zvecnenim, ktoré sa vSak odohralo inak nez zvecnenie sprevadzajice zrod
algebraickej symboliky. Kym pri zrode symboliky doslo k zvecneniu jednotlivych ¢innosti, teda k
nahradeniu odmociiovania odmocninou a s¢itania suctom, pri prechode k interpretativnej forme
jazyka sa nezvecnuju ¢innosti. Odmocnit’ zaporné ¢islo nie je mozné, preto vlastne niet o zvecnovat’.
Nemame k dispozicii ziadny performativny akt, ktory by sme mohli prehlésit’ za objekt. Odmocnina
zo zéporného Cisla oznacuje skdr nemoznost’ aktu, zlyhanie jazyka. Proces, ktorého zaviSenim je
konstrukcia modelu komplexnej roviny, sa zasadne liSi od zveciiovania ¢innosti. Spociatku i§lo len o
prekonanie nedovery voci vyrazom obsahujucim odmocniny zo zapornych ¢isel a o ich pripojenie k
jazyku. Odmocniny zo zapornych cisel sa povazovali za zvlastny druh vyrazov, o ktorych sa sice
nedalo povedat, ¢o oznacuju, ale bolo viac-menej jasné, ako s nimi treba nardbat. Uz projektivna
forma priniesla do jazyka algebry zaporné ¢isla ako vyrazy, ktoré maji nepriamu referenciu. Preto sa
matematici pokusili aj komplexné Cisla vylozit' ako vyrazy, ktorych referencia je nepriama. Takyto
vyklad komplexnych ¢isel je vSak odsudeny na netispech. Zaporné Cislo sa substiticiou méze zmenit’
na kladné, a mozno ho teda povazovat’ za ,,obraz obrazu veci*; u komplexnych cisel vSak takato
zamena mozna nie je. Komplexné Cislo nemoze udavat’ ziadny pocet veci, lebo komplexné cisla
nemozno usporiadat, lebo povedané Eulerovymi slovami, ,,nie su ani mensie ani vicsie ako nic*.

Druhy pokus o vyklad odmocnin zo zapornych Cisel sa zaklada na myslienke nepripisovat’ im
nepriamy ale subjektivny vyznam. Descartes zaviedol termin imagindrne dCislo na oznacenie
odmocnin zo zapornych ¢&isel.”? V Geometrii (Descartes 1637, 379) pise, Ze v pripade rovnice, ktora
ma malo pravych (vraies, t.j. kladnych) alebo falo$nych (fausse, t.j. zapornych) korenov, si mdzeme
predstavit' (imaginer) eSte dalSie, imaginarne (imaginaires) korene. Imaginarnym korefiom
nezodpovedaju ziadne skutoc¢né veliciny. Descartes ich zavadza len preto, aby polyném n-tého stupna

mal prave n korefiov. Euler vo svojej Algebre z roku 1770 piSe o odmocninach zo zapornych ¢isel, ze
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,hie su ani vdcsie, ani mensie ako nic; a nie su ani nic, kvoli comu ich musime povazovat za nemozné.
Napriek tomu sa vSak predstavuju nasmu rozumu (Verstand), a nachddzaju miesto v nasej

obrazotvornosti (Einbildung); preto sa nazyvaju aj imaginarne (eingebildete) Cisla. Ale aj ked’ su tieto

c¢isla, ako napriklad J-4, podla svojej povahy uplne nemozné, mame o nich dostatocny pojem, lebo
vieme, Ze tym je naznacené cislo, ktoré nasobené samé sebou da ako vyslewdok -4; a tento pojem je
dostacujuci na to, aby sa tieto c¢isla podrobili pravidlam pocitania (Euler 1770, 61).” Pre Eulera su
komplexné ¢isla veli€iny, ktoré existuju len v nasej imaginacii. Téato interpretacia komplexnych ¢isel
vSak nevie objasnit’, ako je mozné, Ze vypocty pomocou tychto neexistujucich veli¢in vedu k platnym
vysledkom o redlnom svete. Je to podobné, ako keby biolég uvahami o kentauroch systematicky
prinasal stile nové poznatky o konoch a biologia by neustale potvrdzovala predpovede, ku ktorym ho
jeho uvahy o kentauroch priviedli. Ak komplexné ¢isla umozituji odhalit’ poznatky o skutocnosti,
musia so skutocnostou nejako suvisiet’. Ich subjektivna interpretacia je neuspokojiva.

Carl Friedrich Gauss vytvoril roku 1799 geometricky model komplexnych cisel v tvare

roviny. Problém s komplexnymi ¢islami bol vyrieSeny nie tak, Ze by sa nasla cesta, ako postupnost’ou

substittcii priradit’ vyrazu V=1 referenciu v realnom svete. Miesto toho doglo ku zvecneniu vsetkych
moznych vyrazov, ktorym nevieme priradit’ referenciu, a az pre stibor vSetkych komplexnych cisel sa
vytvoril model. Zékladna idea modelu komplexnych cisel spociva teda v tom, Ze sa nesnazime
interpretovat’ jednotlivé komplexné Cisla, ale zvecnime celok sveta komplexnych ¢isel. Nehl'addme
interpretaciu pre jedno komplexné Cislo, ale model pre cely ich obor. Gaussova rovina je tak asi
prvvm modelom v dejinach matematiky, po prvykrat sa tu konstruuje umelé univerzum objektov, v
ktorom sa interpretuje jazyk ako celok. Gauss v tvorbe modelu predbieha Beltramiho o takmer 70
rokov. Z epistemického hladiska su si vSak Gaussov model komplexnych ¢isel a Beltramiho model
neeuklidovskej geometrie podobné. Predovsetkym, v oboch pripadoch slizi model na to, aby z urcitej
problematickej teorie urobil akceptovatel’nii teoriu. Pred Gaussom mali komplexné Cisla pochybny
status, podobne ako pred Beltramim bol nejasny status neeuklidovskej geometrie. Zakladna
podobnost’” medzi Gaussovou rovinou a Beltramiho modelom spoéiva v tom, Ze obaja aktualizuju
celok sveta. Beltrami pomocou svojho modelu aktualizoval celok sveta neeuklidovskej geometrie. V
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dejinach geometrie aZ po Beltramiho svet vzdy ubichal von z obrazku, reprezentacie zachytavali vzdy
len fragment sveta. Naproti tomu Beltrami reprezentuje celok neeuklidovského sveta, ked’ horizont
zobrazuje pomocou kruznice a priamky pomocou jej tetiv. Podobne Gaussova rovina reprezentuje
celok sveta komplexnych cisel. Aj ked na prvy pohl'ad by sa mohlo zdat’, ze ked’ komplexné ¢isla
modeluje pomocou roviny, tak mu celok unikd, lebo rovina sa vymyka celkovému pohladu. Ale
nesmieme zabudat, Ze Gaussov model nie je modelom geometrickych ciar, ale je modelom
algebraickych vyrazov. Preto i ked’ z geometrického hl'adiska Gaussova rovina ubieha von zo zorného
pola, z algebraického hladiska zachytiva celok sveta. Svet algebry je svetom cinnosti, svetom
operacii. Preto celok sveta znamend v algebre nie ,byt cely pred ocami®, ale ,,byt uzavrety na
operacie”. A Gauss ukdzal, ze ,,sucet”, ,,sucin“, ,rozdiel,, a ,,podiel” dvoch bodov komplexnej roviny
vytvara opat’ bod tejto roviny. Teda Gaussova rovina predstavuje uzavreté univerzum, v ktorom
mozno interpretovat’ vietky algebraické operacie. Dalsia podobnost’ medzi Gaussovym a Beltramiho
modelom spoc¢iva v tom, ze v oboch ide o zabudovanie prekladu do syntaxe jazyka. Gauss prirad’uje
komplexnému ¢islu bod roviny, pricom ukazuje, ako mozno algebraické operacie s¢itania a nasobenia
komplexnych &isel prelozit do jazyka geometrickych operacii s bodmi roviny.” Beltrami zas
priraduje neeuklidovskej rovine body kruhu euklidovskej roviny, pricom ukazuje, ako sa pojmy
neeuklidovskej geometrie daju prelozit’ do jazyka euklidovskej geometrie tohto kruhu.

Gauss pouzil svoj model na dokaz zdkladnej vety algebry, ktora hovori, ze kazdy polyném n-
tého stupiia ma prave n korenov. Ddkaz tejto vety s definitivnou platnostou ukazal, ze problém s
rovnicami piateho stupiia, napriklad s rovnicou x° — 6x + 3 = 0 nespociva v tom, Ze by nemali korene.
V komplexnej rovine existuje pat’ bodov, ktorych stradnice spiiiajGi uvedent rovnicu. Problém s
rovnicami piateho stupna je teda subtilnejsi. Spociva v tom, ze aj ked’ korene existujl, nie je moZné
vyjadrit’ ich prostriedkami jazyka algebry. To znamena, Ze neexistuje vzorec, neexistuje formula
vytvorena z celych Cisel, aritmetickych operacii (+, —, X, :) a odmocnin (§/— , 1\7/— : 54%/— , ...), ktora by
vyjadrovala tieto Cisla. Aby sme tato situaciu mohli lepSie pochopit’, predstavme si obrovsky harok
papiera, najlepsie nekonecny, na ktorom st uz napisané vsetky algebraické vzorce. St na nom formuly

pozostavajuce z 500, 1 000, 1 000 000 alebo I'ubovoI'ného iného kone¢ného poctu znakov. Chceme
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dokazat’, 7e na tomto papieri nie je napisany ani jeden z piatich korefiov rovnice X° — 6x + 3 = 0. Ako
to dokazeme? Nie je tazké nahliadnut, Ze ked s¢itame, odcitame, vynasobime alebo vydelime dve
algebraické formuly, opat’ dostaneme algebraicka formulu. To znamend, Ze vyrazy napisané na naSom
harku papiera tvoria uréity uzavrety systém, ktory sa odborne nazyva pole. Musime teda ukazat, ze
toto pole neobsahuje ziadny koren uvedeného polynomu. Takto vidime zékladnu epistemologicki
vyhodu, ktoru prindsa interpretativna forma jazyka svojim zvecnenim celku sveta. Z modalneho
tvrdenia, ze sa nieCo neda urobit,, Ze korene rovnice nemozno vyjadrit’ prostriedkami algebry, sa stava
extenzionalne tvrdenie, ze rieSenie danej rovnice nepatri do ur¢itého pola. Zvecnenie sveta
algebraickych vyrazov tak umoziuje pochopit’ jav nerieSitelnosti. NerieSiteInost’ urcitej rovnice
znamend, ze jej korene lezia za hranicami sveta algebraickych vyrazov. Aby vsSak bolo mozné
neriesitelnost’ rovnic piateho stupna dokazat’, musime tato hranicu presnejsie uchopit’. A kvoli tomu

muselo dojst’ k zvecneniu d’alSej vrstvy jazyka. Matematici museli prejst’ od teorie poli a k teorii grap.

2.1.B.6 Integrativna forma jazyka algebry

V ramci predoslej formy jazyka doslo k spredmetneniu sveta algebry. Svet algebry je tvoreny
uréitym polom, t.j. siborom veli¢in uzavretym na operacie +, —, x, :. Ukazuje sa vsak, ze existuje cely

rad rdéznych poli, cely rad svetov, od najmensieho pola Q vsetkych raciondlnych cisel (tvorené¢ho

¢islami ako 5, é , 0, _?4), cez bohatsie polia ako Q(\/E ) (pole, ktoré vznikne, ked’ k racionalnym

¢islam pridame V2 a vsetky ¢isla typu a + bv2, kde a a b st racionalne, aby tento stibor bol
uzavrety na aritmetické operacie) az po pole C vSetkych komplexnych Cisel. Svet algebry sa nachadza
niekde medzi pol'ami Q a C. Je bohatsi nez pole racionalnych ¢isel Q, lebo napriklad iracionalne ¢islo
J2 je plnopravnym obyvatel'om sveta algebry. Na druhej strane je vSak chudobnejsi nez pole
vsetkych komplexnych ¢isel C, lebo napriklad Ludolfovo ¢islo © doii nepatri (ako ukazal roku 1882
Ferdinand Lindemann). Aby sme mohli ukazat, ¢ korene rovnice x> — 6x + 3 = 0 nie je mozné
vyjadrit’ Ziadnym algebraickym vzorcom, musime predovsetkym presnejSie uchopit’ samotny svet

vsetkych algebraickych vyrazov. Na zvladnutie tejto Glohy uZz interpretativna forma jazyka nestaci. Ta
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sice dokaze uchopit’ uréity svet ako celok, pripadne aj pomocou prekladu prechadzat’ z jedného sveta
do druhého, ale nedokdze porovnavat rdzne svety. Je to preto, lebo preklad pri prechode z
vonkajSieho jazyka do vntitorného (z geometrického jazyka Gaussovej roviny do algebraického jazyka
komplexnych Cisel) sa stale pohybuje v tej istej abstraktnej Struktare. Preklad je umoZzneny prave tym,
ze z abstraktného hladiska st komplexné Cisla a Gaussova rovina vlastne rovnaké (izomorfné).
Rozdiel je len v ,nosiCoch® tejto Struktury -- raz st to Cisla, inokedy body roviny. Ale samotna
Struktira, teda formalne vztahy, st v oboch pripadoch tie isté. Preto interpretativna forma sa vlastne
stale pohybuje v jedinej Strukture, ktort len prendsa z jedného ,,média“ do druhého.

Az prechodom k integrativnej forme jazyka, prechodom od prekladov (izomorfizmov) k
vnoreniam (homomorfizmom), sa otvara moznost’ porovnat’ rézne §truktary. Pritom opét’ existuje cely
rad analdgii medzi spdsobom, akym presli Cayley a Klein k integrativnej forme jazyka geometrie, a
tym, ako Evariste Galois presiel k tejto forme v algebre. Prvym spolocnym bodom je existencia urcitej
neutrdlnej bazy, urcitej fundamentalnej irovne opisu, do ktorej sa vnoria porovnavané Struktury. V
geometrii bola touto neutralnou bazou projektivna rovina a jednotlivé geometrie sa porovnavali ako
Struktary vnorené do projektivnej roviny. V algebre je touto neutralnou bazou pole komplexnych cisel
a vSetky polia, s ktorymi pracuje Galois, su vnorené do tohto pola. Druhym spolo¢nym bodom je
uloha, ktorti v oboch pripadoch hré tedria griip. Rovnako ako v geometrii prebieha porovnavanie
geometrickych Struktir prostriedkami teoérie grup, aj v algebre je tedria grup zadkladnym nastrojom
umoziujucim porovnat’ rézne polia. Preto mozno povedat’, Ze integrativna forma jazyka vnori rdzne
svety do spolo¢nej neutralnej bazy a potom metdédami tedrie grup porovnava Struktury symetrii tychto
svetov. Dokaz nerieSitelnosti rovnic piateho stupfia je technicky naro¢ny. Aby sme sprehladnili

nasledujuci vyklad, rozdelili sme ho na niekol’ko krokov.

a. Epistemologicky vyklad pojmu grupy ako systému symetrii urcitého sveta
Uvazujme najprv vSeobecnu rovnicu treticho stupna
X}+ax’+bx+c = 0. (17)

Od Gaussa vieme, Ze tato rovnica ma tri korene, ktoré si oznacime oy, oy, o3. Tieto korene existuji
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ako body na komplexnej rovine. Pomocou ¢isel oy, ap, oz mdzeme vytvorit' svet, ktory prislicha
uvazovanej rovnici, t.j. najmensSie pole, ktoré¢ obsahuje jej korene. Toto pole sa oznacuje symbolom
Q(oy, oy, az). Je to pole, ktoré vznikne, ked k racionalnym ¢islam pridame korene oy, o, a3, a vSetko
¢o treba pridat’, aby vzniklo pole (napriklad Sa; + 7a;, a 'ubovol'né iné kombinécie, aby sme dostali
subor uzavrety na operacie +, — x a :). Zatial nas nezaujima, ¢i tento svet mozno vytvorit
prostriedkami algebry. Vlastne to uz vieme, lebo pozndme Cardanove vzorce, ale predbezne budeme
tento fakt ignorovat’ a budeme skumat’ pole Q(o, ap, a3) nezavisle od toho, ¢i prislacha rovnici, ktort
vieme riesit’, alebo nie. Nasim cielom je pozriet’ sa, ako vyzeraju symetrie tohto pola.

Svet algebry nie je svetom odkrytym zraku. Je to svet, ktory vznikol zvecnenim algebraickych
operacii. Za epistemicky subjekt jazyka algebry mozno preto povazovat subjekt vykonavajuci tieto
operacie. V geometrii mal subjekt podobu hladiska, v algebre preto mozno hovorit o akomsi
,hradisku slepca“.** Hladisko slepca viak nie je vo svete jednoznaéne fixované. Je to podobné ako v
geometrii, kde hl'adisko tiez nie je urené jednoznacne, ale mozno menit’ jeho polohu posuvanim
horizontu. Rovnako v algebre potom, ako doSlo k zvecneniu sveta algebry v podobe pola, nie je
poloha epistemického subjektu v tomto svete jednoznacne urcena a treba ju formalne fixovat. Kym v
geometrii je vSak poloha hladiska vo svete urend pomocou horizontu, teda Ciary, ku ktorej ubieha
svet v odkrytosti zraku, v algebre je hl'adisko slepca uréené skor pomocou vyznacnych objektov ako 0
a 1. Nula urcuje pociatok, kde subjekt ,,stoji“, a jednotka udava smer a velkost’ ,.kroku‘. Tieto objekty
su jasne odlisené, lebo 0 +0 =0, kym 1 + 1 # 1, a teda slepec ich vie rozlisit’ na zaklade toho, ako sa
spravaju pri algebraickych operaciach. Akondhle sa slepec nauci identifikovat’ tieto objekty, vie si
pomocou aritmetickych operacii vytvorit’ l'ubovol'né racionalne ¢islo.

Ked’ vsak obohatime svet slepca o ¢isla oy, o, a3, teda ked” od pol'a Q prejdeme k pol'u Q(ay,
o, 0i3), vynori sa zadsadna komplikacia. Slepec nevie Cisla oy, o, oz od seba odlisit’. Vie, Ze st rozne,
ale nevie rozIigit, & drzi v ruke a, alebo o,. Tieto &isla spifajii rovnicu (17), ale ta spifiaja vietky tri.
K ich ¢iselnej hodnote, ktora urcuje ich polohu na komplexnej rovine, jazyk algebry nema pristup.
Algebra pripusta iba konecny pocet krokov vypoctu, kym urcenie hodnoty koretiov rovnic vyzaduje

vo vSeobecnosti nekone¢ny proces aproximacie, ¢o je algebre cudzie. Z hladiska algebry st Cisla oy,
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oy, oz predbezne nerozliSiteIné alebo aspon nie je jasné, ako ich mozno rozlisit' algebraickymi
prostriedkami. Na uchopenie tejto nerozliSiteI'nosti sluzi pojem grupy. To, ze veli¢iny oy, op, o3 st
nerozliSite'né, znamend, Ze mozno zmenit’ ich poradie bez toho, aby sa to akokol'vek prejavilo na poli
Q(oy, oy, ag). Hovorime, ze pole Q(au, ap, az) je voli tejto zmene symetrické. Je to uréita analogia
pravo-lavej symetrie, znamej z geometrie. V oboch pripadoch ide o to, Ze s ur€itym objektom mdzeme
nieCo spravit a objekt pritom ostdva nezmeneny. Symetrie pola si moZeme predstavit' aj ako
premiestnenia slepca v jeho svete, ktoré si nemo6ze vSimnut'.

Uvazujme teda svet rovnice tretiecho stupiia, t.j. pole Q(oty, o, a3). Slepec nevie individualne
identifikovat’ jednotlivé korene rovnice, preto sa moze stat, ze si mysli, Ze si ich pred sebou zoradil
ako oy, ap, o3, a v skutoénosti pred nim spocivaji v poradi oy, oz, oy. Nie je tazké nahliadnut’, Ze
popliest sa moze prave 3.2.1 = 6 spdsobmi, lebo na prvom mieste moze byt hociktory z troch
korenov, na druhom moze byt hociktory zo zvy$nych dvoch, no a na poslednom mieste uz musi byt
ten posledny. Aby sme nemuseli stale vypisovat’ alfy, budeme pisat’ len indexy, takze napriklad o, o,
oy zapiSeme ako (2, 3, 1). Potom vSetky mozné poradia si:

1,2,3), (1,32, (2,3,1), (2,1,3), (3,1,2); (321). (18)
Teda pole Q(ou, o, o) prisliichajice rovnici treticho stupiia ma Sest’ roznych symetrii. Tieto symetrie
mozno navzajom skladat. Napriklad ked po prehodeni prvého a druhého prvku, ¢im vytvorime
poradie (2, 1, 3), prehodime prvy s tretim, dostaneme vysledné poradie (3, 1, 2). Je zaujimavé si
vSimnut, Ze tento vysledok sa 1i8i od vysledku, ktory by sme dostali, keby sme tieto prehodenia urobili
v opa¢nom poradi. Keby sme najprv prehodili prvy prvok s tretim, vytvorili by sme poradie (3, 2, 1), a
ked’ teraz prehodime prvy prvok s druhym, dostaneme (2, 3, 1), €o sa odlisuje od predosiého vysledku.

Symetrie urcitého pola spolu s operaciou skladania tvoria urcity uzavrety systém, ktory
matematici nazyvaju grupou. Grupa je teda nieCo podobné ako pole, je to urCity subor objektov
uzavrety na urCité operacie. Jediny rozdiel je v tom, ze kym pole tvorili ¢isla a vyZzadovali sme
uzavretost’ vo¢i Styrom aritmetickym operaciam, prvky grupy su (zvecnené) operdcie a uzavretost’ sa
vyzaduje vocCi d’alSej operacii, operacii ich skladania. V pripade grupy mame tak do ¢inenia s
operaciami na dvoch urovniach. Jednak st operaciami prvky grupy a okrem toho je tu eSte operacia
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ich skladania. Teda grupa je urCity uzavrety svet operacii, podobne ako pole je uzavrety svet veli¢in.
V pojme grupy tak dochadza k zvecneniu d’alSej vrstvy jazyka algebry. Potom, ako zvecnenim sveta

algebraickych operécii vzniklo pole, teraz sa zveciiuji symetrie tohto pola.

b. Grupy symetrii poli, ktoré prisliuchaju rieSitel’nym rovniciam

Po tom, ako sme objasnili pojem grupy, vratme sa k prikladu s rovnicou tretieho stupnia. Uz
vieme, ze pole Q(au, oy, o), prisliichajuce tejto rovnici, ma najviac Sest’ roznych symetrii. Teraz si
chceme utvorit’ o tychto symetriach jasnejsiu predstavu. Za tymto ucelom zaviedol Augustin Cauchy
rozliSenie medzi permutaciou a substituciou. Permutdcie, ktoré budeme zapisovat ako (1, 3, 2),

predstavuju symetrie pol'a Q(oy, o, a3) vo zvecnenej podobe a udavaju rézne poradia, v akych su

' . 1 2 3
ulozené korene oy, op, o3 Naproti tomu substitiicie, ktoré budeme zapisovat’ ako (1 3 2),

predstavuju tie isté symetrie v nezvecnenej podobe, ako operacie. Dvojriadkova tabulka hovori, Ze
jednotka ostava na mieste, dvojka prejde na miesto trojky a trojka na miesto dvojky. Vo vSeobecnosti
v tabulke horné Cislo udava, kto sa hybe, a dolné Cislo udava, kam sa pohne. Pritom v oboch

prikladoch je uvedena t4 ista symetria, raz ako zvecnena v podobe permutacie (1, 3, 2),* teda uréitého

o o 2 3 : .
usporiadania koretiov, v druhom pripade ako substitlicia (1 3 2) , teda ako ¢innost. Samozrejme,

kazdej permutacii prislicha prave jedna substitucia a naopak kazdej substituacii prislucha prave jedna
permutacia, staci len pripisat’ respektive zmazat’ horny riadok. Preto rozdiel medzi tymito pojmami je
len epistemologicky. Pre zrod teérie grip je vSak tento rozdiel délezity. Z toho, Ze kazdej permutacii
zodpoveda substitlcia, vieme, Ze substiticii je Sest. Takto mame vlastne dve podoby — zvecnenu a
nezvecnenu podobu — symetrii pol'a Q(a, o, o). To umoznilo Galoisovi zaujimavy trik — pozriet’ sa,

¢o sa stane, ked aplikujeme urcitii substitiiciu na vSetky permutdicie. Ked aplikujeme substiticiu

1 2 3
(2 3 1) na permutaciu (2, 1, 3), vieme, Ze 2 sa zmeni na 3, 1 sa zmeni na 2 a 3 sa zmeni na 1, teda

vysledkom bude permutacia (3, 2, 1). Galois zvecnil stbor vSetkych permutacii a zacal skiumat’, ¢o sa

stane s tymto siborom, ked’ na vSetky permutacie aplikuje t0 ista substiticiu. Ked’ na permutacie
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1,2,3), 1, 3,2), (2,3,1), (2,1,3), (3,1,2), (3,2,1)
o o 2 3
aplikujeme substituciu s 3 1)’ dostaneme

(2,3,1), (2,1, 3), (3,1, 2), (3, 2,1), (1,2, 3), (1,3, 2).
Na prvy pohlad sa ni¢ nestalo, jednotlivé permutacie si iba vymenili svoje miesta. Pozoruhodné je
vsak to, Ze tri permutacie, ktoré sme zvyraznili, sa premiesali medzi sebou, a zvys$né tri opat’ medzi
sebou. Ukazuje sa teda, Ze permutacie mozno rozdelit’ do dvoch skupin ¢i blokov

(1,2,3), (2,3,1), (3,1,2) a (1,3,2),(2,1,3),(3,2,1).

Lubovolnéd substiticia bud’ mieSa permutdcie len vnutri tychto blokov (ako to robila substiticia

1 2 3
(2 3 1) ), alebo prehodi bloky ako celky. Ale neexistuje ziadna substitucia, ktora by premenila

permutaciu (1, 2, 3) na niektoru z permutacii druhého bloku, kym zvy$né dve permutacie prvého
bloku, teda (2, 3, 1) a (3, 1, 2), by ponechala v prvom bloku. Teda Ziadna substittcia nerusi hranice
blokov. Bloky bud’ stoja na mieste, alebo sa hybu ako celok. Nikdy nenastane situacia, Ze by sa ¢ast’
jedného bloku presunula do druhého bloku a kym zvySok by ostal na mieste. Galois pochopil, Ze prave
re$pektovanie blokov pri substiticiach suvisi s tym, Ze rovnica treticho stupia je riesitelna. Da sa
ukazat, ze kazdé pole, ktoré vieme vytvorit pomocou odmocnin, ma vel'mi Specidlnu Struktiru
symetrii. Symetrie takychto poli sa vzdy rozpadaji na niekol'ko blokov, pricom dany blok sa dalej
rozpada ne jednoduchsie bloky, az nakoniec dostaneme blok, ktorého pocet prvkov je rovny prvocislu

(v nasom pripade to je 3), ¢im rozkladanie kon¢i.

c. NerieSitePnost’ rovnic piateho stupiia

Zavedenim pojmu grupy symetrii dosiahol franctizsky matematik Evariste Galois troven
abstrakcie, ktora umoznila porozumiet’, preco st rovnice piateho stupiia vo vSeobecnosti neriesitelné.
Uz na predoslej urovni, v ramci interpretativnej formy jazyka, Gauss dokazal, Ze kazda rovnica n-tého
stupiia ma prave n komplexnych korenov. Preto kazda rovnica piateho stupna ma pat’ korenov, a teda
ku kazdej rovnici piateho stupnia existuje pole Q(ou, o, o3, 04, 05) obsahujice jej korene. Problém

rieSitel'nosti rovnic piateho stupiia sa tak transformoval na problém, ¢i pole Q(oy, o, O3, O, Os)

167



mozno vytvorit’ algebraickymi prostriedkami. A tu poskytuje integrativna forma jazyka novy pohlad
na otazku rieSitelnosti. Namiesto Gaussove]j otazky, ¢i mozno pole Q(oy, o, 03, 04, 05) Vytvorit
pomocou algebraickych formul, Galois kladie otazku, ¢i ma grupa symetrii pol'a Q(ot, o, O3, Olg, Os)
taka Struktaru, ako grupy symetrii vsetkych poli, ktorych prvky st vytvorené pomocou algebraickych
formul, teda ¢i sa dé rozlozit’ na ¢oraz menSie a mensie bloky. To znamend, Ze treba vziat' stibor
vSetkych permutacii piatich prvkov (ktorych je 5.4.3.2.1 = 120) a vyskusat, €o sa s tymto suborom
bude diat, ked’ nait budeme aplikovat’ zodpovedajlce substiticie. Presne to urobil Galois a zistil, Ze
jediné delenie, ktoré moézeme urobit’, je delenie na dva bloky po 60 prvkoch. Ked sa obmedzime na
jeden z tychto blokov, dostaneme 60 prvkova grupu, ktora je jednou z najzaujimavejSich grup vobec.
Dostala zvlastne meno, vola sa alternujiica grupa piatich prvkov. Ked’ si Galois vypisal vSetkych jej
60 permutacii a pozrel sa, ¢o s nimi robia prislusné substiticie, zistil, ze tu kon¢i akékol'vek
reSpektovanie hranic a substitucie bezhlavo miesaji vSetkych 60 permutacii alternujucej grupy. V
tejto grupe neexistuju ziadne bloky, do ktorych by sme mohli rozdelit' jej prvky. Objav tejto
skuto¢nosti bol jednym z najprekvapujucejSich momentov v dejinach algebry.

V kazdom poli, ktoré je vytvorené pomocou algebraickych prostriedkov, sa jeho grupa
symetrii rozklada na subor do seba zapadajucich blokov. Galoisov objav, Ze v pripade alternujuce;j
grupy piatich prvkov takéto rozdelenie neexistuje, ukazal, Ze pole prisluchajuce k tak nevinne
vyzerajucej rovnici ako X° — 6x + 3 =0 ma natol’ko ,,zamotanu* §truktiru symetrii, Ze ho nemézeme
vytvorit pomocou vzorcov, nech by sme sa o to akokol'vek snazili. Preto rovnice piateho, a teda aj
I'ubovol'ného vyssieho stupiia, sit vo vSeobecnosti neriesitelné. Riesite'nost’ rovnic je vynimo¢ny jav,
tykajuci sa malého poctu rovnic s jednoduchymi grupami symetrii. Rovnice treticho a Stvrtého stupna
st rieSitelné len preto, Ze polia, ktoré tymto rovniciam prislichajiu, maju tak jednoduché grupy
symetrii, Ze ich mozno rozlozit do blokov. Ale pocnic rovnicou piateho stupna, si uz im
prislichajuce grupy symetrii nerozlozitel'né, a preto su rovnice vo vSeobecnosti nerieSitelné. Preto
algebra musi opustit’ svet vzorcov a zacat’ skumat’ algebraické Struktury. Su to prave Struktiry, ako
napriklad alternujica grupa piatich prvkov, ktoré rozhoduju o tom, €o je a €o nie je mozné formalne

vyjadrit. Objav alternujucej grupy tak predstavuje zaCiatok modernej Strukturalnej algebry.
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2.1.B.7 KonStitutivna forma jazyka algebry

Pri vyklade integrativnej formy jazyka sme ukdzali, ze tito forma sa zaklada na urcitej
neutrdlnej baze, do ktorej vnori rdzne Struktiry, ktoré potom porovnava prostriedkami tedrie grap. U
Kleina bola touto neutrdlnou bazou projektivna rovina a v jej ramci porovnaval prostriedkami teorie
grup rozne geometrie, euklidovskll a neeuklidovské. Podobne u Galoisa tvorilo neutralnu bazu pole
komplexnych ¢isel a v jeho ramci porovnaval polia Q(o.y,... o), prislichajice roznym rovniciam, a
pomocou tedrie griap dokazal od seba odlisit’ polia, ktoré prislichaji riesitelnym rovniciam, od poli,
ktoré prisluchaju rovniciam neriesitelnym. Pritom v oboch pripadoch d’alsi vyvin spociva v odstraneni
tejto neutralnej bazy jazyka, teda v osamostatneni Struktiiry od jej nositel’a. \/ geometrii k tomu
doslo vtedy, ked’ Bernhard Riemann odstranil priestor ako nositel’'a geometrickej existencie a vytvoril
jazyk kombinatorickej topologie, ktory umoziuje uvazovat objekty nezavisle od priestoru. Riemann
tak oslobodil objekty z ich zajatia v priestore a tilohu konstitucie objektov preniesol z priestoru na
jazyk. Podobne v algebre ked” Galois skiimal grupy symetrii, vzdy predpokladal, Ze korene ou,..., o,
ktorych permutacie tvorili prislusnia grupu, existuji ako komplexné ¢isla. Takto komplexna rovina
hrala v algebre Ulohu analogicki Ulohe projektivnej roviny v geometrii. Zarucovala existenciu
objektov, v tomto pripade grap symetrii. Dal§i krok vo vyvine algebry bol neseny snahou
skonstruovat’ grupy symetrii bez toho, Zze by sme museli siahnut’ po komplexnej rovine. Tato idea
pochadza od nemeckého matematika Heinricha Webera. Weber sa rozhodol pri konstrukcii rozsirenia
pol'a Q 0 prvok o nepostupovat’ tak ako Galois, ktory si prvok o ,,vypozi¢al“ z komplexnej roviny.
Weber chce prvok o pridat’ k pol'u Q &isto algebraickou cestou. Na prvy pohlad sa to mdze javit
¢udné, ved ked’ je a ndhodou korefiom polynému x° — 6x + 3, tak vieme, e ho nemozno vyjadrit
pomocou ziadnej algebraickej formuly. Ako chcel pridat prvok o, ked sa tento nedd vyjadrit
prostriedkami algebry? Tu si Weber pomaha pojmom idealu. Pojem idealu predstavuje nastroj
umoznujici rozpravat o objektoch, ktorych formdlne vyjadrenia v jazyku neexistujui. \Weberova

konstrukcia je pomerne zdihavé, a preto si ju rozlozime na niekol’ko krokov.

a. KonStrukcia okruhu Q[X]
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Uvazujme pole Q, ktoré chceme rozsirit, a formalne k nemu pridajme jeden neinterpretovany
symbol, napriklad x. Dostaneme tak obor Q[X], ktory sa nazyva okruh polynomov nad pol'om Q. Nie je
to ni¢ zvlastne, v podstate ho uz pozname. Je to iny druh uzavretého sveta, svet v ktorom sa odohrava
scitanie, od¢itanie a nasobenie polynémov. Okruh sa od pola odliSuje len v tom, Ze v okruhu nemozno
delit, lebo delenim polynémov nemusi vzniknit polynom. Okruh Q[X] je tvoreny polynémami
vsetkych moznych stupiiov, ktorych koeficienty patria do pol'a Q:

QX] = {ax"+a.xX"'+..+ax+ay aeQ, neN}
Zostrojenie okruhu Q[x] je prvym krokom Weberovej konstrukcie. Okruh Q[x] sa lisi od pol’a Q(o)
jednak tym, ze v iom nemozno delit, a dalej tym, ze prvok X je zatial neurcity, kym prvok o ma
presne vymedzené vlastnosti dané rovnicou, ktorej je korefiom. Preto v d’alSom kroku konstrukcie

treba okruh Q[x] modifikovat,, ,,usit* na mieru prvku a. To robi Weber pomocou pojmu idealu.

b. Konstrukcia idedlu (9(x))
Uvazujme prvok a, ktory chceme k pol'u Q pridat’. Vieme, ze je korefiom urc¢itého polyndému.

Preto mézeme namiesto prvku o vziat' polyném, ktorého je korefiom, teda napriklad namiesto vyrazu

32 zobrat polynom g(x) = x® — 2, ktorého je 32 koretiom. V pripade korenov polynému piateho
stupiia, kde uz algebraické vyjadrenie nie je mozné, zoberieme priamo prislusny nerieSiteIny polynom
(napriklad g(x) = x°> — 6x + 3). Pomocou polynému g(x) vytvorime to, o Dedekind nazval idealom.
Pojem idealu sa da najlepsie priblizit’' na priklade celych cisel, ktoré tiez tvoria okruh, lebo celé Cisla
sice mozno scitat, odcitat’ a nasobit, ale nemozno ich delit' (napriklad 7:3 nie je celé Cislo).
Dedekindova idea spociva v tom, ze namiesto urcCitého cisla, napriklad cisla 6, budeme hovorit’ o
vsetkych nasobkoch Sestky, teda o ideali
(6) = {6a; acz} = {0,6,-6,12,-12,18,-18, ..}.

Pritom skutoc¢nost, Ze ¢islo 6 je delitelné Cislom 3, sa do jazyka idealov premietne tak, Ze nasobky
Sestky su aj nasobkami trojky, teda ideal (6) je podmnozinou idealu (3). Samozrejme, to je trivialne.
Netrivialne na tedrii idealov je to, ze za urCitych podmienok mézu existovat’ idealy, ktorych prvky nie

si ndsobkom ziadneho jedného ¢isla. Inak povedané, jazyk idedlov je vo vSeobecnosti bohatsi ako
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jazyk ¢isel. Ku kazdému ¢islu vieme vytvorit’ ideal tvoreny vSetkymi jeho nasobkami, ale za istych
podmienok moézu existovat’ aj idedly, ktoré takto vytvorené nie su, idedly, ktorym v obore cisel
nezodpoveda ziadny prvok. A prave preto Weber siahol po tedrii idedlov. Namiesto celych cisel
pracoval s polynomami, ale zakladna idea je rovnaka. Podobne ako Dedekind priradil ¢islu 6 ideal (6),
Weber vzal vSetky mozné nasobky polynomu g(x) a vytvoril z nich ideal

©0) = {909.f09; f)e QIXI}F = {9(x)-2x, g(¥).x%, g(¥).(x* + 7x + 3), ..}
Pomocou takychto idedlov mozno skonstruovat’ abstraktné objekty, ktoré s rieSenim rovnic, pre ktoré

vo svete vzorcov neexistuje klasické rieSenie. Tato konstrukcia sa zaklad4 na faktorizacii.

¢. Faktorizdcia okruhu Q[x] podla idedlu (g(X))

Weberovym cielom bolo vytvorit’ rozsirenie pola Q 0 prvok a, ktory je korenom polynému
g(x). Oznaéme toto rozsirené pole pismenom L (nechceme pouzit' oznafenie Q(ov), lebo ¢islo a
pouzivané Galoisom nepatri do jazyka algebry). Na to, aby Weber vytvoril pole L, pouzil konstrukciu,
ktorti bezne pozname z tedrie Cisel. V elementarnej aritmetike sa asi kazdy stretol s tym, ze aj ked’ v
celych cislach nemozno delit’ (to je dovod, preco tvoria celé ¢isla okruh, a nie pole), mozno v nich
delit’ so zvyskom. Tak pri deleni ¢islom 6 mdzeme dostat’ niektory zo Siestich zvyskov 0, 1, 2, 3, 4
alebo 5. Napriklad c¢islo 15 dava pri deleni 6 zvySok 3, lebo 15 = 2.6 + 3. Tuto skuto¢nost’ mozno
prelozit do jazyka idealov a vytvorit’ namiesto jednoduchych zvyskov takzvané zvysSkové triedy.
Teodria idealov namiesto urc¢itého Cisla n berie vSetky ¢isla, ktoré su jeho nasobkom, a vytvori z nich
ideal (n). Podobne namiesto zvysku k zoberie mnozinu vSetkych Cisel, ktoré davaju rovnaky zvySok
ako k. Tak pri deleni $iestimi namiesto zvy$ku 3 budeme hovorit’ o zvySkovej triede

3 ={3+6a;acZ} = {3,-3,9,-9,15,-15, ..}

Cela konstrukcia sa da urobit’ aj pre pripad polynémov. Jediny rozdiel je v tom, ze zvySkovych tried
bude omnoho viac. Weberovi sa podarilo ukazat’, ze zvy$kové triedy, ktoré dostane pomocou idedlu
(9(x)), tvoria pole (teda ich moZno nielen s¢itavat’, od¢itavat’ a nasobit’, ale mozno ich aj delit),
pri¢om toto pole je tplne rovnaké ako pole Q(a). Weberovi sa tak podarilo vytvorit’ pole L bez toho,

aby opustil algebru. Ziskal ho faktorizaciou okruhu Q[x] podl'a idealu (g(x)), teda
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L= Q[%(X)) ;

ako sa tato konstrukcia zvykne oznaCovat. Symbol naznacuje, Ze pole L vznika z okruhu Q[X] ako
stbor vsetkych zvyskovych tried pri deleni idealom (g(x)). Prvkom, ktory v poli L zodpoveda prvku o
pol'a Q(a) (teda ktory je rieSenim rovnice g(x) = 0), je trieda

x = {x+g(x).fx); f(x)e Q[X]} = {x+g(X).2x, X + g(x).x% x +g(x).(¢ + 7x + 3), ..}.
Je to zvyskova trieda prvku X. Tvoria ju vsetky polynémy, ktoré pri deleni polynomom g(x) davaji

zvy$ok X. Jej prvky dostaneme, ked” ku vSetkym moznym nasobkom polynomu g(x) pripoéitame X. O

tom, Ze trieda X je skutoéne rieSenim prislusnej rovnice, sa mozno presvedcCit’ priamym dosadenim
Pubovolného prvku tejto triedy do prislusnej rovnice.

Na tejto konstrukcii vidno silu teoérie idealov. Tato tedria umoznuje skonstruovat’ objekty,
ktoré st v povodnom jazyku neuchopitelné. Weberovi sa podarilo skonstruovat’ abstraktny objekt,
ktory ma po formalnej stranke vSetky vlastnosti pola Q(a), a teda obsahuje aj rieSenie prisluSného
polynému. Tymto rieSenim je trieda X . Nie je to algebraicky vzorec, ale urcity subor polynémov.
Preto Galoisov vysledok o nerieitelnosti rovnice x° — 6x + 3 = 0 pomocou vzorcov ostava zachovany.
Weberova konstrukcia v8ak vrha na tento vysledok nové svetlo. Ukazuje, ze problém vlastne nie je v
rovnici, ale v prostriedkoch, ktoré pri jej rieSeni pouzivame. Ked’ sa nebudeme obmedzovat’ na svet
vzorcov, kazdy algebraicky polynéom sa stane v tomto novom, abstraktnom zmysle, rieSitelnym.

Weber touto konstrukciou prinasa do algebry konstitutivnu formu jazyka. Vo vyvine
geometrie konstitutivna forma jazyka prenasa tlohu konstituovat’ objekty z priestoru na jazyk. Tym sa
obohacuje subor objektov, ktoré tvoria predmet geometrie, geometria ziskava pristup k objektom ako
je napriklad Kleinova flasa, ktorych existencia odporovala trojrozmernému priestoru. Cosi podobné
robi v algebre Weber. Pred Weberom algebra zakladala existenciu svojich objektov na moznosti ich
symbolickej reprezentacie, a preto nebola schopna vyjadrit’ ani také jednoduché objekty, ako su
korene polynomu x° — 6x + 3. Weber tuto situdciu zdsadne meni. Oslobodzuje algebru od zavislosti na
vzorcoch a existenciu objektov zaru¢uje pomocou abstraktnej konstrukcie. Vo Weberovej faktorizacii

mozno vidiet' analdégiu s Riemannovymi aktami rezania a lepenia. Kym Riemann stotoZziiuje okraje
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urcitej plochy, Weber stotoziiuje vSetky objekty, ktoré davaji rovnaky zvysok pri deleni idealom. Oba
su to konstitutivne akty, ktoré umoziluju vytvorit’ nové objekty, ktorych existencia bola predtym
znemoznend uzkym pojatim jazyka. Pritom Weberov posun je imponujuci. Ked’ za rieSenie rovnic
prijmeme abstraktné objekty vytvorené v procese faktorizacie (teda ked’ prejdeme ku konstitutivne;j
forme jazyka), stdva sa kazdy polynom riesiteI'nym. Pomocou faktorizacie vieme vytvorit’ abstraktny
objekt, ktory je korefiom prisluSného polynému, nezavisle od toho, ktorého stupiia je polyném. Preto
vo Weberovom pojati s vSetky polynomy riesiteI'né. Jeho konstrukcia je Gplne univerzalna. Nie je to
trik fungujtci za urcitych zvlastnych podmienok, pre niektoré Specialne pripady. Je to univerzalna

metdda, ktora funguje vzdy, pre vSetky rovnice 'ubovolného stupna.

2.1.B.8 Konceptualna forma jazyka algebry

Vo svojej ucebnici algebry (Weber 1895) prinasa Weber novil definiciu pojmu grupy. Je to
prva definicia, ktora zahfiia grupy s kone¢nym aj s nekonecnym poctom prvkov. Pred Weberom
skimali matematici len konecné grupy. Tie mozno charakterizovat zdkonom o krateni (t.].
poziadavkou, aby zo vztahu a.x = b.X vyplyvalo a = b). V nekone¢nom pripade je tato definicia
nepouzitend a Weber ju preto nahradil poziadavkou existencie inverzného prvku (t.j. poziadavkou,
aby ku kazdému x existoval prvok x™ taky, ze x.x™* = 1). Této poziadavka sa pouziva v definicii grupy
podnes. Weberovym motivom na roz$irenie pojmu grupy aj na nekonecny pripad bolo to, Ze pojem
grupy pouzil ako vychodisko pri definicii pola: ,,Z grupy vzmikne pole, ked su v nej mozné dva
sposoby kompozicie, z ktorych prvy sa nazyva scitanim, druhy nasobenim ‘. Weber bol tak jednym z
prvych matematikov, ktori zacali vidiet' pole tak, ako ho vidime dnes, ako grupu, do ktorej je
zavedend dodatocnd operacia nasobenia, teda vlastne ako spojenie dvoch grap. Tym vsak zasadne
meni vztah, ktory existoval medzi pojmom pola a pojmom grupy v ramci integrativnej a
konstitutivnej formy jazyka. V predoslych stadiach bolo pole svetom a grupa bola Strukturou symetrii
tohto sveta, pojem pol’a bol teda prvotny a pojem grupy bol odvodeny. Weber stiera tento rozdiel. Z
hladiska novej, konceptualnej formy jazyka su vsetky pojmy epistemologicky rovnocenné. Pojmy st

abstraktné entity, definované suborom axiom. Jeding, o je pri konceptualnej forme jazyka dolezité, je
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logicka zavislost’ medzi definiciami. A ked’Ze definicia pol'a predpoklada pojem grupy, lebo kazdé
pole obsahuje aditivnu grupu, je z hl'adiska konceptudlnej formy pojem grupy prvotny.

Zisk, ktory prindSa Weberov prechod ku konceptualnej forme jazyka, je nespochybnitelny.
Explicitnym formulovanim vsetkych podmienok v definiciach zakladnych pojmov algebry sa otvara
moznost’ jednotlivé podmienky postupne zoslabovat a dospiet’ tak k réznym zovSeobecneniam.
Napriklad z pojmu grupy mozno vytvorit’ pojem grupoidu a pologrupy, pojmy, ktoré boli v predoslych
Stadiach vyvinu algebry bud’ tiplne nemysliteI'né, alebo aspoii omnoho t'azsie pristupné. Ked’ ich vSak
nebudeme zavadzat zdola, zovSeobecnenim prikladov, ale zavedieme ich zhora, obmienanim
podmienok v definicii pojmu grupy, ziskame k nim lahs$i pristup. Teda podobne ako konstitutivna
forma jazyka prinasa prelom do uplne nového sveta objektov, prindsa konceptualna forma prelom do
uplne nového sveta pojmov. Jazyk tak prebera na seba dalSiu ulohu, tlohu vytvarat pojmy. V
predoslych stadidch vyvinu matematiky sa pouzivali len ,,prirodzené” pojmy, podobne, ako pred
konstitutivnou formou jazyka sa sktimali len ,,prirodzene* konstituované objekty. Boli to pojmy, ktoré
prirodzene vyvstali v priebehu matematickych badani. Naproti tomu konceptualna forma jazyka
zaCina skiimat’ pojmy nezavisle od akéhokol'vek prirodzeného kontextu, skima pojmy systematicky,
obmienanim definicii uz existujucich pojmov. Tento vyvin opét’ nie je Specificky len pre algebru a
jeho paralela sa objavuje aj v topologii, kde sa po tom, ako bol pojem topologického priestoru
axiomaticky definovany, rodi celd plejada rdéznych typov priestorov — To, Ty, Ty, T3, T4, z ktorych
viaceré dovtedy nikoho nenapadlo skiimat’. Teda obmienanie podmienok v definiciach zakladnych
pojmov sa neviaze len na algebru. Je to vSeobecny rys konceptudlnej formy jazyka. Konceptualna

forma jazyka poskytuje slobodu v tvorbe pojmov, aka bola prv nepredstaviteI'na.

2.1.B.9 PrehPad objektacii vo vyvine algebry

Vo vyvine algebry sa nam podarilo rozlisit’ stadia, ktoré¢ sa liSia v tom, ¢o na nich znamena
riesit’ algebraicku rovnicu. Riesit rovnicu v jednotlivych vyvinovych stadiach algebry znamena:
a) Najst regulu, teda pravidlo zapisané v prirodzenom jazyku, ktoré vyjadruje navod ako vypocitat’

koren rovnice.
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b) Najst formulu, teda vyraz symbolického jazyka, ktory umozituje vyjadrit’ korefi rovnice pomocou
jej koeficientov, Styroch aritmetickych operacii a odmociiovania. Pritom jednotlivé znaky vo
formule koreSponduju s krokmi vypoctu, takze formula je zapisom reguly.

C) Ndjst' rozklad formy, teda polynom vyjadrujuci rovnicu v kanonickom tvare rozloZit’ na sicin
linearnych ¢lenov. Pritom kazdy ¢len rozkladu obsahuje formulu vyjadrujucu jeden koren,
takze rozklad déva tolko formul, kolkého stupiia je rovnica. Preto riesit’ rovnicu znamena néjst’
vSetky korene, teda pre rovnicu n-tého stupiia najst’ vSetkych n rieSeni.

d) Najst rezolventu, teda dany problém previest’ pomocou vhodnej substitiicie na pomocnu lohu
nizieho stupnia. Pritom ked’ vyrieSime pomocnu rovnicu, spdtnou substiticiou dostavame
rieSenie poévodného problému. Okrem korefiov rovnice dostavame aj ¢isla s nimi asociované.
Teda v pripade rovnice n-tého stupiia dostaneme vo vSeobecnosti n! veli¢in.

e) Ndjst rozkladové pole, teda postupne zostrojit’ pole Q(a.y,... o) obsahujuce vetky korene rovnice.
Pritom jednotlivé kroky konstrukcie pol'a priamo koreSponduju s prislusnymi rezolventami.

) Ndjst faktorizdciu grupy symetrii pola Q(oy,... o), teda grupu symetrii rozloZit’ na systém blokov.
Pritom faktorizacia grupy kore$ponduje s rozkladom pola na jednotlivé rozsirenia, a tak zo
znalosti faktorizacie grupy mozno usudzovat’ na konstrukciu rozkladového porla.

g) Wytvorit' faktorizdciu okruhu Qfx] podla idedlu (g(x)), teda najst’ triedy rozkladu okruhu
polynémov podla idedlu prisluchajiiceho danému polynému. Jedna z tried je hladanym

rieSenim rovnice, a tak mame univerzalny postup na rieSenie 'ubovolnej algebraickej rovnice.

Domnievame sa, Ze tieto rozdiely jasne vystihuji zasadné sémantické rozdiely medzi jednotlivymi

formami jazyka, ktoré sme podrobnejSie opisali vysSie. Kvoli prehl'adnosti si ich eSte zhrnieme do

tabulky.
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PERSPEKTIVISTICKA

FORMA
PROJEKTIVNA
FORMA
KOORDINATIVNA

FORMA

KOMPOZITIVNA
FORMA

INTERPRETATIVNA

FORMA

KONSTITUTIVNA
FORMA

KONCEPTUALNA
FORMA

FORMA
INTEGRATIVNA
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2.2 Filozoficka a didakticka reflexia objektacii

Zmeny jazyka matematiky opisané v tejto kapitole st zasadne odlisné od re-prezentéacii. Kym
re-prezentdcie prinasali nové spésoby generovania obrazkov (v syntetickej, analytickej, ¢i iterativnej
geometrii) ¢i formil (v aritmetike, algebre, diferencidlnom a integralnom pocte, ¢i predikatovom
pocte), objektacie sa odohravaju v ramci jednej reprezentacie. Pri objektaciach sa nemeni spdsob
generovania vyrazov jazyka. Objektdcie prinasaju skor zmeny ontologickych predpokladov jazyka
a zmeny toho, ako jazyka zobrazuje svet, t.j. akym spésobom zabezpecuje referenciu svojich vyrazov.

Ako ilustraciu zmien sprevadzajicich objektacie uvedieme zmeny, ktoré prinasa projektivna
forma. Je to jednak zrovnopravnenie objektov s pozadim. Vd'aka tomu dochadza k za¢leneniu pozadia
do jazyka tedrie. Pozadie (priestor v geometrii, ¢iselny obor v algebre) tym nadobudaju rovnopravne
postavenie so samotnymi objektmi. Okrem toho dochédza k explicitnej reprezentécii hl'adiska v teorii
a néslednej relativizacii objektov tedrie vzhl'adom k hladisku. Tym sa narusa homogenita jazyka.
V jazyku sa objavuji zvlastne vyrazy (stred premietania a horizont v geometrii, nula a jednotka v
algebre) ktoré vyjadruju hl'adisko (epistemicky subjekt). Okrem toho projektivna forma jazyka prinasa
reprezentaciu reprezentdcie, ¢im dochddza ku zdvojeniu vyrazov objektového jazyka. Vznikaji dva
systémy, ktoré maji dudlny vzt'ah (zobrazenie — obraz v geometrii, operacia — vysledok operacie v
algebre). Analogické zmeny mozno ndjst’ aj u ostatnych foriem jazyka.

Svet mozno zobrazovat’ ,,odnikadial*, tak ako to robil Euklides v geometrii a al-Chwarizmi
algebre; alebo je mozné zobrazovat’ ho z urc¢itého hl'adiska, tak ako to robili Desargues a Viéte. Je tiez
mozné ho modelovat, ako to robili Beltrami v geometrii a Gauss v algebre; a je mozné opisovat’ akty
jeho konstituovania, ako to robili Poincaré¢ a Weber. Podobne ako v pripade re-prezentacii, aj teraz po
rozbore historického materialu pristipime k vykladu filozofickych a didaktickych doésledkov tohto

druhu zmien jazyka matematiky.

2.2.1 Porovnanie vyvinu algebry s vyvinom geometrie
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Doteraz sme sa pohybovali na pode historickych rekonstrukcii. Teraz by som rad predlozil na
diskusiu niekol’ko myslienok vSeobecnejSieho epistemologického charakteru. Ich cielom je podat’
jednotny vyklad zmien, ktoré sa odohrali v dejindch geometrie a algebry. Dejiny geometrie a algebry
pouzijem ako materidl, analyzou ktorého sa chcem dopracovat’ k hlbsej epistemologickej rovine, ktora
presahuje vyvin jednotlivych disciplin. Prvym krokom tejto analyzy je porovnanie vysledkov, ku

ktorym sme dospeli pri rekonstrukcii geometrie a algebry.

a. vynechanie niektorych foriem jazyka v pripade geometrie

Asi najdolezitejsi rozdiel medzi historickou rekonstrukciou vyvinu geometrie a algebry sa
tyka koordinativnej a kompozitivnej formy jazyka. Kym vo vyvine algebry su tieto formy jasne
pritomné, pri rekonstrukcii vyvinu geometrie sa ich nepodarilo identifikovat’. Preto sa zda, ze jeden
druh rozdielov medzi vyvinom geometrie a algebry spoc¢iva v skuto¢nosti, Ze niektoré z foriem jazyka
mdzu vo vyvine jednej discipliny absentovat,, kym vo vyvine druhej zohravaju kI'a¢ovu rolu.

To vrha svetlo na nasu metodu rekonstrukcie sémantického vyvinu matematickych teorii.
Zoznam Osmich foriem jazyka uvedeny v zavere rekonstrukcie vyvinu algebry predstavuje zoznam
réznych moznosti, ako vytvorit’ koreSpondenciu medzi univerzom danej teodrie a jeho jazykovou
reprezentaciou. Pritom uvedené formy su zoradené podl'a narastajucej komplexnosti. Ked’ sa v teorii,
ktorej vyvin sledujeme, vynoria urCité tazkosti, jednou z moznosti ako sa s nimi vysporiadat’ spociva
v tom, Ze tedria prejde k jazyku s komplexnejSou formou. Pritom najprirodzenejsie je urobit’ jeden
krok v postupnosti foriem, uvedenej v naSom zozname. Mdze sa vSak stat, ze nasledujuca forma
jazyka, teda jazyk s najmenSou moznou zmenou sémantickej Struktiry, nepostacuje na rozrieSenie
problémov, na ktoré tedria narazila. Vtedy je nevyhnutné urobit’ radikalnejs$i krok, Co sa prejavi
preskocenim jednej alebo viacerych foriem v naSom zozname. Zda sa, Ze presne to sa udialo pri
vzniku neeuklidovskej geometrie. Ked koordinativna forma nepostaovala na rieSenie problémov
spojenych s piatym Euklidovym postuldtom, Gauss, Lobacevskij a Bolyai presli od projektivnej
priamo k interpretativnej forme jazyka.

To znamena, Ze zoznam foriem jazyka predstavuje maximalny systém §tadii, t.j. Gplny (aspon

dafam) systém moznych typov koreSpondencie medzi vyrazmi jazyka a objektmi intendovaného
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univerza. Aktualny vyvin uréitej teorie si vybera z tychto moznosti tie, ktoré potrebuje. Je mozné, Ze
pri rekonstrukcii vyvinu inych oblasti geometrie (napr. projektivnej geometrie) by koordinativna

forma mohla zohrat’ ddlezit ulohu® a zas ina forma jazyka by mohla ostat’ nepouzita.

b. striedanie implicitnej a explicitnej podoby formy jazyka

Dolezitym aspektom vyvinu geometrie, ktory v algebre nema obdobu, je pravidelné striedanie
implicitnej a explicitnej podoby formy jazyka. Kym v geometrii kazd4 forma existuje v tychto dvoch
podobach, v algebre je situacia zlozitejSia. Ked’ sa napriklad pozrieme na vyvin algebraicke;j
symboliky v rdmci projektivnej formy, zistime, Ze ide o pomaly proces tiahniici sa od Regiomontana
po Descarta. Skor ako o jednordzovom zabudovani formy jazyka do jazyka, ako je to typické v
geometrii, tu mozno hovorit o pomalom procese postupného zexplicithovania jazyka. Ked si
uvedomime, ze svet geometrie je odkryty zraku, kym svet algebry sa rodi zvecniovanim motorickych
schém, je tento rozdiel prirodzeny. Zraku je svet odkryty v jeho celistvosti, a preto zmena odkrytosti
musi mat’ povahu zmeny gestaltu. Naproti tomu svet algebry je dany vzdy len fragmentarne, pozname
len tie jeho ,,miesta®, ktoré sme si ,,ohmatali“. Objavovanie novej formy jazyka tu prebieha postupne.

Kontrast sveta odkrytého zraku a sveta konstituovaného zvecnovanim motorickych schém
umoznuje objasnit’ aj d’alSiu zvlastnost’ algebraickych textov. Ked sa pozrieme na Cardanovu knihu
Ars Magna (Cardano 1545), vidime, ze vedl’a seba stoja fragmenty patriace do réznych foriem jazyka.
Cardano uvadza regulu na rieSenie rovnice tretieho stupila, o spada plne do perspektivistickej formy
jazyka. Pri jej odvodzovani vSak pouziva substitucie a upravy, ktoré su typické pre projektivnu formu.
A pri svojich vyskumoch narazil na odmocninu zo zaporného ¢isla, ¢o je zarodok nasledujucej formy
jazyka. Teda akoby v algebraickom texte vedl'a seba spocivali fragmenty patriace k rdznym formam.
Z hladiska motoriky je to prirodzené, lebo ked’ pozname urcita cestu, po ktorej bezpecne ddjdeme z
jedného miesta na druhé, mézeme ju pouzivat aj potom, ako vedla nej vyrastla siet modernych
dialnic. Naproti tomu v geometrii je koexistencia vyrazov patriacich k réznym formam jazyka
nemyslitelna. Nie je mozné najst’ obrazok, ktorého rdzne Casti by prinalezali k roznym formam. V
geometrii forma jazyka fixuje odkrytost’ sveta, a svet je odkryty ako celok. Preto vSetky jeho Casti
musia zapadnuat’ do jednej formy.
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Tento rozdiel je dolezity, lebo ukazuje, ze implicitna a explicitna podoba urcitej formy jazyka
su len jej dve varianty jedinej formy. Zhodou okolnosti v geometrii sa tieto dve varianty striedaja so
striktnou pravidelnostou. To nés zviedlo k predpokladu, Zze dynamika striedania explicitnej a
implicitnej formy jazyka tvori jadro objektacii (pozri Kvasz 1998). V algebre vSak existuje kazda
forma jazyka vo viacerych podobéch, tvoriacich viac-menej spojity prechod od fragmentarnej cez
implicitni az k explicitnej podobe. Navyse, aj po prechode k explicitnej podobe urcitej formy jazyka
v nej mozu pretrvavat’ rozne fragmenty predoslych foriem. Preto sa zda, Ze striedanie implicitnej a
explicitnej podoby urcitej formy jazyka sa netyka objektacii. Preto sme sa rozhodli definovat’ pojem
formy jazyka SirSie ako sme to robili roku 1998 a vylozit’ implicitni a explicitni podobu ako dve
varianty jednej formy jazyka. Teda explicitnit a implicitnii podobu nebudeme povaiovat’ za rézne

formy jazyka, ale za dve formulacie jednej formy.

2.2.2 Forma jazyka ako nastroj rekonStrukcie vyvinu exaktnych disciplin

Pri historickej rekonstrukcii vyvinu geometrie a algebry sme systematicky narazali na urcité
formalne aspekty jazyka. V pripade geometrie to bolo Aladisko (z pohladu ktorého je urcity obrazok
nakresleny), horizont (hranica sveta zachyteného obrazkom), pozadie (rovina ¢i priestor, do ktorého
jazyk situuje svoje objekty) aidedlne prvky (nekone€ne vzdialené body, ku ktorym sa zbiehaju
rovnobezky). Pritom bolo zaujimavé, ze zdsadné zmeny, ku ktorym dochadzalo vo vyvine geometrie,
sa tykali prave tychto aspektov jazyka. Pri rekonstrukcii dejin algebry sa ukazalo, Ze uvedené Styri

aspekty treba doplnit’ o d’alsie dva, o individua a 0 kategorie.

a. upresnenie pojmu formy jazyka

Odteraz budeme formu jazyka povazovat’ za $truktiru tvorenu Siestimi aspektmi:

epistemicky subjekt jazyka, horizont jazyka,
individud jazyka, zakladné kategorie jazyka,
idedlne prvky jazyka, pozadie jazyka.

Tvrdime, ze tieto aspekty su formalne, teda nemaju fakticky obsah. Okrem toho sii navzajom

prepojené, preto ked’ sa zmeni jeden z nich, paralelne sa musia zmenit’ aj ostatné. Ked’ tvrdime, Ze
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vy€lenenie individui je aspektom formy jazyka, znamena to, ze je to ¢osi podobné ako urcenie polohy
horizontu. Keby sme sa i8li pozriet’ na miesto, kadial’ podl'a urcitého obrazu prebieha horizont, nic
tam nendjdeme. Tvrdenie, zZe horizont je aspektom formy jazyka, znamena prave to, ze sa neda
empiricky uchopit’. Napriek tomu, Ze na obraze mozno horizont jasne identifikovat,, v krajine, ktora
obraz znazorniuje, sa nenachadza ziaden objekt, ktory by zodpovedal horizontu. Ked’ tvrdime, Ze
vyClenenie individui je aspektom formy jazyka, tvrdime, ze objekty, ktoré¢ jazyk vyclenuje ako
individua, sa po empirickej stranke ni¢im neodliSuji od ostatnych objektov. Pojmy, ako napriklad
pojem telesa v klasickej mechanike, st Cisto formalne pojmy. Neexistuje empirickd procedura, ktora
by umoznila rozhodnut, ¢i nejaky predmet je telesom alebo nie. Predstava akéhosi detektora
individui, teda pristroja, ktory by zablikal vzdy, ked’ by bol nasmerovany na individuum jazyka, je
absurdnd. To, ktoré objekty su individud, jazyk nemdze vyjadrit. Ukéaze sa to az pri jeho pouZzivani.
Préave preto tvori vy¢lenenie individui aspekt formy jazyka.

Ked’ formu jazyka doplnime o individué a kategorie, zacina sa Crtat’ celkova Struktura formy
jazyka. Ulohou formy jazyka je spojit’ epistemicky subjekt (hovorcu jazyka) so svetom (univerzom
jazyka). Deje sa to na troch urovniach: Prvou ulohou formy jazyka je zaclenit’ epistemicky subjekt do
sveta. Tomuto ucelu sluzi hl'adisko a horizont. Hladisko (v geometrii stred premietania, v algebre
nula) indikuje, kde sa nachadza hovorca, z hladiska ktorého je teéria formulovana. Hladisko tak
za¢letiuje hovorcu do sveta a konStituuje identitu subjektu vo svete jazyka. Horizont (v geometrii
ubeznica, v algebre jednotka) zas usuvstaznuje svet vo¢i tomuto subjektu. Tym, ze fixuje zakladné
smery (Ubeznica fixuje vodorovnu rovinu, ¢im odlisi smer hore a smer dole; jednotka fixuje kladny
smer Ciselnej osi), konstituuje situovanost’ subjektu vo svete jazyka.

Druhou tlohou formy jazyka je Struktiirovat’ svet z hladiska epistemického subjektu.
Tomuto ucelu slazi vyc€lenenie individui a urcenie zékladnych kategorii. Vyclenit' individua znamena
identifikovat’ vo svete objekty, ktoré s analogické ako subjekt, objekty, na ktoré sa mdze subjekt
vztahovat. Nie nahodou je termin teleso, ktorym klasicka mechanika oznacuje svoje individua,
odvodeny od terminu telo. Teleso je ¢osi podobné ako nase telo, nieCo, k ¢omu sa mozZeme telesne

vztahovat'. Individualita je zakladna vlastnost’ subjektu. Subjekt sam seba preziva ako individuum
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atato individualitu prepozi¢iava objektom, ¢im ich konstituuje ako individua. Preto vyclenenie
individui nemdze byt empirickéd otazka, teda otdzka rozhodnutel'na nezéavisle od typu epistemického
subjektu. Prave naopak, jednotlivé formy jazyka liSiace sa druhom subjektu sa liSia aj sposobom
vyClenenia svojich individui. Pritom naSa individualita ma r6zne dimenzie. Kazdy z nds dokéze
individudlne menit’ svoju polohu ana zdklade tejto individudcie sa v geometrii stava individuom
(ttvarom) vsetko, ¢o je schopné mat samostatni polohu. Inou dimenziou naSej individuality je
schopnost’ manipulovat’ s vecami a skladat’ manipulativne akty do sekvencii, atak v algebre sa
individuom (termom) stava vSetko, co mozno ziskat’ sekvenciou operacii. Okrem vyc¢lenenia individui,
teda rozkladu homogénneho kontinua sticna na diskrétne jednotky, ku ktorym sa mozno jednotlivo
vztahovat, forma jazyka vnaSa do sveta aj rozne pribuzenstva. Medzi geometrickymi utvarmi
definujeme podobnost’ ¢i afinitu, v algebre zavadzame medzi objektmi rézne kongruencie. Takto
jazyk vnasa do sveta urcité ¢lenenie, zakladnu Struktiru, ku ktorej sa subjekt dokaze vzt'ahovat'.
Tretou tlohou formy jazyka — po zacleneni subjektu a Struktirovani sveta — je zaviest' do
sveta uréité neutralne pozadie, ktoré umozni subjektu orientovat’ sa v celku sveta. Typickymi
prvkami tohto druhu su v geometrii priestor a v algebre ¢iselny obor. Tieto pojmy neoznacuju nié
faktické a mozno sa preto bez nich zaobist. Namiesto polohy bodu v priestore by sme v geometrii
mohli dosledne hovorit’ o vzdjomnej polohe r6znych bodov. Ale je zrejmé, Ze okrem komplikacii pri
vyjadrovani by sme tym vel'a neziskali. Ukazuje sa, Ze je Gcelné jazyk doplnit’ o podobné neutralne
pozadie, 0 ktoré potom subjekt moze opriet’ r6zne schémy, pomocou ktorych sa dokaze vo svete lepSie
orientovar’. Casto sa viak stéva, 7e svet nie je v zhode so schematizmom, pomocou ktorého sa subjekt
orientuje. Vtedy je vhodné jazyk doplnit’ o idedlne prvky, ako su nevlastné (nekonec¢ne vzdialené)
body v geometrii alebo komplexné ¢isla v algebre. St to vyrazy jazyka, ktorym sice vo svete nié
nezodpoveda, ale ked’ ich k jazyku priddme, bude tento omnoho prehl’adnejsi. Schémy, ktoré by inak
mali iba obmedzenu platnost’, sa stanl univerzalnymi. Po pridani nekone¢ne vzdialenych bodov k
rovine maju kazdé dve priamky priesecnik (rovnobezky v nekonecne), podobne ako po pridani

imaginarnych ¢isel k ¢iselnému oboru ma kazdé ¢islo druhtt odmocninu (zaporné ¢isla komplexna).

b. moZnost’ rekonstrukcie vyvinu exaktnych disciplin ako zmien formy jazyka
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Videli sme, Ze jednotlivé aspekty formy jazyka sltizia spoloénému ciel'u — situovat’ subjekt do
sveta, Struktarovat’ svet spdsobom, ktory je pre subjekt zrozumitelny, a poskytnut prostriedky na
lepSiu orientaciu v takto Struktirovanom svete. Pritom prvky jazyka, ktoré zakladajt identitu,
situovanost, individualitu, pribuzenstvo, orienticiu a prehlad subjektu, nie st faktické. Tam, kde
prebieha horizont, sa fakticky ni¢ nenachadza, redlne nie su dané ziadne pevné individua, fakticky
neexistuje priestor, nehovoriac uz o jeho nevlastnych bodoch. A prave preto sa aspekty formy jazyka
pontikaju ako idealny nastroj na opis objektacii, typu zmien, ktory je predmetom tejto kapitoly. Je to
prirodzené, lebo tie prvky jazyka, ktoré priamo alebo sprostredkovane referuju, st vztahom referencie
zviazané, apreto sa daju iba tazko menit. Naproti tomu aspekty formy jazyka, prave tym, Ze
nereferuju, st do zna¢nej miery volné. Zviazané su iba vztahmi medzi sebou, a preto v pripade, ze
rozvoj poznania vyzaduje zmenu jazyka, poskytuju dostatocny priestor pre inovacie.

Aby sme sa vyhli nedorozumeniam, chceme zdoéraznit, Ze naSa koncepcia, aj ked sa do
znacnej miery opiera o historicky material, nema ni¢ spolocné s roznymi koncepciami historizmu.
Regularity, ktoré sme nasli v dejinach geometrie a algebry, nepovazujeme za historické zakonitosti.
Nas pristup je verziou Strukturdlnej analyzy a historicky material pouziva iba ako zasobaren

prikladov. Zaklad4 sa na troch predpokladoch:

1. Existuje maly pocet spdsobov, ako mozno dat’ do vztahu jazyk teoérie so svetom, ktory teoria
opisuje. Tieto spdsoby st uréené formou jazyka, ktorych sme zatial’ sme nasli osem.

2. Ked’ sa v procese rozpracovavania tedrie vynoria problémy, jednou z moznosti, ako sa s nimi
vysporiadat’, je zmenit’ formu jazyka. Nova forma ¢asto umozni vyriesit’ problémy, ktoré
boli v ramci predoslej formy neriesitel'né.

3. Vedci su konzervativni, preto sa snazia urobit’ ¢o najmensiu zmenu vo forme jazyka.

Tieto principy vnéasaju do historickej postupnosti foriem jazyka regularitu. Postupnost’, ktor sme
nasli (perspektivisticka forma, projektivna forma, koordinativna forma, ... konceptudalna forma) je
usporiadana v smere narastajlicej komplexnosti. Zdrojom regularity v dejinach vedy vSak nie je Ziadna

historickd nevyhnutnost, ale racionalita vedcov, ktori siahaji po zlozitejSej forme jazyka az potom,
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ked’ vyCerpali moznosti vSetkych jednoduchsich foriem. Spolo¢na regularita, ktord sme objavili v
dejinach geometrie a algebry je vysvetlend. Vyvin v geometrii a algebre prebiehal rovnakym
spdsobom (az na vynimky, na ktoré sme upozornili v odseku 2. 2. 1) preto, lebo matematici maju
tendenciu riesit’ problémy ,,ekonomicky®, teda na tikor ¢o mozno najmensej zmeny v Strukture jazyka.
Preto, aj ked’ sa prisluSna regularita odkryla v ¢asovom priebehu, ako pravidelné striedanie foriem
jazyka v dejinach geometrie a algebry, ide o zakonitost’ Strukturdlnu. Jej podstatou je existencia
o0smych foriem jazyka, ktoré tvoria linedrnu postupnost’ z hl'adiska komplexnosti svojej stavby. Prave
tato linedrne narastajuca komplexnost spdsobila, Zze sa vo vyvine geometrie a algebry jednotlivé
formy opakovali v rovnakej historickej postupnosti. Takto sa ukazuje, Ze pojem formy jazyka moze
byt tcinnym nastrojom pri rekonstrukecii historického vyvinu exaktnych disciplin.

Preto mozno sformulovat’ tlohu pokusit’ sa v podobnom duchu rekonstruovat’ vyvin d’alSich
matematickych disciplin. V geometrii vedl'a syntetickej geometrie, ktorej rekonsStrukciu sme nacrtli, sa
mozno pokusit’ o analogicki rekonstrukciu analytickej, algebraickej a diferencidlnej geometrie.
Podobne v oblasti symbolickych jazykov mozno vedla algebry, ktorej rekonstrukciu sme podali,
pristupit’ k rekonstrukcii diferencidlneho a integralneho poctu a aj matematickej logiky. Ako dalsie
mozné pouzitie si mozno predstavit’ rekonsStrukciu vyvinu klasickej mechaniky, termodynamiky alebo
teorie pol'a. V oblasti klasickej mechaniky sa naSa metdda ukazuje byt pouzitelna (pozri Kvasz 2001),

ale ostatné oblasti su stale otvorené.

2.2.3 Pojem formy jazyka a filozofia matematiky

Vedla nastroja pre rekonstrukciu historického vyvinu exaktnych disciplin sa pojem formy
jazyka ukazuje ako uZzitocny aj pre filozofiu matematiky. Uz v bode c kapitoly 2.1.A.4 sme sa snazili
Poincarého filozofiu geometrie dat’ do stvislosti s integrativnou formou jazyka. Skutoc¢ne sa zda, Ze to
¢o Poincaré hovori o geometrii v La Science et I’Hypothése (Poincaré 1902) je epistemologickou
analyzou situacie, ktora bola nastolena zavedenim integrativnej formy jazyka. Podobne by bolo mozné
Kantovu filozofiu geometrie vztiahnut’ ku kompozitivnej forme jazyka. Ak to urobime, teda ak urcita

filozoficku koncepciu nebudeme chapat’ vo vSeobecnosti, ale vo vztahu ku konkrétnej forme jazyka,
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mdzeme si utvorit’ lepSiu predstavu o jej pozitivnom prinose, ako aj o jej medziach.

a. filozofia matematiky a jej mozna podmienenost’ formou jazyka

Takyto pristup by mohol pomdct’ vyvarovat’ sa striktnym odsudeniam mnohych filozofickych
pozicii, ktoré su (podobne ako Kantova) perfektne legitimne a adekvatne v medziach urcitej formy
jazyka. A rovnako by nas to mohlo ochréanit’ pred snahou obhajovat’ neobh4jiteI'né (ako sa to niekedy
deje aj v suvislosti s Kantom) a vidiet' rovnako jasne aj medze, za ktorymi je potrebné prejst’ k inej
filozofii. Ked’ Kanta pochopime ako filozoficka poziciu zalozeni na kompozitivnej forme jazyka a
Poincarého ako poziciu zviazanu s integrativnou formou jazyka, otvara sa novy pohl'ad na vzdjomni
korespondenciu foriem jazyka a roznych filozofickych pozicii. Zda sa, Ze platnost’ urCitej pozicie vo
filozofii matematiky mozno najlepSie vymedzit pomocou zodpovedajucej formy jazyka. Mnoho
nedorozumeni vo filozofii matematiky suvisi s tym, ze sa zmeni forma jazyka a matematika pomocou
novej formy dospeje k vysledkom, ktoré su v rozpore s prislusnou filozofickou poziciou. Pritom,
ked’Zze forma jazyka sa v jazyku iba ukazuje, ale neda sa vyjadrit’, filozofi si zmenu formy jazyka

neuvedomia, a nové poznatky pokladaju za vyvratenie prislusnej filozofickej pozicie.

Rekonstrukcia vyvinu geometrie nds vyzyva pokusit’ sa aj pre ostatné formy jazyka geometrie
najst (alebo vypracovat) filozofické pozicie, ktoré by ich reflektovali s rovnakou hibkou a
presnostou, s akou Kant reflektoval kompozitivnu a Poincaré integrativnu formu jazyka geometrie.
Sme presvedceni, ze kazda forma jazyka nastol'uje Specifické filozofické problémy a vyzaduje preto
Specifickt filozoficku reflexiu. Okrem zlplnenia spektra filozofickych pozicii je mozné, ze naSe
analyzy umoznia pochopit marnost’ niektorych filozofickych kontroverzii. Zd4 sa, Ze niektoré
kontroverzie su nerozhodnutel'né prave preto, Ze kazda zo stran zakladd svoju argumentéciu na inej

forme jazyka. Potom argumenty, ktoré su pre jednu stranu prijatelné, su pre druhti absurdné.

b. forma jazyka a problém hranic jej filozofickej reflexioe
Rovnako zaujimavé, ako porovnavat filozofické pozicie zodpovedajice réznym formam

jazyka, je porovnat’ filozoficku reflexiu urcitej teorie s aktudlnou matematickou praxou. Z tohto
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hl'adiska predstavuje Poincarého dielo pozoruhodny podnet na zamyslenie. Na jednej strane bol
Poincaré poprednym matematikom svojej doby. Na druhej strane bol vyznamnym filozofom
matematiky. Je vSak zardzajuce, ze tieto dve oblasti jeho aktivity akoby spolu vébec nesuviseli.
Matematika, ktor vo svojej filozofii reflektuje nestuvisi s matematikou, ktord sdm rozvijal.
Domnievam sa, ze pojem formy jazyka umoznuje vysvetlit' tento pozoruhodny aspekt Poincarého
tvorby. Poincaré prispel do matematiky okrem mnohych inych veci zalozenim algebraickej topologie,
ktord znamenala prechod ku konstitutivnej forme jazyka geometrie. V oblasti filozofie matematiky zas
podal prenikavu epistemologicku reflexiu integrativnej formy jazyka geometrie. A prave rozdielnost’
formy jazyka oblasti, v ktorej bol tvorivo ¢inny a oblasti ktorta filozoficky reflektoval, ilustruje tézu,
ze jazyk nemdze svoju formu vyjadrit. Poincaré filozoficky reflektoval integrativhu formu jazyka,
kym konstitutivnu formu, ktort sam vytvoril, filozoficky nereflektoval. Preto v relativizovanej podobe
si Witgensteinova téza zachovava platnost. V danom jazyku mozno reflektovat’ iba jazyky s
jednoduchsou formou. Je mozné, Ze prave preto, Ze sa Poincaré vo vlastnej tvorbe dostal o urovei nad

integrativnu formu jazyka, bol schopny integrativnu formu jazyka tak presne reflektovat’.

Ak tento jav nie je puhou historickou ndhodou, mohol by vniest’ jasno do jedného aspektu
Kantovej filozofie geometrie, ktory je inak dost’ nepochopite'ny. Bez najmensich pochyb mozno
tvrdit, ze Kant bol v oblasti epistemoldgie objavitelom interpretativnej formy jazyka, teda presne tej
formy, pomocou ktorej v geometrii Gauss, Lobacevskij a Bolyai objavili svoje neeuklidovské
systémy. Kant bol jednym z prvych, kto si uvedomil, Ze sucastou videnia je okrem pasivnej
registracie zmyslovych vnemov aj aktivny, interpretacny vykon vedomia. Je vSak zardzajuce, Ze tento
svoj filozoficky objav pouzil na artikulovanie filozofie matematiky, ktora je v plnej zhode s
kompozitivnou formou jazyka.*” Kant tak pri budovani filozofie geometrie nevyuzil moznosti, ktoré
odkryva interpretativna forma jazyka, ktorti v epistemoldgii sdm objavil. Je prirodzené pokusit’ sa
tento rozpor v Kantovom mysleni dat’ do suvisu s podobnym rozporom v diele Poincarého, ako d’alSie

potvrdenie nazoru, ze tvorcom novej formy jazyka ostdvaju zastreté moznosti jej reflexie.

V pripade Kanta je vSak situacia zlozitej$ia. U Poincarého sa konstitutivna forma jazyka

prejavuje v jeho matematickom diele, kym vo filozofii matematiky Poincar¢ reflektuje integrativnu
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formu. Preto tu nie je Ziaden zasadnej$i problém, stac¢i si uvedomit’, ze Poincaré filozoficky reflektuje
formu jazyka ktora predchddza formu, v rdmci ktorej sim matematicky tvori. U Kanta je situécia
zlozitejSia preto, lebo ako tvorivy Cin (objav interpretativnej ulohy mysle) tak aj reflexia (tézy ktoré
predklada) sa tykaju tej istej oblasti, totiz filozofie. Preto u neho nie je mozné tak jednoducho oddelit’
formu, ktora je zdkladom jeho tvorby od formy, ktora je pouzita pri reflexii. Kantova tvorba sa totiz
tyka filozofie a teda reflexie. Preto je mozné, Ze interpretativne spory, ktoré su v pripade Kanta tak
¢asté, mozno vpisat’ na vrub pritomnosti dvoch foriem v jeho diele. Ti, ktori chcu Kanta kritizovat’,
vykladaju Kantove ndzory na pozadi kompozitivnej formy jazyka, a uvedi rad matematickych
vysledkov (spravidla prisluchajucich k interpretativnej forme) ktoré takto pojatej Kantovej filozofii
protirecia. Na druhej strane filozofi, ktori chcti Kanta obhajovat’, poukazuju na interpretativnu formu,
ktora je v jeho diele tiez obsiahnuta. Napriklad podl'a novokantovcov objav neeuklidovskej geometrie

treba povazovat skor za potvrdenie Kantovej filozofie geometrie, ako za jej vyvratenie.

¢. Kantova filozofia verzus neeuklidovské geometrie

Vyssie uvedené tivahy mozno sformulovat’ do podoby urcitej stratégie na obhajobu (Ci
ustretovl interpretaciu) Kantovej filozofie geometrie. Lobacevského objav neeuklidovskej geometrie
bol spojeny so zasadnou lingvistickou inovaciou — so zavedenim interpretacného odstupu pri vnimani
geometrickych obrazkov. Pokial’ ¢lovek nie je ochotny takyto posun urobit’, neeuklidovsky svet sa mu
neotvori a tak nebude schopny porozumiet’ tomu, ¢o Lobacevskij tvrdi. Ked’ relativizujeme Kantovu
poziciu a priradime ju k zodpovedajicej forme jazyka, je mozné raciondlne obhajovat’ Kantovu
filozofiu geometrie, a to nielen ako pozoruhodny vykon Spekulativneho génia Konigsbergského
ucenca, ale ako vecne spravnu a fakticky platni filozoficku reflexiu geometrie pred vznikom
interpretativnej formy jazyka. To neznamena odmietnutie vSetkych kritickych argumentov proti
Kantovi. Vylu¢ime iba argumenty, ktoré pouzivaji vydobytky interpretativnej formy jazyka, teda
napriklad argumenty zalozené na objave neeuklidovskej geometrie. Su to totiz argumenty, ktorych

sformulovanie nie je mozné v kompozitivnej forme (pozri Kvasz 2005b).

d. velky pocet paralelnych nezavislych objavov neeuklidovskych geometrii
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V uvode ku kapitole 2 sme uviedli citat od Igora Safarevi¢a, upozoriiujici na pozoruhodny
charakter objavu neeuklidovskych geometrii. Safarevi¢ spomina $tyroch matematikov, ktori nezavisle
na sebe ,.prisli s tym istym rieSenim‘* pricom ich prace obsahuju obrazky ,.akoby nakreslené tou istou
rukou“. Na§ pristup umoznuje tento pozoruhodny fenomén, ak nie vysvetlit, tak aspon spravit
pravdepodobnejsim. Ako sme uz niekol'’kokrat spomenuli, foriem jazyka existuje iba maly pocet, preto
je plauzibilné, Ze matematici, ktori pracovali za¢iatkom 19. storo¢ia na probléme piateho postulatu,
pouzivali rovnaka formu jazyka. Ked'Ze prislusny problém nebolo mozné vyriesSit' v ramci dobovej
formy jazyka, Gauss, Bolyai, Lobacevskij aj Schweikart boli niteni zmenit' formu jazyka. Pritom
maly pocet foriem jazyka ako aj regularita ich usporiadania robia pravdepodobnym, Ze vSetci
uskutocnia inovaciu rovnakého druhu — prechod k interpretativnej forme. Preto obrazky o ktorych

hovori Safarevic¢, nekreslila jedna ruka, ale Styri rdzne ruky, vedené spolocnou formou jazyka.

Samozrejme, eSte stale ostava zodpovedat’ otazku, preco bolo treba na tento objav tak dlho
Cakat’. PreCo muselo od doby, ked’ v piatom storoci Proclos sformuloval problém piateho postulatu, po
dobu, kedy ho uvedeni matematici nezavisle od seba rozriesili, uplynut’ $trnast’ storo¢i. Domnievam
sa, ze aj v tomto bode poskytuje nasa teoéria plauzibilné vysvetlenie. K tomu aby mohla vzniknit
interpretativna forma jazyka, v ramci ktorej je mozné formulovat’ neeuklidovski geometriu, musel

vyvin geometrie prejst’ perspektivistickou a projektivnou formou, ¢o si vyziadalo urcita dobu.

Vidime, ze epistemoldgia umoziuje Gspesne zodpovedat’ viaceré otdzky o vyvine matematiky.
Vyvin matematiky nie je len otdzkou vhodnych spolocenskych podmienok ¢i inych nahodnych
okolnosti. Existuje rad epistemologickych faktorov, danych regularitou zmien formy jazyka, ktoré
hraju vo vyvine matematiky rovnako ddlezitii ulohu. Otazku vzniku neeuklidovskych geometrii nie je
mozné redukovat’ na psychologiu objavu, t.j. na otazku, kedy a koho napadol prislusny odvazny dohad
(bold guess, o ktorom hovori Popper) ani na sociologiu vedeckého spolocenstva, t.j. na otazku, kedy
vedecké spoloCenstvo prijalo novu paradigmu (ako by problém formuloval Kuhn). Otazka vzniku
urcitej teoérie je podmienend radom epistemologickych faktorov suvisiacich so zmenami formy jazyka,

ktorych porozumenie je dolezité ako z hl'adiska filozofie matematiky, tak aj z hl'adiska jej vyucovania.
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2.2.4 Zmeny formy jazyka a vyvin subjektivity

Postupnost’ objektacii, ktori sme nasli v dejindch matematiky, prindSa zmeny epistemického
subjektu (jedného z aspektov formy jazyka), ktoré na seba pozoruhodnym spdsobom nadvézujh.
Desargues preniesol implicitné hl'adisko renesanéného maliarstva do jazyka a pretvoril ho v explicitny
perspektivisticky subjekt. Lobacevskij pri prenaSani trigonometrickych vzorcov z hrani¢nej plochy na
neeuklidovskll rovinu vyuzival perspektivisticky subjekt (pomocou neho uskutocnil premietanie),
avsak, ked’ze cely obrdzok je neeuklidovsky a teda v euklidovskej geometrii nenakreslitel'ny, bol
nuteny zaviest’ eSte implicitny interpreta¢ny subjekt. Pomocou neho zabezpecil, aby sme to, na ¢o sa
pozerame, nechapali prvoplanovo, ako Ciary euklidovskej geometrie (¢im v skutoCnosti si) ale aby
sme boli schopni vidiet' v nich nenakreslite'né objekty neeuklidovskej geometrie. Beltrami zabudoval
tento implicitny interpretacny subjekt do jazyka v podobe explicitnych pravidiel na preklad medzi
vonkaj§im a vnutornym jazykom modelu. Tym vytvoril explicitny interpretativny subjekt. Cayley
oddelil od seba vnutorny a vonkajsi jazyk, medzi ktorymi sa uskutociioval preklad, a umiestnil medzi
ne projektivnu rovinu. Aby to vSak mohol urobit, musel napred rovinu zbavit' jej euklidovskej
Struktiry. Nato potreboval dodatocnu Struktaru jazyka, zalozenu na novom druhu epistemického
subjektu — integrativnom. Avsak u Cayleyho bol integrativny subjekt iba implicitny. Klein zabudoval
implicitny integrativny subjekt do jazyka v tvare transformacnych grip, ¢im vytvoril explicitny
integrativny subjekt. Riemann vo svojej analysis situs pouziva transformacné grupy explicitného
integrativneho subjektu. AvSak kvoli tomu, aby mohol prekrocit’ obmedzenia, ktoré jazyku geometrie
kladie trojrozmerny priestor, zaviedol rezanie a lepenie, Co su akty, ktoré prislichaji implicitnému
konstitutivnemu subjektu. Poincaré vo svojej kombinatorickej topologii zabudoval tento konstitutivny
subjekt explicitnym spoésobom do jazyka. Cantor objavil, Ze vSetky konstitutivne akty maji rovnaka
Struktiru — spocivaju v tom, Ze sa urcity systém objektov uchopi ako jeden celok. Teéria mnozin tak
vyuziva eSte zadkladnej$iu Struktiru nez konstitutivne akty. Hilbert priniesol tuto novil konceptualnu
formu jazyka do geometrie. Konceptualna forma jazyka je zviazand s novym druhom epistemického
subjektu, ale ten je spociatku, podobne ako v ostatnych pripadoch, len implicitny. Nakoniec Tarski
zabudoval tuto implicitnt $truktiru epistemického subjektu explicitne do jazyka.
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a. dynamika zmien epistemického subjektu v geometrii

Vidime, ze uvedena postupnost’ prechodov nie je ndhodné sekvencia, ale ide o zmeny na seba
nadvizujuce, v ktorych sa stile bohatSie Struktiry subjektu zabudovéavaju do jazyka. Najprv
perspektivistického subjektu v podobe hladiska, ktoré zakladd subjektivnost pohladu. Potom
interpretativneho subjektu v podobe prekladu, ktory zaklada subjektivnost vyznamu. Dalej
integrativneho subjektu v podobe zjednotenia moznych interpretacii, ktoré zaklada subjektivitu
moznosti sebapojatia. Dalsim krokom bolo zabudovanie kongtitutivneho subjektu v podobe
konstitutivnych aktov, ktoré zakladajii subjektivnost’ sebautvdrania. Poslednym bol konceptualny
subjekt, ktory je zatial’ najhlbSou Strukttirou subjektivity, pouzivanou v geometrii. Nemozeme popriet’,
ze vsetky opisané dimenzie naSa subjektivita ma. Mame svoje jedine¢né hl'adisko, z ktorého vnimame
svet. Na baze tohto hladiska sa zakladad nasSa jedinecnd interpretdcia skuto¢nosti. Tato interpretacia
zaklada naSu jedine¢nu potencionalitu sebaporozumenia. Na tejto potencionalite sa zakladd nas
jedine¢ny proces sebautvarania. Preto je zrejmé, ze zdrojom, odkial geometria Cerpala pri svojom
vyvine vsetky opisané Struktiry jazyka sme my sami, nasa vlastna subjektivita. Stale bohatSie
Struktiry naSej subjektivity su postupne zabudovavané do jazyka geometrie. Preto na otazku, o om st
dejiny geometrie, mozno dat’ jednoducht odpoved’. Su o nas.

Epistemicky subjekt v jazyku geometrie moze byt bud’ implicitny alebo explicitny. Implicitny
¢i explicitny vzhl'adom k jazyku. Implicitny subjekt je spojeny s postojom, ktory musime zaujat’, aby
sme za zjavne sa zbiehajucimi useCkami uvideli rovnobezné strany stropu, za obyc¢ajnymi krivkami
euklidovskej roviny zahliadli Ciary neeuklidovskej geometrie, za metrickou Struktirou euklidovskej
roviny uvideli projektivnu rovinu zbavenu pojmu vzdialenosti a uhlov alebo v §tvorci s oznacenymi
stranami zahliadli Kleinovu fT'asu. Tento subjekt sice nie je v jazyku vyjadreny, pri kresleni obrazkov
sa v§ak s nim poéita, obrazky sa kreslia pre neho. Dal§i krok, predstavovany Desarguom, Beltramim,
Kleinom, Poincarém c¢i Tarskim spociva vo zvnutorneni tohto subjektu. Subjekt nadobiida podobu
explicitného vyrazu jazyka. Epistemické ruptury spocivajuce v explicithom zabudovavani stale
hlbsich $truktar subjektu do jazyka nazyvame objekticiami. Totiz v ich priebehu dochadza ku

spredmetneniu subjektu, subjekt nadobuda predmetni podobu hl'adiska, prekladového slovnika, grupy
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symetrii, simplicidlneho komplexu alebo schémy axiom. Pritom objektacia tzko suvisi s
objektivizaciou. Da sa povedat, ze kazdy jazyk umozinuje objektivizovat’ také vztahy, ktoré
zodpovedajii tomu, akad Struktira subjektu je v jazyku spredmetnena. Ked chcem napriklad
objektivizovat’ to, ako vyzera predmet z réznych hladisk, tak potrebujem desarguovsky jazyk, v
ktorom je zabudovany perspektivisticky subjekt. Vyuzijuc moznosti, ktoré tento jazyk ponuka,
menovite explicitne vyjadrit’ hl'adisko pomocou bodu, sme schopni toto hl'adisko transformovat’, a tak
analyticky (t.j. opierajic sa iba o syntax) zodpovedat’ postavenu otazku. Takto Struktira subjektu,
zabudovaného do jazyka, umoznuje objektivne ukazat’ vztahy medzi roznymi hl'adiskami. Totiz to,
ako sa predmet javi z roznych hladisk je subjektivne, z kazdého hl'adiska sa to javi inak. Avsak tato
subjektivita ma objektivny raz, lebo kazdému, kto prislusné hl'adisko zaujme, a nema o¢nt1 vadu, sa to
javi rovnako. Na to, aby sme tto objektivnu ¢rtu mohli vykazat, potrebujem jazyk, v ktorom je
hladisko spredmetnené (objektované), a ktory preto umoziuje zmenu obrazu pri zmene hladiska

objektivne rekonstruovat. Mozno teda povedat, Ze objektivita je dana objektaciou.

b. prehlbenie porozumenia vyvinu subjektivity vd’aka prechodu do algebry

Pri prenose nasho aparatu do oblasti algebry sme sa opierali o ur¢ité epistemologické paralely
medzi tymito dvoma oblastami matematiky. Napriklad Weberova faktorizacia okruhu polyndémov
podla urcitého idealu je z epistemologického hladiska pribuzna s Riemannovou ideou rezania a
lepenia ploch v geometrii. Formu jazyka spolo¢nti tymto dvom tedridm mozno oznacit' terminom
kontitutivna forma, lebo v oboch pripadoch jazyk prebera ulohu konstituovat’ objekty tedrie.*® Ale
kym v jednotlivych oblastiach, uvaZzovanych samostatne, je vyvin formy jazyka jasny, ked’ postavime
do paralely dejiny algebry s dejinami geometrie, vynara sa otazka, ¢o zjednocuje tieto vyvinové
procesy. Pokusim sa ukazat’, ze tym spolo¢nym zakladom, je vyvin epistemického subjektu.

Akoby Tavy stipec schémy, uvedenej v kapitole 2.1.A.9 zhfiiajucej dejiny algebry,
predstavoval okamihy zrodu nového druhu subjektivity, zrodu novej skitsenosti seba. Naproti tomu
formy jazyka stojace v pravom stipci vnasaju do tejto skusenosti seba pluralitu, prinasaji skisenost’
iného. Perspektiva vyjadruje to, ako ja vidim svet, pomocou projektivnej formy mozem pochopit’, ako

vidi svet iny. Koordinativna forma vyjadruje to, ako ja vnaSam poriadok do svojej skusenosti, kym
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kompozitivna forma umoznuje zladit’ alternativne poriadky inych. Interpretativna forma vyjadruje to,
ako ja rozumiem svojej sktisenosti, integrativna forma mi poskytuje moznost’ porozumiet’ skiisenosti
druhého. Konstitutivna forma vyjadruje to, ako ja konstituujem seba, konceptualna forma mi odkryva
moznost’ porozumiet’ sebakonstitucii iného. Teda dynamika v rovine objektécii je dynamikou stretania
sa so sebou a stretania sa s inym.

Uvedeny diagram ukazuje, Ze cesta k sebe vedie cez iné¢ho. Na to, aby som sa mohol so sebou
stretnut’ v koordinativnej rovine ako s nositel'om poriadku sveta a odkryt’ svoju neodnatel'na slobodu
subjektu (Co je jadrom kartezianskeho zmocnenia sa seba), musim sa napred stretnat’ s inym v ramci
projektivnej formy, naucit’ sa vidiet svet oami druhého, a tym sa oslobodit od egocentrickej
perspektivy. Podobne na to, aby som sa mohol so sebou stretniut’ v interpretativnej rovine ako s
nositelom hodndét a hodnotovej interpretacie skutocnosti (Co je jadrom romantického precitenia
seba), musim sa napred stretnat s inym v ramci kompozitivnej formy a naudit’ sa tolerancii
alternativnych poriadkov. Podobne na to, aby som sa mohol stretnat’ so sebou v konstitutivnej rovine,
ako nositel'om svojej existencie (Co je jadrom existenciondlnej vol’by seba), musim sa napred stretnut’
s inym v integrativnej rovine, musim pochopit’ zakladnu ekvivalentnost’ vSetkych interpretcii sveta.
Az ked’ sa oslobodim od pocitu samozrejmosti (prirodzenosti, spravnosti ...) svojej interpretacie sveta
a nauCim sa integrovat’ zivotni skusenost’ druhého do spolo¢ného Tl'udského tdelu, az potom sa
mdbzem stretnit’ so sebou ako s existenciou.

Bez stretnutia s inym Cloveku hrozi uviaznutie na povrchu seba, uviaznutie vo vrchnych
vrstvach vlastnej subjektivity. Ale plati to aj naopak. Kazdému stretnutiu s inym musi predchadzat’
stretnutie so sebou. Na to, aby som sa mohol stretnit’ s inym v projektivnej rovine ako s nositelom
alternativneho pohladu na svet a odkryt’ tak pluralitu vizii sveta (¢o je jadrom manieristickej
fascindcie inym), musim sa napred stretnut’ so sebou v ramci perspektivistickej formy a naucit’ sa
vidiet’ svet z pevného hladiska. Podobne na to, aby som sa mohol stretntit’ s inym v kompozitivnej
rovine ako so zastancom alternativneho poriadku sveta (Co je jadrom osvietenskej tolerancie iného),
musim sa napred stretntit’ so sebou v ramci koordinativnej formy a naucit’ sa podriadit’ svet pevnému

poriadku. Podobne na to, aby som sa mohol stretnat’ s inym v integrativnej rovine ako s nositelom
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alternativnych hodnét (Co je jadrom pozitivistickej neutrality vo vzt'ahu k inému), musim sa napred

stretnat’ so sebou v interpretativnej rovine ako s nositel'om hodnotovej interpretacie skuto¢nosti.
Dynamika prenikania do stale hlbsich vrstiev subjektivity je zakladom dejin geometrie aj

algebry. V tomto zmysle st dejiny algebry stcastou vseobecnej l'udskej sklisenosti, podobne ako

dejiny literatary ¢i maliarstva, a ich Stidiom mézeme odhalit’ mnoho nového o nas samotnych.

2.2.5 Problém porozumenia matematickym pojmom

Ked prenesieme obraz vyvinu matematiky ktory sa odkryl pri rekonsStrukcii objektacii v
matematike do tedrie vyucovania matematiky, dostavame pomerne silny nastroj pre identifikaciu
zdrojov neporozumenia matematike. Za tymto uc¢elom je dolezité uvedomit’ si nasledovné skuto¢nosti.

Kazdy matematicky pojem sa viaZe na urcitu formu jazyka, v ramci ktorej sa prirodzene
vynoril. Napriklad pojem substiticie sa viaze na projektivnu formu jazyka algebry, kym pojem grupy
na jeho integrativnu formu. V ramci formy v ktorej sa zrodil ma dany pojem bohati sémantickt
Struktiru, jeho zavedenie je motivované a zrozumitelné. Na predchadzajucich formach je jazyk prilis
jednoduchy, takze obsah prislusného pojmu nedokaze dostato¢ne ilustrovat’. Na neskorsich formach je
jazyk naopak prili§ abstraktny, a tak zavedenie daného pojmu nedokaze patricne motivovat’. Preto pre
kazdy pojem existuje urcita optimalna formu jazyka, v ramci ktorej je pojem dostatocne konkrétny a
sucasne dostatocne bohaty, aby sa mohol spravne konstituovat’.

Matematika ma tendenciu svoje pojmy sémanticky i motivacne vyprazdiovat’. Pritom to nie je
sa zrodili v urcitej oblasti, v ur¢itom kontexte a z urcitej potreby prenasa a tvorivo aplikuje v uplne
inej oblasti, v iplne odliSnom kontexte a na Gplne iné ciele. Aby prenasanie pojmov, ktoré je motorom
napredovania matematiky, mohli ispe$ne uskuto¢iiovat’, musia matematici pojmy dekontextualizovat’.
Musia ich teda zbavit’ naviazanosti na konkrétny kontext ako aj na konkrétne motivy jeho vzniku.
Preto ked’ urcity pojem vojde do matematiky, je uz do velkej miery ochudobneny a vyprazdneny. A
¢o je najdolezitejsie, je vytrhnuty z formy jazyka, do ktorej prirodzene patri. Matematicku tedriu tvori

subor pojmov, ktoré patria k r6znym formam jazyka, pojmov, ktoré maji pévod v roznych obdobiach
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rozvoja tedrie. Ked’ matematici pristupuju k ulohe uréita tedriu vylozit' Studentom, predkladaju ju
spravidla v takejto dekontextualizovanej podobe. Zavisi potom od zrelosti Studenta, ako velku cast
tedrie dokaze rekontextualizovat’ a zabudovat’ do svojej vlastnej sémantickej siete. Samozrejme, ¢im
vyspelej$iu formu jazyka dosiahol Student v osobnom vyvine, tym ma vacsSiu Sancu rozumiet’ tomu, ¢o
mu ucitel’ predkladd. VacSinou sa tomu hovori, Ze ma na matematiku talent. Naopak Studenti, ktorych
vlastné myslenie dospelo iba po niektoru z jednoduchsich foriem jazyka, vykladu nerozumeju.
Domnievam sa, Ze rekonstrukcia matematiky, ktora sme uviedli v tejto Casti knihy, pontka
ucitel’ovi silny nastroj na zlepSenie zrozumitel'nosti svojich prednasok. Moze si totiz polozit’ otazku, k
akej forme jazyka sa viazu pojmy a tvrdenia, ktoré ide Studentom predkladat. Ak je ucivo prilis
nehomogénne, a obsahuje material patriaci do viacerych foriem jazyka (Co je skor pravidlo ako
vynimka), prislu$né rekonstrukcia mu umoziuje zoradit' latku podl'a narastajucej komplexnosti formy
a urobit’ v nej urcité presuny, ktoré zvysia jej zrozumitelnost’. Ked’ sa ucitel stretne s neporozumenim,
naSa tedria mu ponuka nastroj na lokalizovanie priiny neporozumenia. Som presvedceny, Ze
neporozumenie matematike ma vo vicsSine pripadov pri¢inu v odliSnosti formy jazyka, ktorti pouziva
ucitel’ pri vyklade uciva a formy jazyka, na zaklade ktorej interpretuje ucitelove slova ziak. Ucitel si
rozdiely medzi jednotlivymi formami jazyka neuvedomuje, a v priebehu jedného celku predklada
Studentovi pojmy a tvrdenia, ktoré patria do viacerych foriem. Metoda rekonsStrukcie matematiky,
uvedend v tejto kapitole, umoznuje polozit’ si otazku, do akej formy jazyka patria pojmy a tvrdenia,
ktoré robia Studentom problémy. Po identifikacii problémovych pojmov a tvrdeni je d’alSim krokom
pokusit’ sa premostit’ formu jazyka, charakteristickii pre myslenie ziaka v danej oblasti s formou
jazyka, v ktorej je zasadené ucivo, ktoré¢ mu robi problémy. Niekedy je mozné najst premostenie
priamo, inokedy (v pripade, ked’ je vzdialenost’ medzi ziakovym myslenim a u€ivom vécsia) si to
vyziada priniest do hry d’alsiu formu jazyka, ktora umozni takéto prepojenie sprostredkovat. Citatel
asi rozpoznal, Ze v pozadi naSho pristupu je varianta konStruktivizmu, ktora pripomina Piagetovu
teoriu. Na rozdiel od Piageta vSak nasa teéria nevychadza zo psychologie, ale opiera sa o

epistemologickll rekonStrukciu dejin matematiky.

2.2.6 Dvestoro¢na diera v osnovach
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Zvlastnym aspektom vyucovania viacerych matematickych disciplin je pozoruhodna priepast,
ktora od seba oddeluje stredoSkolské a vysokoskolské u€ivo. Asi najmarkantnejsi je tento fenomén v
matematickej analyze, kde strednd Skola kon¢i niekde na konci 17. storofia (pojem suradnic,
elementarne vlastnosti funkcii jednej premennej, zdkladné vlastnosti pojmu derivéacie a integralu) a
univerzitny kurz analyzy sa zac¢ina spravidla &6 analyzou, teda druhou polovicou 19. storo¢ia. Takto
sa vlastne takmer dve storocCia vytratili z u¢iva. Rovnaka medzera existuje aj v oblasti algebry, kde
strednd Skola kon¢i na konci 17. storo¢ia (zvladnutim koordinativnej formy jazyka, prindSajucej
manipulacie s polynomami a inymi vyrazmi), kym univerzitny kurz algebry Startuje pojmom grupy
(pol'a ¢i vektorového priestoru), Co je pojem integrativnej formy jazyka. Spravidla sa pojem grupy
zavadza vo weberovskej podobe (t. j. abstraktne, pomocou axiém). To znamena, ze Ziak od
koordinativnej formy musi prejst priamo k forme konstitutivnej. Podobne ako v matematicke;j
analyze, aj v algebre tak existuje medzera, spojena s vynechanim kompozitivnej a interpretativnej
formy. Analogicka diera sa vyskytuje aj v geometrii, kde sa univerzitny kurz za¢ina topolégiou bez
toho, aby sa ukdazala cesta, ktord k nej vedie. Topologia je jazyk, ktory je spojeny s konstitutivnou
formou jazyka. Student nemé4 $ancu pochopit’ tato formu jazyka, ked’ prv nepochopil interpretativnu
formu a integrativnu formu. Samozrejme, podobne ako v pripade €-0 analyzy a tedrie grup, aj v
pripade topoldgie sa Student moze ucivo naucit’ naspamit’ a lokdlne moéze porozumiet’ jednotlivym
dokazom a konstrukcidm. Celkovy zmysel topologie mu vSak ostane skryty.

Je pravdepodobné, Ze prave tato medzera v ucive je zodpovednd za Sok, ktory mnohi Studenti
zazivaju po prichode na vysoku Skolu. Nasa rekonsStrukcia vyvinu algebry a geometrie ukazuje, Ze
jednotlivé formy jazyka, ktoré sa vo vyvine urcitej matematickej discipliny postupne objavuji, na
seba po sémantickej stranke nadvdzuju. Preto nie je mozné porozumiet latke, ktord sa opiera o
konstitutivnu formu jazyka, pokial’ Student nezvladne interpretativnu a integrativnu formu.

Kazdy prechod od danej formy k nasledujiicej, brany sam o sebe, je zrozumitelny, a
nepredstavuje zdsadnejsi didakticky problém. Ked’ vsak dva ¢i tri medzistupne vynechame (Co sa deje
pri prechode na univerzitu), Studenti nemaju Sancu tento skok nasledovat’, nedokazu napojit’ u¢ivo na

svoju sémanticku siet. Myslenie Studenta, ktory prichadza na univerzitu, je v prevaznej vacsine
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pripadov na urovni projektivnej ¢i koordinativnej formy, teda v zasade realistické. Naproti tomu
univerzitny kurz zacina ucivom, zalozenom na konstitutivnej forme jazyka. Aj ked sa Student bude
systematicky ucit’, to, ¢o sa nauci, vytvori iba izolovany ostrov v jeho mysli, ostrov ktory v désledku

nedostatocného prepojenia na zvySok sémantickej siete rychlo zabuda.
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3 Re-formulacie ako treti typ zmeny vo vyvine matematiky

Zmeny v dejinach matematiky analyzované v predoslych kapitolach st globalneho charakteru.
Tykaju sa prebudovania syntaktickej ¢i sémantickej Struktury rozsiahlych oblasti jazyka matematiky,
a preto k nim dochadza len zriedkavo. Spravidla nie s dielom jedného ¢loveka, ale vysledkom usilia
celého radu vyznamnych matematikov. Vysledny jazyk, ktory vd’aka nim vznikne, je kompromisom
zjednocujucim inovacie, pochddzajiuce od réznych autorov. Zmeny, ktorych analyza je predmetom
tejto kapitoly, st lokalneho charakteru. Tykaju sa spravidla jedinej definicie, vety, dokazu ¢i axiomy.
Dochédza k nim Casto a tvoria napln kazdodennej prace matematikov. Spocivaju v preformulovani
problému, definicie, tvrdenia ¢i axidmy, a nazyvam ich preto re-formuldacie. Pomlcka v nazve
naznacuje, ze sa nejedna o akukol'vek reformulaciu, ale iba taky, ktord prinesie podstatni zmenu z
hladiska epistemoldgie. Urcity problém, definiciu, tvrdenie ¢i axiomu mozno v jazyku sformulovat’
réznym sposobom. V urcitom kontexte mozu byt tieto formulécie ekvivalentné a mézu sa javit’ ako
synonyma. Prechod od jednej formulacie k inej budem povaZovat za re-formulaciu len vtedy, ked’
bude existovat’ matematicky relevantny kontext, z hl'adiska ktorého prislusné formulacie vstupuji do
zasadne iného stiboru suvislosti, vrhaja iné svetlo na svoje okolie, orientuju myslenie inym smerom.

Prikladom, na ktorom sa pokusim objasnit’ pojem re-formulacie, je piaty Euklidov postulat.
Euklides ho sformuloval okolo roku 300 pnl. v tvare: ,,dk na dve priamky priamka padla tak, Ze
vaiitorné uhly po jednej strane dvoch pravych mensie tvori, tak predizené tie dve priamky
neobmedzene, schadzaji sa na tej strane, kde su uhly mensie dvoch pravych.* (Hejny 1986, s. 70).
Alternativna formuléacia piateho postulatu pochadza od Johna Playfaira z roku 1795: ,, Ak je danad
priamka | a bod P, ktory na nej nelezi, tak cez bod P mézeme viest iba jedinu priamku, ktora nepretne
1. (Gray 1979, s. 87). O Playfairovej formulacii poznamenava Jeremy Gray: ,,Jej hlavna pritazlivost
spociva v tom, zZe ju mozno lahko preformulovat do tvaru, ktory naznacuje neeuklidovské geometrie
tym, zZe poprieme bud’ existenciu alebo jednoznacnost rovnobezky. (Gray 1979, s. 34). V kontexte

euklidovskej geometrie si obe formulacie ekvivalentné, existuje vSak kontext, v tomto pripade je to
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kontext neeuklidovskych geometrii, v ktorom Playfairova formulacia piateho postulatu vrha jasnejsie
svetlo na mozné alternativy voci euklidovskej geometrii. Preto navrhujem Plaifairovu formulaciu
povazovat za re-formulaciu povodnej formulécie.

Dalsia moznost’ ako sformulovat’ piaty postulat je tvrdenie: ,,Nad lubovolnou stranou mozno
skonstruovat’ stvorec*. Tato formulacia je v zhode s duchom Euklidovych postulatov (mé analogicka
dikciu ako treti postulat, zarucujtci, ze z l'ubovolného stredu mozno 'ubovolnym polomerom opisat’
kruznicu) a je tiez strucnejSia. Musime vSak byt Euklidovi vd’a¢ni, Ze zvolil svoju komplikovanii
formulaciu, a nie toto, na prvy pohlad uplne samozrejmé tvrdenie. V kontexte euklidovskej geometrie
su vsetky tri formulacie ekvivalentné; kazdad postacuje na zarucenie euklidovskosti roviny. Napriek
ich logickej ekvivalentnosti je vSak medzi nimi zasadny rozdiel. Keby Euklides zvolil ako piaty
postulat posledne uvedené tvrdenie, asi by nikoho nenapadlo ho spochybiiovat’ a dejiny geometrie by
sa uberali inymi cestami. Bola to prave tazkopadnost’ Euklidovej formulécie, ktora priviedla Prokla
z Konstantinopolu k presved€eniu, ze toto tvrdenie nie je postulat (t.j. nieCo jednoduché a evidentné),
ale ide o teorému, ktora mozno dokazat’. Usilie generacii matematikov najst’ dokaz piateho postulatu
sa stava nezrozumiteI'nym, ked’ si postulat predstavime v jeho Playfairovej formulécii, a absurditou,
ak ho sformulujeme v posledne uvedenom tvare.

V pripade Playfaira budeme teda hovorit’ o re-formulacii piateho postulatu. Pritom je dolezité
si uvedomit’, Ze v 18. storoci, kedy tato re-formulaciu urobil, kontext neeuklidovskych geometrii eSte
neexistoval, takze o plodnosti svojej re-formulécie sa Playfair nemohol presvedc¢it. Az vd’aka objavu
neeuklidovskych geometrii sa ukazalo, Ze od Playfairovej formuldcie vedie priama cesta do
neeuklidovskych svetov. Preto podobne ako v pripade re-prezentacii a objektacii, aj v pripade re-
formulacii mame na mysli objektivinu zmenu Vv jazyku matematiky, nezavisle od toho, ¢i si vyznam
tejto zmeny jej tvorcovia uvedomovali alebo nie. Ako ukazuje priklad piateho postulatu, uhladené a
elegantné formulacie nie si z heuristického hl'adiska najvhodnejSie. Niekedy prave tazkopadnost’ a
nemotornost’ formulacie urcitého tvrdenia prezradza skryté moznosti pre d’alSie skimanie. Na§ priklad
ukazuje tiez, Ze aj ked’ re-formulacie predstavuju zmeny malého rozsahu a casto sa tykaju jediného

tvrdenia, ich dosledky pre vyvin matematiky moézu byt d’alekosiahle.
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S re-formulaciami sa najcéastejSie stretavame v podobe viacnasobnych nezavislych objavov v
matematike. Ako priklad mozno vziat’ objav diferencidlneho a integralneho poctu Isaacom Newtonom
a Gottfriedom Wilhelmom Leibnizom, objav komplexnej roviny Casparom Wesselom, Jeanom
Robertom Argandom, Johnom Warrenom a Carlom Friedrichom Gaussom alebo objav neeuklidovskej
geometrie C. F. Gaussom, Janosom Bolyaim a Nikolajom Ivanovi¢om Lobacevskym. Kazdy z
objavitel'ov novej teodrie ju sformuluje svojim vlastnym spdsobom, pricom kazda z tychto formulécii
ma prednosti v niektorej z oblasti pouzitia tedrie a je naopak poznacend t'azkopadnostou v inych.
Preto to, ¢o sa nakoniec ujme ako Standardna formulacia a dostane sa do ucebnic, spravidla nie je ani
jedna z formulécii tvorcov teodrie, ale re-formuldcia, ktora v sebe spaja prednosti kazdej z nich pricom
sa snazi vyvarovat’ sa ich nedostatkom.

Vidime, ze aj ked’ re-formulacie predstavujii zmeny mensSieho radu nez re-prezentacie c¢i
objektacie, poskytuji bohaty material pre epistemologické skiimania. Analyza re-formulacii, ktorymi
tedria prechadza na ceste od objavu k Standardizacii, ako aj porovnavanie alternativnych formulécii, v
ktorych sa zrodila, je nepochybne dolezité. Na rozdiel od predoslych dvoch kapitol, v pripade re-
formulacii sa nepodarilo objavit’ Ziadnu regularitu. Preto nebudeme uvadzat’ ziaden ,.historicky opis
re-formulacii®, a nebudeme sa usilovat’ ani o ich filozofickl ¢i didakticku reflexiu. Uvedieme len
niekol’ko typickych prikladov. Vzhl'adom k tomu, Ze re-formulacie hraju vyznamnu tlohu pri rieSeni
problémov, dokazovani viet a budovani teorii, v knihach o rieSeni matematickych problémov alebo v
ucebniciach matematiky mozno najst’ vel'’ké mnozstvo re-formulacii. Kvoli prehl'adnosti sme priklady
re-formulacii rozdelili do troch skupin: re-formulécie pri rieSeni problémov, re-formulacie pri tvorbe

pojmov a re-formulécie pri budovani tedrii

3.1 Re-formulacie a problem solving

Re-formuléacie hraju dolezita ulohu pri rieSeni matematickych problémov. Téato oblast ma
svoju bohatu literatiru, pricom za klasické sa povazuju knihy Georga Polyu. Z jeho How to solve it,
ktora vysla roku 1945, sa predalo vySe miliona vytlackov. Ako jednu z heuristik Polya uvadza prave
re-formulaciu: ,,Ak neviete vyriesit' predlozeny problém, pokuste sa najprv vyriesit' nejaky pribuzny
probléem.© (Polya 1945, s. 23). Aj d’alSie jeho knihy, ako Mathematics and the Plausible Reasoning
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(Polya 1954) a Mathematical discovery (Polya 1962) obsahuji mnozstvo prikladov toho, ako méze re-
formuldcia pomdct’ pri rieSeni problému. Ako ilustraciu heuristickej sily re-formulacie uvedieme
problém urcenia suctu prevratenych hodndt druhych mocnin prirodzenych ¢isel

111 1 1 1 1 1
I+ =+t —F+—F+—+—+—+—+..
4 9 16 25 36 49 64 81

Tato tloha upttala pozornost Leonarda Eulera, ktory napred vypocital sucet tohto radu na Sest
desatinnych miest a dostal hodnotu 1,644934. V tomto ¢isle sa mu vSak nepodarilo odhalit’ Ziadnu
pravidelnost’ a nepripominala mu ani Ziadne zname cislo. Po dlh§om hl'adani sa Eulerovi podarilo

najst’ presnt hodnotu tohto st¢tu vd’aka pozoruhodnej re-formulacii, ktora stru¢ne opiSeme.
2 n
Je zname, ze ak ma polyném a + ax +ax + ..+ ax presne n roznych realnych korefiov

a,, O, ..., o, z ktorych Ziaden nie je rovny 0, tak ho mozno vyjadrit’ ako

12
2 n X X X
a,tax+tax +..+tax = ao.[l——j .(1——) (1——)
" a, a, apy

Toto sice nie je uplne bezny spdsob zapisu polynomu, ale nie je to ni¢ zlozité. Polyném sme napisali
- kb i X .v .
ako sucin ,korenovych Cinitelov teda ako sucin vyrazov tvaru |1——|, priCom sme zobrali po
a

jednom vyraze za kazdy koren. To, Ze oba zapisy st ekvivalentné vidno z toho, Zze na oboch stranach
rovnosti stoji polynom n-t¢ho stupiia, ktory ma korene o, a,, ..., o a jeho absolutny ¢len je a.

Tymito podmienkami je polyndm jednozna¢ne urceny. Nie je t'azké ani overit,, Ze

1 1 1
a=-a(—+—+.+—)
a a, Ay

Staci porovnat’ koeficienty pri prvej mocnine X v oboch vyjadreniach. Ked’ze ide o vyjadrenia toho
istého polynomu, tieto koeficienty musia byt rovné.

Uvazujme teraz o nie¢o komplikovanejsi polyném b — b1X2 + b2X4 — ..t (—1)n bnxzn, ktory sa
od predoslého 1isi v tom, Ze ma iba parne mocniny neznamej. Predpokladajme, Ze pozname korene
tohto polynému. Predpokladajme, Ze uvedeny polyndm ma 2n navzajom réznych korenov, a oznaéme
ich B, —B, B, B, -, B, =B, . S kazdym korefiom 3 v tomto zozname vystupuje aj opacny koreii —f3,

pretoze v polyndéme vystupuju iba parne mocniny neznamej, a umocnené na druht davaju 8 aj —3 ta
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istd hodnotu. Preto ak je nejaké B koreniom, je nim aj —f. Analogicky s predoSlym pripadom plati

2 2 2
2 4 n 2n X X X
S O N A T 4 I R
o U S TR A
Roznéasobenim mozno z rovnice (19) dostat’ uplne analogicky ako v predoSlom pripade, Ze

1 1 1
—+—+. )-

b =b +—
A -

Toto vSetko je pomerne elementarne a nie moc zaujimavé. Ale teraz pride ten rozhodujtci

krok. Uvazujme nekone¢ny rad pre funkciu sinus, ktory bol Eulerovi dobre znamy

3 X5 X7 X9

sin(x) = x— 2y X + —+...
6 120 5040 362880

Eulerova rozhodujuca idea bola pozriet’ sa na tento rad ako na ,,polynom* nekonecného stupriia.
Cisla 0, mt, -, 2%, —2m, 3w, =3, ..., v ktorych funkcia sin(X) nadobuda nulova hodnotu, sa tak stavaji
korenimi tohto ,,polynomu®. Aby sa zbavil ¢isla 0 v zozname korefiov (a mohol pouzit’ vzt'ah (19) pre
zapis ,,polynomu‘ v tvare sucinu korenovych ¢initel'ov), Euler vydelil rad pre sinus premennou X.

Dostal tak d’al$i ,,polynom™ nekone¢ného stupna

sin(x) _ x> x* x® x®

+—= + —+...
X 6 120 5040 362880

ktory ma uz iba nenulové korene =, —m, 2%, —27w, 3w, —3m, .... Preto v analogii s (19) Euler pise:

x2 x4 x8 X8

l-—+ ————+———+... =
6 120 5040 362880

_ _ﬁ _X_Z ) X2 ) X2 ) X2
o (R Al R . Y 0

odkial pre b, (koeficient pri —X2 ako na l'avej tak aj na pravej strane vztahu (20)) dostal rovnost’

i 1+1+1+1+
72 4z* 97° 16x° 2577

r ’ . v 2 . cr s
a prenasobenim rovnice ¢islom ©° dostal nakoniec prekvapujuci vysledok

72 11 1 1 1 1
- =l —F— F— 4.
6 4 9 16 25 36 49

Tento vysledok je fascinujici, lebo ukazuje, ze aj keby neexistovala geometria a poznali by sme iba
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prirodzené Cisla, mohli by sme dospiet’ k ¢islu w. To, ze Cislo © zvykneme zarad'ovat’ do geometrie
(ako obsah jednotkového kruhu) je historickd ndhoda. Geometria bola zhodou okolnosti tou oblast'ou,
kde sme sa s ¢islom m po prvy raz stretli. Eulerov objav vSak ukazuje, Ze Cislo m patri rovnakym

pravom aj do aritmetiky. V liste z 13. 3. 1736 uvadza Euler vztah
72_2
3 =1,6449340668482264364

Ked’ si uvedomime, ze v Eulerovej dobe neexistovali kalkulacky, a vSetky vypocty urobil rucne, je
toto ¢islo dokladom Eulerovej trpezlivosti. Su v iom skondenzované hodiny vypoctov. Tento vzt'ah
predstavuju zaver fascinujiceho objavu, na zaciatku ktorého stala re-formuldcia, Eulerov néapad
pozriet sa na nekoneCny rad funkcie sinus ako na polyném a tento polyném zapisat’ ako sucin
koretiovych Cinitelov. Samozrejme, nie vSetky re-formulacie vedu k takto spektakularnym vysledkom,
ale Eulerov priklad dava tusit’ vyznam re-formulacii pri rieSeni matematickych problémov. Podobnych
fascinujucich prikladov by sme mohli uviest stovky, rozumnejsie vSak bude odkazat’ Citatela na
rozsiahlu literatiru o rieSeni problémov, z ktorej vedl'a uz citovanych knih Georga Polyu uvedieme

Triumph der Mathematik (Dérrie 1958) a Proofs from THE BOOK (Aigner, Ziegler a Hofman 2003).

3.2 Re-formuldcie a tvorba pojmov

Dalsia oblast’ stvisiaca s re-formulaciami sa tyka upresiiovania matematickych pojmov a
hl'adania ich vhodnych definicii. Tato ¢innost’ nastupuje spravidla po vyrieSeni ur¢itého problému ¢i
série problémov, ked sa matematici snazia zovSeobecnit’ vysledky, ku ktorym dospeli. Klasickou
literatrou v tejto oblasti je kniha Proofs and Refutations Imre Lakatosa. Kniha prinasa rekonstrukciu
procesu, ktory sa zac¢ina dokazom Eulerovej vety o mnohostenoch a postupne prerasta v hl’adanie
definicie pojmu mnohostena. Lakatosovi sa podarilo vystihnat’ délezity aspekt matematickej tvorby,
ked’ opisal techniky, pomocou ktorych matematici Celia protiprikladom. Okrem zaujimavého obsahu
bol uspech Proofs and Refutations podmieneny aj pozoruhodnou formou. Lakatos napisal svoju knihu
vo forme dialégu medzi Ziakmi v triede. Ale nie je to obyc¢ajna trieda. Lakatos v nej zhromazdil
matematikov minulosti, ktori prispeli k tedrii mnohostenov od Cauchyho a Hessela aZz po Abela a

Poincarého. Je vzrusujuce predstavit’ si, ¢o by sa stalo, keby ucastnici debaty, ktora sa tiahla po dobu
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dvoch storoc¢i, sa mohli stretnit’ a spolu diskutovat. Ako by asi Cauchy reagoval na protipriklady k
svojmu dékazu Eulerovej vety, ktoré sa vynorili po jeho smrti? Prijal by Poincarého topologicky
dokaz, alebo by zotrval pri geometrickom? Uz aj samotnd myslienka takéhoto dialogu je vzrusujuca.
Lakatosovi sa vSak podarilo podstatne viac. Podarilo sa mu z historického materidlu vyextrahovat’
zakladné stratégie €i sposoby myslenia, ktoré mozno najst’ aj v inych oblastiach matematiky. Su to
slavne ,,monster barring, exception barring a lemma incorporation®. Stru¢ne si ich opiSeme.

Eulerova veta tvrdi, ze pre vSetky mnohosteny pocet vrcholov V, pocet hran E a pocet stien F
spiia vztah: V — E + F = 2. Po tom, ako u¢itel’ predviedol jej klasicky dokaz, pochadzajuci od
Cauchyho, zacali sa vynarat’ protipriklady. Neuvedieme vSetky protipriklady, diskutované v knihe, ale

vyberieme iba niektoré, aby vynikla zdkladna idea.

Priklad 1: Predstavme si kocku, ktord ma vo svojom vnutri dutinu v tvare mensej kocky. Nie je tazké

nahliadnut’, ze pre toto duté teleso je V — E + F = 4 anie 2, ako by malo byt podla vety.

Priklad 2: Dva Stvorsteny so spolo¢nou hranou. V tomto pripade je V- E + F = 3.

Tieto priklady predstavuji principy ako mozno vytvarat podivné objekty. Nie je tazké
predstavit’ si mnohosten s niekol’kymi dutinami, a z viacerych dutych mnohostenov vytvorit’ retazec
telies pospajanych pomocou spolo¢nych hran, vrcholov ¢i stien. Otazka samozrejme znie, o nam
tieto objekty hovoria o dokazanej vete. Na zodpovedanie tejto otazky sa vynorili viaceré¢ stratégie.

Prvu stratégiu Lakatos nazval monster-barring: Takéto divné objekty ur¢ite nie st tym, na ¢o
myslime, ked’ hovorime o mnohostenoch. Su to monstra, ktoré nie sii zaujimavé a nemali by sme

dovolit, aby nam rozbili nasu peknu tedriu. Ziaden normalny ¢lovek by ni¢o podobné za mnohosten
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nepovazoval. Druhu stratégiu Lakatos nazval exception-barring: Uznavame, ze tieto objekty st
skutoné mnohosteny, a teda predstavuju protipriklady pre Eulerovu vetu. Veta, tak ako sme ju
sformulovali neplati. Nie je tak vSeobecna, ako sme si mysleli. Musime obmedzit’ rozsah vety urcitou
podmienkou tak, aby vsetky vynimky padli mimo takto zizeného rozsahu. Nie je tazké nahliadnut’, Ze
vSetky uvedené protipriklady predstavuju nekonvexné telesa (obsahuju body, ktorych spojnice nelezia
celé v ich vnutri). Preto ked’ sa obmedzime na konvexné mnohosteny, veta je zachranena. Tretiu
stratégiu Lakatos nazval lemma-incorporation: Vo vyssie opisanych stratégiach sme sa z naSich
protiprikladov nenaucili ni¢ nového. V pripade monster-barring sme ich jednoducho ignorovali, a
vetu sme nad’alej tvrdili vo vdcsej vSeobecnosti, nez aka jej prislucha. Naopak, v pripade exception-
barring sme vetu prili§ obmedzili. Eulerova veta plati aj pre cely rad nekonvexnych mnohostenov, ako
sa mozno l'ahko presvedCit. Preto by sme sa nemali snazit' zachranit’ platnost’ pdvodnej vety tym, ze
ju obmedzime na konvexné¢ mnohosteny. Mali by sme sa radSej pokusit’ najst’ vSeobecnejsiu vetu,
ktora by zahtiiala aj objekty vytvorené v prikladoch 1 a 2. Iba takto sa nau¢ime nieo nove.

Teun Koetsier v knihe Lakatos’ Philosophy of Mathematics, A Historical Approach Kritizuje
Lakatosa slovami: ,,Existuje urcita podobnost medzi Lakatosovou rekonstrukciou historie Eulerovej
vety o mnohostenoch a redalnou historiou... AvSak raciondlna rekonstrukcia sa znacne odchyluje od
chronologického poriadku, v akom sa veci skutocne odohrali... Co sa tyka chronologického poriadku,
niet mnoho spolocného medzi dialogom a skutocnou historiou. Niet pochybnosti o tom, ze Proofs and
Refutations obsahuju znacne kontrafaktualnu raciondlnu rekonstrukciu.* (Koetsier 1991, s. 42).
Napriek tomu knihu hodnoti pozitivne: ,,Proofs and Refutations je presvedciva, lebo ukazuje
spoznatelné matematické spravanie.* (Koetsier 1991, s. 44). O nieco kritickejsie vyznieva hodnotenie
Davida Corfielda, ktory ukézal, ze protipriklady nehraji v rozvoji matematiky tak vyznamnt ulohu,
aki im prisudzuje pri svojej racionalnej rekonstrukcii Lakatos. Ako priklad uvadza Poincarého
Analysis situs, ktorého dokazy boli zna¢ne pozmenené, avsak v celych 300 stranach textu sa objavil
iba jediny protipriklad (Corfield 1997, s. 108). To ukazuje, Ze re-formulacie Poincar¢ho ddkazov
neboli vysledkom objavu protiprikladov. Preto sa zda, Ze aj ked Lakatos objavil stratégie

matematického myslenia, pouzivané pri re-formulacii tvrdeni, v procese re-formulacie existuju aj
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dal8ie stratégie, ktoré Lakatos neuvazoval. K nadmernému zvyrazneniu tlohy protiprikladov Lakatosa
priviedol jeho zamer aplikovat’ Popperovu filozofiu z Conjectures and Refutations aj na matematiku.
Je preto prirodzené, ze sa Lakatos polozil déraz na protipriklady. Napriek tomu nemozno popriet’, Ze
sa mu podarilo objavit nie€o skutocne nového a zaujimavého, menovite stratégie re-formulécie, ktoré
matematici pouzivaju pri tvorbe pojmov (v tomto pripade v procese tvorby pojmu mnohostena). Z
hladiska epistemologie nie je ddlezité kritizovat’ Lakatosa za to, Ze jeho rekonstrukcie su historicky
nepresné. Zaujimavejsie je vziat' jeho analyzy za vychodisko a pokusit’ sa najst’ d’alSie stratégie re-
formuldécii a tym ziskat’ uplnejSie porozumenie pre tento aspekt matematickej tvorby.

Jednu stratégiu, ktort Lakatos prehliadol, mozno najst’ u Koetsiera. Vo svojej knihe Koetsier
analyzuje dokaz vety o zamenitel'nosti parcialnych derivacii, pochadzajuci od H. A. Schwarza.
Schwarz najprv dokazal tito vetu so Siestimi predpokladmi a potom sa snazil vynechat’ predpoklady,
ktoré neboli pri dokaze nevyhnutné. Podarilo sa mu vynechat’ tri zo Siestich podmienok a tak skon¢il s
podstatne vSeobecnejSou vetou, nez ako bola ta, ktorti povodne dokazal (Koetsier 1991, s. 268-271).
Domnievam sa, Ze tu mame do Cinenia s d’alSou stratégiou, paralelnou k trom, ktoré opisal Lakatos.

Navrhujem nazvat’ ju lemma-exclusion. Ked’ takto doplnime Lakatosove metddy, dostavame schému:

HYPCTTEZA
DOI\(AZ
PROTIPRIKLAD
/ \
MONSTER-BARRING EXCEPTION-BARRING
\ |
LEMMA-INCORPORATION LEMMA-EXCLUSION

\ /

NUTNE A POSTACUJUCE PODMIENKY

Podl'a tejto schémy existuju dve reakcie na vynorenie sa protiprikladu. Jedna moznost je
ignorovat protipriklad ako monstrum, druha je uznat’ protipriklad a z(zit platnost’ vety. Tieto pristupy

vsak nie su uspokojujuce. Metdda monster-barring tvrdi vetu vo vacsej vSeobecnosti, nez ako ta plati.
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Naopak metoda exception-barring prili§ obmedzuje tvrdenie (Beta na s. 28 v Proofs and Refutations
obmedzuje Eulerovu vetu na konvexné mnohosteny, kym H. A. Schwarz obmedzil svoju vetu na
funkcie spinajuce vietkych est’ podmienok). Po uréitom ¢ase matematici rozpoznajii neadekvatnost’
tychto pristupov. Takto na metddu monster-barring nadvizuje metoda lemma-incorporation, pri
ktorej sa stale snazime ziskat ¢o najvSeobecnejSie tvrdenie, avSak protipriklady uz neignorujeme.
Rovnako na exception-barring nadvizuje stratégia lemma-exclusion, pri ktorej sa usilujeme zotrvat’
na bezpecnej pdde, ale snazime sa prili§ obmedzujuce podmienky tvrdenia postupne oslabovat. V
idealnom pripade sa tieto dve metody stretni ked’ ndjdeme nutné a postacujiice podmienky tvrdenia.
Vidime, Ze otazka re-formulacii sa neobmedzuje iba na rieSenie konkrétnych matematickych
problémov. Aj potom, ked’ je urcity problém vyrieSeny a veta je dokdzand, moZeme sa snaZzit’ vetu
preformulovat. V takomto procese postupného preformulovavania tvrdeni a dokazov sa zrodil cely
rad matematickych pojmov. Mnohé definicie, s ktorymi sa stretdvame v ucebniciach matematiky, st

vysledkom jednej alebo viacerych re-formulacii, ktoré boli vynitené vynorenim sa protiprikladov

.....

3.3 Re-formuldcie a budovanie teorii

Vedl’a rieSenia problémov a tvorby pojmov, tretou oblast'ou, v ktorej sa Casto stretdvame s re-
formulaciami je oblast’ axiomatizacie matematickych tedrii. Ked’ sa podarilo vyrieSit' dostatocné
mnozstvo problémov a z analyzy pouzitych metdd sa zrodil cely rad délezitych pojmov, vynara sa
potreba zjednotit’ prislusnti oblast’ a dat’ jej podobu ucelenej teorie. Prislusné zjednotenie sa Casto
uskutocfiuje pomocou axiomatizacie. Staci spomentt’ na Fregeho axiomatizaciu predikatového poctu,
Zermelovu axiomatizaciu teorie mnozin ¢i Kolmogorovovu axiomatizaciu teérie pravdepodobnosti.
Fregeho priklad, kedy hned’ prva axiomatizacia bola prakticky definitivna, je pomerne vzicny.
Castejsie su priklady, kedy sa matematici k definitivnej axiomatizacii dopracuju postupne, pomocou
série re-formulacii. Stava sa tiez, Ze sa pre dant teoriu navrhne niekol’ko alternativnych axiomatizacii
(napriklad Zermelov a von Neumannov systém pre tedriu mnozin) alebo ze prijatie urcitej axiomy
narazi na odpor a je navrhnuty rad alternativ (ako sa to stalo v savislosti s axiémou vyberu). Uloha re-

formulécii je pri tvorbe axiomatického systému urcitej matematickej discipliny fundamentalna. St to
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prave jemné rozdiely medzi alternativnymi formulaciami axiom, ktoré maj rozhodujici vyznam. Aby
sme zvyraznili vyznam re-formulacii pre axiomatickil metddu, zvolili sme ako ilustraciu, ktorou sme
uviedli celt kapitolu o re-formulécidch prave otazkou alternativnych formulacii piateho Euklidovho
postulatu. Podobne ako v predoslych dvoch pripadoch, aj pri diskusii tlohy re-formulacii pri budovani
matematickych teoérii sa obmedzime na jediny priklad. Vybrali sme Zermelovu axiomatizaciu teorie
mnozin. V praci Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre®® z roku 1908 uvadza Ernst

Zermelo nasledovnych sedem axiom:

Axioma I. (Axioma extenzionality) Ak kazdy prvok mnoziny M je tieZ pervkom N a
naopak, ak teda, M < N aj N < M, potom M = N; alebo stru¢nejsie: Kazda mnoZina
je uréena svojimi prvkami.

Axioma II. (Axioma elementirnych mnozin) Existuje (fiktivna) mnoZina, nulova
mnozina 0, ktord neobsahuje ziaden prvok. Ak a je nejaky objekt daného oboru, tak
existuje mnozina {a} obsahujuca a a iba a ako prvok; ak a a b sa 'ubovolné dva
objekty oboru, vzdy existuje mnozina {a, b} obsahujtica ako prvky a a b ale ziaden
iny objekt X r6zny od nich oboch.

Axioma III. (Axioma separdcie) Vzdy ked je propozicionalne funkcia E(X) definitna
pre vSetky prvky mnoziny M, tak M obsahuje podmnozinu Mg obsahujucu ako svoje
prvky tie prvky x mnoziny M pre ktoré je E(X) pravdivé.

Axiéma 1IV. (Axioma potencie) Ku kazdej mnozine T prislucha ind mnozina UT,
potencna mnoZina mnoziny T, ktora obsahuje ako prvky prave vsetky podmnoziny
mnoziny T.

Axioma V. (Axioma zjednotenia) Ku kazdej mnozine T prisluicha mnozina ST,
zjednotenie mnoziny T, ktora obsahuje ako svoje prvky prave vsetky prvky prvkov
mnoziny T.

Axioma VI. (Axioma vyberu) AK T je mnoZina, ktorej prvkami st vSetko mnoziny
rozne od 0 a navzajom dizjunktné, jej zjednotenie ST obsahuje aspofi jednu
podmnozinu S; ktora ma s kazdym prvkom T spolo¢ny jeden a len jeden prvok.
Axioma VII. (Axiéma nekonecna) V obore existuje aspofi jedna mnoZina Z ktora
obsahuje nulovii mnozinu ako svoj prvok a je tak konstituovana, ze ku kazdému

svojmu prvku a prislucha d’alsi prvok tvaru {a}, inymi slovami, ze s kazdym svojim
prvkom a obsahuje aj zodpovedajicu mnozinu {a} ako svoj prvok.

Vidime, ze axioma vyberu je obsiahnuta uz v pdvodnej Zermelovej axiomatizacii. Zaujimavi re-
formulaciu axiomy III. predlozil Abraham Fraenkel v praci Der Begriff , definit” und die
Unabhdingigkeit des Auswahlsaxioms z roku 1922. Zermelovej formulacii vycita pouzitie nepresného

pojmu ,,definit“. Aby ho nahradil, Fraenkel zavadza pojem funkcie, ktor charakterizuje ako pravidlo
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nasledovného typu: ,,objekt ¢(x) bude vytvoreny z objektu X (,,premennej*), ktory mbze prebiehat’
prvkami mnoziny, a mozno esSte z d’alSich objektov (,,konstant*), pomocou predpisaného pouzitia
(opakovaného, samozrejme, iba koneéne mnoho krat, a ozna¢ené¢ho ako @) Axiém II-VI. Napriklad

o(X) = {{{x}, {0}}, Ux + {{0}}}... Axioma separacie nadobudne potom znenie:

Axioma IIl. Ak je dana mnoZina, ako aj, v uréitom poradi, dve funkcie ¢ a y, tak M
obsahuje podmnozinu Mg (alebo podmnozinu Mg:) obsahujicu ako svoje prvky
vsetky prvky X mnoziny M pre ktoré @(x) je prvkom wy(x) (alebo pre ktoré ¢(X) nie je
prvkom (X)), a ziadne iné.

Dalia re-formulacia Zermelovho systému pochadza od Thoralfa Skolema, ktory v praci Einige
Bemerkungen zur axiomatischen Begriindung der Mengenlehre z roku 1922 navrhol k Zermelovym

axidmam pridat’ d’al$iu, ktort nazyvame axidoma nahradenia. Formuloval ju slovami:

Axioma VIII. (Axioma nahradenia) Nech U je definitna propozicia ktora plati pre
uréité dvojice (a, b) v obore B; predpokladajme dalej, ze pre kazdé a existuje
nanajvys jedno b také, ze U je pravdivé. Potom, ako a prebieha prvkami mnoziny M,
b prebieha vsetkymi prvkami mnoziny My,

Posledna axioma, ktora sa zvykne uvadzat’ pri axiomatizacii tedrie mnozin, je axioma fundovanosti.
Pochadza od Johna von Neumanna z prace Eine Axiomatisierung der Mengenlehre z roku 1925.
Vzhladom k tomu, ze prislusna praca sa tyka inej formulacie tedrie mnozin (v ktorej okrem mnozin
existuju aj triedy) ako aj vzhl'adom k tomu, ze von Neumann svoju pracu neformuluje v jazyku
mnozin ale v jazyku funkcii, je jeho formulacia principu fundovanosti tazsie zrozumitelna. Preto si ju

uvedieme v tvare, aky jej dali Fraenkel a Bar-Hillel

Axioma IX (Axiéma fundovanosti.) Kazd4d neprazdna mnozina a obsahuje taky prvok
b, Ze a a b nemajt spolo¢né prvky.

Vidime, Ze systéme axiom, ktory sa dnes Standardne pouziva pre formulaciu tedrie mnoZzin sa zrodil v
priebehu 17 rokov za prispenia Styroch autorov. Pritom sa menil aj jazyk, v ktorom bola tedria mnozin
formulovana. Kym Zermelo pouzival prirodzeny jazyk, postupne sa stdle viac a viac do popredia
dostéval jazyk formalnej logiky. Ten existoval tiez v celom rade alternativnych formulacii.

Paralelne s tym, ako sa postupne upresnovala formulacia zékladnych pojmov tedrie mnozin,

prebichala burliva diskusia ohladom axiomy vyberu. Boli predlozené viaceré alternativy k tejto
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axiéme, a dokonca sa zrodila aj alternativna formulacia k celej cantorovskej teorii mnozin v podobe
Alternativnej teérie mnozin (Vopénka 1979). Z rozsahovych dévodov sa nemdzeme pustat do
vykladu tejto fascinujuicej oblasti zakladov tedrie mnozin, a podobne ako v kapitole 3.1, Citatela

odkazeme na odbornu literatiru ako Dauben 1979, Moore 1982, Fereirds 1999, ¢i Vopénka 2004.

209



4 Matematika a zmena

Dostali sme sa na zdver vykladu jednotlivych typov zmien v dejindch matematiky. V
zavereCnej kapitole sa pokusime zaujat’ stanovisko k vybratym koncepciam vyvinu matematiky.
Zameriame sa na koncepcie zalozené na pracach Thomasa S. Kuhna, Imre Lakatosa a Jeana Piageta,
pricom ich budeme posudzovat’ z pozicie, ktora sme rozpracovali v predoslych castiach nasej knihy.
Zvlastnostou tejto pozicie je, ze kladie déraz na historicitu jazyka matematiky, teda matematicke
poznanie sleduje v zavislosti od historicky existujucich vyrazovych prostriedkov jazyka matematiky.
Mozno povedat, Ze je pokusom o kompromis medzi analytickymi pristupmi k filozofii matematiky,
ktoré kladu doraz na jazyk a logiku, avSak tieto chapu ahistoricky, a historickou Skolou, ktord kladie
doraz na historicitu matematického poznania, avSak tuto historicitu skima sociologickymi ¢i
psychologickymi prostriedkami. Na§ pristup je strednou poziciou medzi tymito krajnostami v tom, Ze
uzndvame, ze matematické poznanie je v urcitom zasadnom zmysle historické, avSak jeho historicitu
chceme uchopit’ prostriedkami analytickej filozofie, predovsetkym prostriedkami logiky. Verime, Ze
rekonsStrukcia zmien syntaxe matematického jazyka pri re-prezentaciach ako aj rekonstrukcia zmien
sémantiky jazyka matematika pri objektaciach ukéazali, o mame na mysli historiou rekonstruovanou

prostriedkami analytickej filozofie. Nas pristup je tak rozvinutim niektorych nazorov Jakka Hintikku.

4.1 Otazka revolucii v matematike (Kuhn)

V polovici 1970-tych rokov sa pod vplyvom prac troch historikov matematiky rozprudila
diskusia 0 moznosti pouzit Kuhnovu tedriu vedeckych revolucii pri opise vyvinu matematiky.
Michael Crowe v ¢lanku Desat’ "zakonov" tykajucich sa foriem zmeny v dejinach matematiky vyslovil
jednoznacne negativne stanovisko, podl'a ktorého ,,Revolucie sa nikdy nevyskytuji v matematike.*
(Crowe 1975, s. 165). O rok neskoér vysiel ¢lanok Herberta Mehrtensa Kuhnove teorie a matematika:
diskusny prispevok o novej historiografii matematiky (Mehrtens 1976), v ktorom je k pouzitelnosti
Kuhnovej teorie v oblasti matematiky zaujaty zmierlivej$i postoj. Mehrtens ukazuje, Ze niektoré

pojmy (vedecké spoloCenstvo, anomalie, normalna veda) maji explanacnii hodnotu a poskytuju
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nastroj aj pre historické skimanie matematiky, zatial’ ¢o iné (revolucia, kriza, nesimeratel'nost’) s v
matematike bez explanacnej hodnoty a zavadzaju diskusiu do neproduktivnych sporov. Kuhnova
teodria ako celok sa vSak ani podla Mehrtensa nedd aplikovat’ na dejiny matematiky. Roku 1984
vychadza stat’ Josepha Daubena Konceptudlne revolicie a dejiny matematiky: dve studie o raste
poznania (Dauben 1984). V nej autor uvadza dva priklady - objav nestimeratel'nych veli¢in a vznik
tedrie mnozin - na ktoré je podla jeho nazoru Kuhnova tedria v plnej miere pouzitelna. Uvedené
¢lanky boli zahrnuté do knihy Revolutions in Mathematics, ktora roku 1992 vydal Donald Gillies.
Okrem spomenutych troch $tudii kniha obsahuje devét clankov, v ktorych historici matematiky
analyzuju vyznamné zlomy v dejindch matematiky a diskutuju otazku, ¢i ich je mozné nazvat

revolu¢nymi alebo nie. V suvislosti s touto diskusiou sa vynara niekol'’ko problémov.

a. zmeny akého typu povaZujeme za revolucné

Ako prvli mozno polozit' otazku: zmeny akého typu sme ochotni povaZovat’ za revolucéné?
Na prikladoch v knihe Revolutions in Mathematics je zaujimavé, Ze niektoré z nich predstavuji re-
prezentacie (vznik tedrie mnozin (Dauben 1984), vznik analytickej geometrie (Mancosu 1992), vznik
diferencialneho a integralneho poctu (Grosholz, 1992) a vznik predikatového poctu (Gillies 1992b)),
kym iné patria medzi objektacie (legitimizacia kalkulu (Giorello 1992), vznik neeuklidovskych
geometrii (Zheng 1992), zmena v ontologii (Gray 1992), vznik neStandardnej analyzy (Dauben
1992)). V principe tak prichadzaju do tivahy tri mozné vymedzenia pojmu revollicia v matematike.

Prvé chapanie (ktoré zastava Crowe) povazuje ako re-prezenticie tak aj objektacie za
konzervativne, teda za zmeny pri ktorych nedochadza k revolu¢nej premene. Zda sa, ze naSe analyzy
podporuju toto stanovisko, lebo ukazuji vysoku mieru regularity re-prezentacii aj objektacii. Hovorit’
tu o revoluénej premene sa preto nezda adekvatne.

Druhé mozné chapanie pojmu revolicie v matematike by bolo povazovat’ za revolu¢né re-
prezentacie (lebo menia univerzum objektov matematiky), kym objektacie prehlasit’ sa konzervativne
zmeny. Toto stanovisko je blizke Gilliesovi, ktory v predslove k Revolutions in Mathematics navrhol
odlisit’ dva druhy zmien (a tak zmierit Crowa a Daubena). Kym Gillies prislusné zmeny odlisil

sociologicky, nasa klasifikacia ponuka epistemologické kritérium.
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Ako tretie chapanie pojmu revolucie v matematike by bolo povaZzovat’ ako re-prezentacie tak
aj objektacie za revolucné. Toto stanovisko sice prindSa nadmerné rozsirenie pojmu revolucie, ale
pokial’ niekto chce urciti objektaciu (napriklad objav neeuklidovskych geometrii) prehlasit za

revoluént, je rozumné predpokladat’, Ze aj ostatné objektacie st kandidatmi pre toto oznacenie.

b. odliSenie revolucii a epistemickych zlomov

Dalsi problém, ktory sa pri konfrontacii Kuhnovej tedrie a nasich rekonstrukcii vynara,
spoc¢iva v moznosti ponechat’ pojmu vedeckej revolicie jej sociologicky obsah, a zlomy, o ktorych
sme hovorili v tejto knihe oznacit’ terminom epistemologickd ruptira. Toto odliSenie sa zda byt
oddovodnené tym, Ze jednotlivé zlomy sme identifikovali analyzou jazyka matematickych teorii a
jeho epistemologickych aspektov (logicka, expresivna a explanatoricka sila v pripade re-prezentacii,
¢i povaha pozadia, horizontu a epistemického subjektu v pripade objektacii). Odlisenie vedeckych
revolicii a epistemickych ruptur umoziuje postipit’ v nasich analyzach o krok d’ale;j.

Kym ku kazdej vedeckej revolucii prislucha urcita epistemickad ruptira, ktora predstavuje
epistemologicky aspekt prisluSnej zmeny, nie kazda ruptira nutne prerastie vo vedeckl revoltciu.
Svedc¢i o tom vyvin syntetickej geometrie. V kapitole 2.1.A sme opisali Sest’ epistemickych ruptir,
ktoré sa odohrali v dejinach syntetickej geometrie. V literatire sa vSak ako revollcia oznacuje iba
jedna z nich: objav neeuklidovskej geometrie. Takto odliSenie pojmu epistemickej ruptury a vedeckej
revoliicie umoznuje nastolit’ otazku: Ktoré epistemické ruptury prerasti vo vedecké revolicie? Je
pozoruhodné, ze zo Siestich zlomov, ktoré su z formalneho hl'adiska podobné, vedecké spolocenstvo
vnima jeden ako revoluéni zmenu, kym zvySnym piatim prisudzuje charakter imanentného vyvinu.
Preco je objav neeuklidovskej geometrie inak vnimany, nez ostatné, s nim ekvivalentné zlomy?

Skuto¢nost’, Ze po formalnej stranke st uvazované ruptiry rovnaké naznacuje, Ze to, Co
rozhoduje o pripisani revolu¢ného charakteru uréitej ruptire, nie je jej vyznam pre samotnu vedu, ale
rozhoduju skor mimovedecké dovody. O povahe tychto dovodov si moézeme utvorit’ predstavu, ked’ si
pripomenieme, akt Glohu hrala geometria vo filozofii tesne pred objavom neeuklidovskej geometrie,
predovsetkym u Kanta. Kant tvrdenia geometrie povazoval za priklad syntetickych sadov a priori.

Ako apriorne sudy predstavovali absolutne isté poznanie, ktoré ziadna aposteridrna skusenost’
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nemohla spochybnit’. Na druhej strane, ked’Ze boli syntetické, predstavovali ozajstné poznanie, v
protiklade so stiidmi analytickymi, ktoré mézu nanajvys nejaky pojem objasnit’, ale naSe poznanie
neobohatia. Na zdklade tohto vykladu dostala geometria v Kantovej filozofii ulohu vzoru a ideédlu
poznania. Naco Kant takyto vzor potreboval? Na kritiku metafyziky! Metafyzika nedisponuje
syntetickym a priori. Je teda poznanim, ktoré je bud apriérne a analytické, ale potom ziadnym
skutoénym poznanim nie je, a predstavuje skor subor lingvistickych explikacii. Alebo je metafyzika
sice synteticka, ale aposteridrna, a preto, ako kazdé poznanie pochddzajice zo sklisenosti, musi byt aj
skusenost'ou preverovanad. Vidime, ze v osvietenskej ideoldgii hrd geometria omnoho délezitejsiu
ulohu, a nie je len ndukou o priestorovych formach. Zda sa, Ze revolu¢nost’ objavu neeuklidovskej
geometrie suvisi prave s tym, Ze tento osvietensky mytus ruca.

Ak je tomu naozaj tak, potom otazka, ze ktoré epistemické ruptiry prerastli vo vedecké
revollicie, teda otdzka, ktoré z mnozstva rovnakych epistemickych zmien pritiahli k sebe pozornost’
verejnosti, mohla stat’ cestou k lepSiemu pochopeniu toho, ako funguje veda v kulttre, aké rozmanité
iltzie spolo¢nost’ s vedou spaja a ako sa usiluje tieto iluzie si udrzat’. To by vysvetlilo aj odozvu na
Kuhnovu knihu, ktora asi nebola dand zdujmom o vedu, ale skor zdujmami rdéznych spolocenstiev,
ktoré vedu pouzivajii na svoju legitimizaciu. Takto oddelenie epistemologického a sociologického
aspektu vyvinu vedy, a ich nasledna konfrontacia, umoziiuje odhalit’ mnoho zaujimavého.

Oddelenie epistemologického a sociologického aspektu zmien vo vede pripomina oddelenie
kontextu objavu a kontextu zdévodnenia v prvej polovici 20-teho storo¢ia. Domnievame sa vsak, ze
ked’ pozitivisti na zac¢iatku tohto storocia zaviedli oddelenie kontextu objavu a kontextu overenia, tym,
ze sa nikdy nepokusili tieto dva kontexty navzajom konfrontovat, ochudobnili sa o to
najzaujimavejsie, ¢o sa z podobného oddelenia da& ziskat. Az konfrontacia epistemologického a

sociologického (resp. logického a psychologického) umoziuje polozit’ tie skutocne zaujimavé otazky.

¢. kritika Kuhnovho pristupu
Hlavna vyhrada, ktori mozno vzniest voci Kuhnovej tedrii na zaklade rekonStrukceii
uvedenych v tejto knihe je, Ze pod pojem vedeckej revolucie zahfiia zmeny rézneho druhu.® S to

jednak re-prezentdcie, ktoré Kuhn analyzuje na priklade kopernikovskej revolicie a vzniku
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elektromagnetickej teorie, a potom objektdcie, ktorych prikladom je oxidac¢na teodria horenia. Preto
zakladné kategorie, ako paradigma, anomalia, kriza a revolucia, ktoré ziskava analyzou takto
heterogénneho materialu, st hrubé a nespecifické. Kazda z Kuhnovych kategoérii v sebe zahtiia viaceré
pojmy. NieCo iné tvori paradigmu v pripade re-prezentacie a nieCo iné v pripade objektacie.
Vzhl'adom na tato neSpecifickost’ Kuhnovej analyzy je celkovy obraz, ktory o revoltciach vo vede
predklada, iba opisom socidlnej adaptacie vedeckého spolocenstva na zmeny. Podobny proces zmien
ako opisal Kuhn, mozno pravdepodobne néjst’ aj u inych spolocenstiev a nie je Specificky pre vedecku
komunitu. Kuhn teda neopisal Struktaru vedeckych revolucii, ale iba na priklade vedy ilustroval
socialnu dynamiku procesu adaptacie urcitej komunity na zmeny.

K tomu, aby bolo mozné presnejsie vymedzit' zakladné kategérie Kuhnovej teorie, ako aj
zachytit’ Specifické Crty, ktoré odlisuju vedecké revolicie od ostatnych procesov socialnej adaptacie,
je potrebné odlisit’ rozne typy vedeckych revolucii. Navrhujem odlisit paradigmu reprezentdcie,
ktora kodifikuje spdsob reprezentacie skutocnosti od paradigmy objektivizdcie, ktora kodifikuje, ¢o z
toho, Co spOsob reprezentacie umoziuje spritomnit, nadobudne status objektivnej skutocnosti. Je
pravdepodobné, Ze nesumeratel'nost’, o ktorej hovori Kuhn, ma réznu povahu v pripade reprezentacii a
objektivizacii. Je mozné, ze kym vedci, ktorych oddel'uje re-prezentacia, ziju v réznych svetoch a
nemoOzu si rozumiet’, tak vedci pouzivajici rézne paradigmy objektivizacie si do velkej miery
navzajom rozumeju, a liSia sa len hodnotenim faktov, ktoré¢ su vsak pre oboch rovnaké. Takto by
relativizacia pojmu nesumeratel'nosti umoznila presnejSie uchopit’ jav, ktory Kuhn opisuje vyluéne v
sociologickych pojmoch. Jednotlivé typy vedeckych revolicii by potom spocivali v zmene paradigmy
prislusného typu. Re-prezentacia, chapana tentoraz nie ako epistemicka ruptira, ale ako s touto
rupturou zviazana vedecka revollcia, by bola zmenou paradigmy reprezentacie a podobne chapana
objektacia by zas bola zmenou paradigmy objektivizacie.

V priebehu re-prezentacie sa v§ak meni aj paradigma objektivizacie, lebo re-prezentacia je tak
radikalna zmena, Ze destabilizuje aj paradigmu objektivizacie. To umoziuje presnejSie opisat’ priebeh
vedeckej revolucie urCitého typu. Revolucia nie je jednorazovy akt, ako ju opisuje Kuhn, ale skor

postupny proces zmien, obsahujici okrem hlavnej ruptury, ktora urCuje typ prislusnej revolicie, aj
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viaceré ruptiry menSicho radu. Pri kazdom type revolicii maji rézny charakter aj anomalie a
prisluina kriza ma ina hibku. Analyza vietkych tychto aspektov umoziiuje opisat’ to, o Giorello
nazval jemnou §truktirou vedeckych revolucii (Giorello 1992). Jemnt Struktiru urcitej re-prezentacie
by tvorila postupnost’ objektacii, ktora k nej vedie, rovnako ako jemnu Struktaru urcitej objektacie by
tvorila postupnost’ re-formulacii. Prave hierarchicka zviazanost’ paradigiem a z nej vyplyvajuca jemna
Struktira revolucii su fenomény, ktoré asi nebudii mat’ analdgie v inych procesoch socidlnej adaptécie,
a preto predstavuju to Specifické, ¢o je vlastné iba vedeckym revolucidm a €o ich odliSuje napriklad
od zmien v oblasti ndbozenstva. To, Ze vedecké revolucie boli ¢asto prirovnavané k nabozenskej
konverzii je spdsobené skutocnost'ou, ze Kuhn opisoval iba sociologicku stranku vedeckej revolucie,
a zo sociologického hl'adiska reaguje vedecké spolocenstvo podobne ako spolocenstvo veriacich. Ked’
vSak prinesieme do hry aj jemnu Struktira vedeckych revolucii, teda skuto¢nost’ Ze urcitd vedecka
revoliicia je tvorend postupnostou epistemickych ruptir mensieho radu, umozni to vedecku revoluciu

jednoznacne odlisit’ od nabozenskej konverzie.

4.2 Otazka matematickych vyskumnych programov (Lakatos)

Rekonstrukciu vyvinu syntetickej geometrie z druhej Casti nasej knihy mézeme pouzit' na
vysvetlenie jedného zvlastneho aspektu Lakatosovej knihy Proofs and Refutations (Lakatos 1976). Vo
svojej knihe podava Lakatos raciondlnu rekonstrukciu historického vyvinu teérie mnohostenov. Ako
material, na ktorom tento vyvin ilustruje, si zvolil Eulerovu vetu. Odhliadnuc od dodatkov, kniha
pozostadva z dvoch casti. V prvej, obsahujucej geometrické dokazy Eulerovej vety, Lakatos uvadza
analyzu stratégii pouzivanych pri rozpracovavani matematickych teorii, ako st monster-barring,
exception-barring ¢i lemma-incorporation. Na viacerych prikladoch presved¢ivo ilustruje, ako je
mozné zachranit’ vetu pred protiprikladmi tak, Ze tieto prehlasime za monstra, alebo za vynimky, ktoré
su z hl'adiska praktického pouZitia vety nepodstatné. Niet pochyb, Ze tieto stratégie matematici naozaj
uplatniuji, a ich filozoficka rekonStrukcia predstavuje prinos k porozumeniu matematiky. Druha cast’
knihy, obsahujiica Poincarého topologicky dokaz Eulerovej vety, uz nie je az tak detailne
rozpracovana. Keby vsak Lakatos nebol predCasne zomrel, je pravdepodobné, Ze by rozohral paletu

stratégii monster-barring, exception-barring a lemma-incorporation aj na tomto materiali. Z
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rovnakych dovodov mozno prehliadnut’ obsahovi chybu na str. 113, spocivajucu v tvrdeni, Ze
heptahedron (t.j. projektivna rovina) ohranic¢uje. Lakatos tu odporuje vlastnému tvrdeniu zo str. 110,
kde tvrdil, Ze heptahedron je jednostranné plocha, a preto neexistuje ziadne geometrické teleso, ktoré
by heptahedron ohrani¢oval. Ale nie toto je problém, ktory chceme vyzdvihnut. Co je na celej knihe
nepochopitel'né je absencia ¢o i len ndznaku prepojenia jej dvoch cCasti. Lakatos, ktory neustile
zdorazitoval nutnost’ rekonstrukcie suvislosti, v ktorych sa nové pojmy zrodili, zrazu ako by nic,

vytiahne na nas cely arzenal kombinatorickej topologie.

a. neprepojenost’ dvoch cCasti Proofs and Refutations

Nasa rekonstrukcia vyvinu geometrie umoznuje vysvetlit' tento aspekt Lakatosovej knihy.
Prechod od geometrie ku kombinatorickej topologii je objektacia, ktord sa neudiala primarne v teorii
mnohostenov (ktorej genézu Lakatos sleduje), ale v tedrii funkcii komplexnej premennej. Ako
Riemann tak aj Poincaré boli ku svojim zdsahom do jazyka geometrie vedeni problémami komplexnej
analyzy. Poincaré¢ uz len dodatocne zuroCuje konceptudlny pokrok, ktory v oblasti komplexnej
analyzy dosiahol a predvadza silu nového jazyka aj v tedrii mnohostenov. Objektacia a eSte k tomu
taka, ktora mala povod mimo sledovanej oblasti, je zlom, pri rekonstrukcii ktorého bol Lakatos
bezradny. Jeho interpretaéné nastroje, ako monster-barring ¢i lemma-incorporation sa tykaju re-
formulacii, a preto tu zlyhavaju. Vznik kombinatorickej topologie je objektacia, pri ktorej sa meni
celd konceptudlna stavba geometrie a nie len rozsah platnosti nejakej vety. TakZe to, ¢o sa spociatku
javilo ako opomenutie prepojit’ dve Casti knihy, vrha svetlo na hranice pouzite'nosti Lakatosovej
metody proofs and refutations. Lakatosova metdda rekonStrukcie je pouzitelna iba v pripade
nemenného konceptualneho ramca. Preto napriek tomu, ze v zaverecnych kapitolach Lakatos piSe o
tvorbe pojmov, skutocnost, ze jeden z najddlezitejSich konceptualnych zlomov v dejinach geometrie
ani len nespozoroval vrha pochybnosti na jeho teoriu.

Po tom, ¢o sme uviedli uz neprekvapuje, ze Lakatos dezinterpretuje epistemologicky zaklad
Poincarého dokazu Eulerovej vety. Vyklada ho ako ,,preklad domnienky do jazyka vektorovej
algebry“ (Lakatos 1976, s. 106). Ale to, ze pre¢o prave do jazyka vektorovej algebry (odkial’ sa

nabrala?), a preco do vektorovej algebry modulo 2 (prec¢o nie modulo 7?) nechava nezodpovedané. Z
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epistemologickej rekonstrukcie Erlangenského programu uz vieme, Ze tu nepdjde o preklad. Vznik
kombinatorickej topoldgie nie je prekladom, ale ¢imsi omnoho radikalnej$im: konstituciou existencie
geometrickych objektov nezavisle od ich danosti v priestore. Okrem toho, rovnako ako Klein v
Erlangenskom programe nepriniesol pojem grupy z algebry do geometrie, ale iba spravil explicitnou
Struktiru, ktord odjakziva tvori fundament pojmu priestoru — menovite grupu kompenzacnych
transformdcii, tak ani Poincaré pri zalozeni kombinatorickej topologie neurobil ziaden preklad, ale
opat’ iba explicitne sformuloval Struktiru konstitutivnych aktov, ktoré tvoria zaklad, na ktorom
operuje geometria. A to, ze ide o Struktiry s aritmetikou modulo 2 ukazuje, ze mame do Cinenia s
konstitutivnymi aktmi. Aritmetika modulo 2 zachytava paritu tychto aktov. Parita znamena, Ze

prislusny retazec sa uzavrie a da vzniknit’ objektu (kym otvoreny retazec ni¢ nekonstituuje).

b. redukcia vyvinu na re-formuldcie

Neskor, ked” Lakatos presiel od metodologie dékazov a vyvrdteni k metodoldgii vedecko-
vyskumnych programov, stale zotrvava na trovni re-formuléacii. Na strane 50 svojej Falsification and
the Methodology of Scientific Research Programmes (Lakatos 1970) predvadza aj pri vykresleni
rozvoja Newtonovho vyskumného programu rovnaké majstrovstvo, ktoré bolo charakteristické pre
prvi polovicu Proofs and Refutations,. Ukazuje, ako Newton presiel od modelu planetarnej ststavy s
nehybnym bodovym Slnkom a jedinou bodovou planétou cez ststavu planéta-Sinko rotujucu okolo
spolo¢ného hmotného stredu, cez model s viacerymi planétami, az po nahradenie bodovych objektov
sférickymi a zahrnutie medziplanetarneho posobenia. Ale Lakatos ml¢i o prechode od newtonovske;j
mechaniky k lagrangeovskej a neskdr k hamiltonovskej. A dovod je rovnaky ako v pripade geometrie.
Prechody k lagrangeovskej a hamiltonovskej mechanike s objektacie, a tie sa vymykaju jeho sposobu
analyzy. Preto, aj ked” Lakatos prehlasuje, Ze jeho cielom je racionalna rekonstrukcia vyvinu vedy, v
podstate ignoruje vsetky vyvinové procesy, pri ktorych sa nieco naozaj zmenilo. Objektacie bud’ uplne
vynechava, alebo ich moéze vylozit ako vynorenie sa nového vyskumného programu (Poincarého
programu v tedrii mnohostenov, Lagrangeovho programu v mechanike). Ale otazku zisadného
epistemologického vyznamu, t.j. aky je vzdjomny vzt’ah medzi dvoma po sebe nasledujicimi

programami, ¢ize napriklad, aky je vztah medzi Kleinovym a Poincarého programom v geometrii, ¢i
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medzi Newtonovym a Lagrangeovym programom v mechanike, tito otdzku Lakatos nikdy nepolozil.

Jeho pozornost’ je sustredend na detailné analyzy re-formulacii, pricom objektacie mu unikaja.

4.3 Otadzka Stadii kognitivneho rozvoja (Piaget)

Jean Piaget s Rolandom Garciom v knihe Psychogenesis and the History of Science (Piaget a
Garcia 1989) predlozili historicku rekonstrukciu vyvinu geometrie, algebry a klasickej mechaniky. V
dejinach geometrie vyclenili tri etapy: euklidovskll geometriu, projektivnu geometriu a Kleinov
Erlangensky program. Tieto etapy priradili trom vyvinovym fazam geometrického myslenia — intra-
figurativnej, inter-figurativnej a trans-figurativnej. Podrobne opisali procesy transformacie poznania,
ktoré sprostredkovavaju prechod z jedného Staddia vo vyvine geometrie na druhé. Ich teodria je
podopreta empirickym vyskumom detského myslenia, ktory ukazuje, Ze analogické etapy, ako sa
vyskytli v dejinach geometrie, mozno najst’ aj vo vyvine myslenia deti. Napriek tymto, bezosporu

pritazlivym aspektom maju Piagetove a Garciove rekonstrukcie aj problematické miesta.

a. otazka vynechanych Stadii

Pri konfrontacii teérie vyvinu geometrie s historickym materialom sa vynaraju viaceré
nejasnosti. Jednak autori ignorujii niektoré vyvinové S$tidida (napriklad neeuklidovski geometriu),
ktoré z historického hl'adiska neboli o ni¢ menej dolezité ako etapy, ktoré uvadzaji (projektivna
geometria). Okrem toho dejiny geometrie predkladajii ako wuzavreté. Po dosiahnuti trans-
figurativneho S§tadia sa uz nema co vyvijat. NaSa rekonStrukcia vyvinu syntetickej geometrie
umoziiuje prekonat’ obe tieto obmedzenia. V jej ramci dostava neeuklidovskd geometria miesto
rovnocenné s ostatnymi Stddiami a vyvin geometrie nie je po vzniku konceptualnej formy jazyka
(zodpovedajucej Kleinovmu Erlangenskému programu) nijako ukonceny. To znamend, Ze spomenuté
nedostatky Piagetovej a Garciovej koncepcie nemaju vecny povod. Vyvin geometrie, tak ako sa
historicky odohral, neopraviiuje vynechat’ Lobacevského, ani prehlasit’ Kleina za vrcholné Stddium vo
vyvine geometrie. Lobacevskij patri do dejin geometrie rovnako ako Poncelet ¢i Klein. Vynara sa tak
otazka, preco sa Piaget a Garcia dopustili spomenutych nepresnosti. Odpoved’ na tito otazku nie je

tazké najst. Ich tri etapy (intra, inter a trans) pripominaji Heglovsku dialekticku trojicu (téza,
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antitéza a syntéza). Preto nepresnosti Piagetovej a Garciovej analyzy dejin geometrie maja svoj povod

nie v historickom materiali, ale v konceptudlnej schéme, pomocou ktorej tento material analyzuju.

b. vzt’ah ontogenézy a fylogenézy geometrie

Dal§im rozporuplnym bodom Piagetovej a Garciovej analyzy vyvinu geometrie je téza, Ze
ontogenéza opakuje historicky vyvin geometrie v obrdtenom poradi (Piaget a Garcia 1989, s. 113).
Podra tejto tézy si deti najprv osvojuju topologické invarianty a az potom invarianty metrické, kym
historicky bola najprv sformulovana metricka (euklidovskd) geometria a az podstatne neskor bola
sformulovana topologia. Spolahlivost’ tejto tézy je oslabena skuto¢nostou, ze v rekonstrukceii vyvinu
geometrie Piaget a Garcia topologiu neuvadzaji. To znamena, Ze sa pokasaju o paralelu vysledkov
psychologickych vyskumov s historickym materialom, ktory neanalyzovali. Na prvy pohl'ad sa naozaj
detské kresby javia ako topologické. Ale oni sa tak len javia. Ked’ si uvedomime zlozitt Struktaru
jazyka topologie, tak sa zda nepravdepodobnym, Ze by detské myslenie zacinalo topoldgiou. Preto sa
musime pytat’ na povod tohto nazoru, na to, ako k nemu Piaget a Garcia dospeli.

Ked’ si prezrieme stavbu Piagetovej a Garciovej knihy, pravdepodobne nam neunikne jedna
zvlastnost’. Autori rekonstruuju vyvin urcitej discipliny bud’ len predtym, ako sa konstituovala ako
exaktna veda (v pripade mechaniky opisuji jej prednewtonovské obdobie), alebo svoju analyzu
sustred’uje vylu¢ne na obdobie po tomto zlome (kapitoly o vyvine algebry ¢i geometrie). Nikde vSak
neopisuju vyvin, ktory by zahtnal aj tento zlom, t.j. vyvin ktory by obsahoval, tak predparadigmaticke,
ako aj paradigmatické etapy rozvoja prislusnej discipliny. Neopisuju teda vyvin mechaniky,
zahfiajlci tak prednewtonovské obdobie (Aristoteles, Oresme, Buridan), ako aj ponewtonovsky vyvin
(Euler, Lagrange, Hamilton). Podobne pri opise vyvinu geometrie nepredkladaji obraz, ktory by
zahfnal tak predgrécku geometriu (Egypt, Mezopotamia), ako aj vyvin po Euklidovi. Preto je
pravdepodobné, Zze protogeometria (tak mozno nazvat’” geometrické myslenie deti predtym, ako si
osvoja aparat metrickej geometrie) ma svoj historickil analdgiu skor v geometrii Egypta ¢i
Mezopotamie, pripadne vo vytvarnom prejave prirodnych narodov, nez v topoldgii. Piaget a Garcia st
nateni vysvetlovat’ protogeometriu pomocou topologie iba preto, lebo predgrécku etapu vo svojej

historickej rekonstrukcii vyvinu geometrie jednoducho vynechali. Potom z toho, ¢o im ostalo, k
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detskému geometrickému mysleniu je skutoCne najblizSie topoldgia. Ale snazit sa pochopit
geometrické myslenie deti pomocou topoldégie mi pripada rovnaké, ako chciet’ interpretovat’ umenie
africkych domorodcov pomocou kubizmu a na zéklade takejto interpreticie dospiet k téze, Ze
ontogenéza opakuje vyvin maliarstva v obratenom poradi.

Vratme sa este k téze o prevratenom poradi ontogenézy geometrie. UZ sme povedali, Ze to nie
je hlboké analdgia, zalozena na podobnosti epistemickej Struktary topoldgie a geometrickych prejavov
deti. Na druhej strane faktom je, Ze obrazky deti v mnohom pripominaju obrazky topoldgie. Nie v tom
zmysle, Ze ked’ diet'a nakresli dom, tak to, ¢o nakreslilo, by zachovavalo topologické invarianty (pocet
komponent, otvorenost’, suvislost’), ale porusovalo metrické invarianty (pomery, uhly). Deti zvi¢Sa nie
st schopné udrzat’ ani topologické invarianty. Mnohé Ciary, ktoré by mali byt suvislé, nakreslia
nesuvislé, mnohé oblasti, ktoré by mali byt uzavreté, nakreslia otvorené. Teda deti neustale nartisaji
aj topologiu. Analdgia nefunguje v detailoch, ale predsa len tu je urcitd podobnost’. Zakladom tejto
podobnosti je vSak skor skutocnost’, Ze topologické invarianty st omnoho robustnejSie nez invarianty
metrické. Ked’ z kruhu urobime elipsu, topologicky aj projektivne sa ni¢ nestalo, kym z metrického
hl'adiska sme objekt zmenili. Podobne, ked’ z kruhu spravime Stvorec, topologicky sa ni¢ nestalo, kym
projektivne a metricky nastala katastrofa. Preto je prirodzené oCakavat’ zachovavanie topologickych,
projektivnych a az nakoniec metrickych invariantov pri kazdom procese ucenia — od osvojovania Si
vlastného tela, cez ucenie sa chodit, az po ucenie sa kreslit' a rysovat. Vzdy, ked’ si treba osvojit
ur¢iti komplexnu koordinaciu, tak si dieta napred osvoji jeho robustnt topologicku Struktaru, potom
o nie¢o jemnejsiu projektivnu Struktiru (drzanie smeru) a az na zaver jemnu metricku Struktiru. Preto
potacavll chodzu deti mozno tiez oznalit za ,topologické Stddium® ich motorickej koordinacie.
Domnievame sa, Ze je to rovnako opravnené, ako nazyvat ich kreslenie topologickym. V oboch

pripadoch vSak nazvanie urcitého Stadia topologickym len malo pomdze problému naozaj porozumiet’.
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Poznamky

1 — (s. 10) Ur¢ity problém pri chapani geometrickych obrazkov ako jazyka predstavuje
otazka zapisu propozicii pomocou obrazkov. Treba si ale uvedomit’, ze ani zapis propozicii
pomocou symbolov nevznikol ihned’. ESte ani Viéte na konci 16. storo¢ia nemal symbol pre
rovnost’ a tak nebol schopny zapisat’ propoziciu pomocou symbolov. Pomahal si tym, ze
fragmenty symbolického jazyka spajal do tvrdeni pomocou prvkov prirodzeného jazyka. Preto
ani v pripade jazyka geometrie nie je nutné v jednom kroku vyriesit' vSetky problémy jeho
syntaxe. Zatial' sa obmedzime na tvorbu termov ikonického jazyka. Mozno sa neskor podari
najst spdsob ako spojit’ viaceré termy ikonického jazyka do propozicie podobne, ako
pomocou znaku rovnosti vytvarame propoziciu z termov symbolického jazyka.

2 — (s. 10) Z tohto hladiska mozno Paschov objav, ze Euklidova geometria neobsahuje
postulat, ktory by zarucil, Ze dve kruznice opisané z opacnych koncov danej usecky
s polomerom rovnym diZke use¢ky sa naozaj pretnu, interpretovat’ ako objav skuto&nosti, Ze
prislusny obrazok nie je korektne utvoreny term jazyka syntetickej geometrie. Na obrazku
priese¢nik kruznic jasne vidime ale ked si uvedomime, Ze rovina tvorena iba bodmi
S raciondlnymi stradnicami je modelom Euklidovych postuldtov, je zrejmé, ze existenciu
prislusného bodu nie je mozné z Euklidovych postulatov dokédzat’. Tento priklad je ilustraciou
vykladu obrazkov ako termov jazyka syntetickej geometrie a chapania Euklidovych postulatov
ako formacnych pravidiel tohto jazyka.

3 — (s. 13) Logické a expresivne medze uritého jazyka sa daju vyjadrit az
prostriedkami neskorSieho jazyka, v rdmci ktorého mozno vytvorit’ situaciu, pri opise ktorej
predosly jazyk zlyhava. Preto pri opise logickych a expresivnych medzi si budeme vypoméhat’
prostriedkami neskorSich jazykov.

4 — (s. 16) Je zaujimavé, ze v stati Funktion und Begriff Frege uvadza ako typické
tvrdenie elementarnej aritmetiky vztah 2 + 3 = 5. V praci Grundlagen der Arithmetik Frege
kritizuje Kanta a ako priklad na ktorom vidiet’, Ze tvrdenia aritmetiky nemozno odvodit’ z
nazerania uvadza priklad 135 664 + 37 863 = 173 527 (Frege 1884, s. 17). Tento priklad
ukazuje, Ze jazyk elementarnej aritmetiky sa zaklada na formalnych pravidlach manipulécie so
symbolmi.

5 —(s. 27) Je dolezité si uvedomit’, ze algebra dokaze explicitne vyjadrit’ postup vd’aka
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tomu, ze ma implicitny pojem funkcie (alebo ako piSe Frege v citdte uvedenom na strane 11,
matematici ,,dospeli ku skumaniu jednotlivych funkcii, avsak este bez toho, Ze by
vV matematickom zmysle pouzili toto slovo a zZe by chapali jeho vyznam®). Lebo je to prave
odlisenie funkcie a argumentu, ktoré umoziuje zo vzorca vycitat’ poradie, v akom jednotlivé
operacie po sebe nasleduju.

6 — (s. 31) Symbol n! oznacuje sucin ¢isel od 1 po n (4! = 1.2.3.4 =24, kym 6! =
1.2.3.4.5.6 = 720).

7 — (s. 38) Treba vsak dodat, ze s Cardanovym casus ireducibilis to nie je takto
jednoduché. Polynom tretieho stupiia, ktory Cardano sktimal, ma tri redlne korene. Mame teda
do ¢inenia s jemnejSim problémom. Vzorec pre rieSenia rovnice treticho stupna vyjadruje
redlne korene ako kombinacie komplexnych veli¢in. Ale to ni¢ nemeni na skuto¢nosti, ze
reprezentacia polyndomov pomocou kriviek umoziiuje porozumiet javom, ktoré pri
algebraickom pristupe posobia tajuplne.

8 — (s. 39) Tu sa musim C¢itatel'ovi ospravedlnit. Neodolal som pokuSeniu a ako
ilustraciu som zvolil priklad, ktory je elegantny, ale prave kvoli tomu trocha zastiera pointu.
Ide o0 to, Ze aj pri konStrukcii pravidelného patuholnika sme pouzili trik — jeho nahradenie
desatuholnikom. Keby sme to neurobili, dostali by sme podobnu rovnicu, iba by to trvalo o
nieco dlhsie. Podstatné tu vSak nie je, ako rychle dostaneme rovnicu. Podstatna je skuto¢nost,
ze nasledna konstrukcia je uz trividlna. VSetku pracu sme presunuli na plecia algebry. Algebra
ulohu vyrieSila za nas; od rovnic nés priviedla ku korenom. Nam ostava uz len zostrojit
prislusny kore, a to je trivialne.

9 — (s. 50) O ,,nespojitych* funkciach hovoril uz Euler, avsak tento termin pouZzival v
inom vyzname. Za nespojitt funkciu povazoval napriklad absolttnu hodnotu, teda funkciu f(x)

= |x|, lebo na intervale (-, 0) je zadana predpisom f(x) = —x, kym na intervale (0, +)

predpisom f(x) = x. Podla Eulera je funkcia nespojita, ak na roznych castiach svojho
definiéného oboru je zadana pomocou roznych analytickych vyrazov.

10 — (s. 62) Paschova argumentacia sa zaklada na vydobytkoch iterativnej geometrie,
predovsetkym na Dedekindovej praci Stetigkeit und Irrationale Zahlen. Dedekind zasadnti
odliSnost’” medzi oborom vSetkych redlnych c¢isel a oborom vsetkych raciondlnych cisel
Z hl'adiska ich uplnosti. Pasch si uvedomil, Ze rovina, z ktorej by sme vynechali vSetky body
ktorych stradnice nie st raciondlne €isla by eSte stale bola modelom Euklidovej geometrie
(dvoma bodmi s raciondlnymi stradnicami by prechadzala prave jedna priamka s
raciondlnymi bodmi, etc.). V tomto modeli sa vSak uvedené kruznice nepretni. Preto
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existencia priesecnika kruznic nevyplyva z Euklidovych postuldtov, ked’Zze postulaty s v
modeli splnené, ale priesecnik kruznic tam neexistuje.

11 — (s. 63) Oto vécSou iréniou je, ze ked” Frege opustil systém Begriffsschriftu
a presiel k systému svojich Grundgesetze der Arithmetik (Frege 1893), jeho novy systém sa
ukazal byt’ sporny.

12 — (s. 69) Pri nahliadnuti do Coursu zistime, ze Cauchy zachoval termin nekone¢ne
malej veli¢iny. Nerozumie nim vSak nekonecne malé Cislo, ako jeho predchodcovia, ale
premennt veli¢inu, ktord konverguje k nule. Zakladnym pojmom Cauchyho pojatia analyzy je
teda pojem limity.

13 — (s. 70) V ramci logicistického pristupu k zakladom matematiky predlozil Bertrand
Russell riesenie logickym paradoxov v podobe tedrie typov v praci Mathematical logic as
based on the theory of types (Russell 1908).Teoria typov sa vSak v matematike nepresadila.

14 — (s. 72) Skutocnost, ze Cantor sa do oboru transfinitnej aritmetiky dostava
postupnym iterovanim urcitej operacie je potvrdenim skuto¢nosti, Ze tedria mnozin nadvizuje
na iterativnu geometriu. Iterativne procesy, pomocou ktorych matematici 19. storo€ia vytvarali
svoje podivuhodné utvary, mali iba kroky zodpovedajuce prirodzenym Ccislam a novy
geometricky objekt vznikal ako ich limita. Cantor prelomil tuto hranicu a iterativny proces
predizil aj do transfinitnej oblasti. Ked’ sa pozrieme, ¢o mu umoznilo urobit’ tento krok,
vidime, Ze to je operacia prieniku nekonecného systému mnoZin, a jasné pochopenie, Ze prvok
patri do tohto prieniku, ak patri do kaZdej z prenikanych mnoZin. Samozrejme, nechceme
tvrdit, ze Cantor c¢ital Fregeho Begriffsschrift, ktory vysiel rok pred Cantorovou pracou.
Chceme vSak tvrdit’, Ze precizacia logického aparatu, ktord sa udiala v priebehu 19. storocia
a ktora vrcholi vo Fregeho diele, zohrala rozhodujucu ulohu pri Cantorovom prelome do
oblasti transfinitnych iterativnych procesov.

15 (s. 77) V citatelovi mohlo vyvolat' ur€ité pochybnosti, ked som tedriu mnozin
uviedol v pravom stipci tabulky, vktorom figurujii geometrické tedrie. Moze sa zdat
vhodnejsim umiestnit’ teériu mnozin do stredu, medzi oba stipce, lebo tedria mnozin nie je tak
jednoznaéne spojena s geometrickym nazorom, ako zvysné tri ikonické jazyky. K zaradeniu
teorie mnozin na prislusné miesto ma vedu viaceré dovody. Jednak, medzi teériou mnoZzin
a iterativnou geometriou existuje analogicky vztah, aky existuje napriklad medzi algebrou
a matematickou analyzou. Podobne ako moZzno nekone¢ny rad (jeden zo sposobov zaddvania
transcendentnych funkcii — vedl'a integralov a diferencialnych rovnic) chapat’ ako predizenie

polynému ,,do nekonecna®, tak Cantor dospel k mnozindm ked’ prisiel na to, Ze iterativny
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proces, pomocou ktorého zadava objekty iterativna geometria, mozno transfinitne prediZit.
Teda napojenie teérie mnozin na predchadzajuci ikonicky jazyk je typicky pre dynamiku re-
prezentacii a spoCiva v pouziti nekonecného poctu operdcii predoslého jazyka. Rovnako
obrazok analytickej geometrie, v ktorom vyndSame krivku bod po bode obsahuje vlastne
nekonecny pocet euklidovskych konstrukcii (po jednej pre kazdy bod krivky). Podobne
prechod Kk limite v iterativnom procese, ktorym iterativna geometria konstruuje svoje objekty
obsahuje nekonecny pocet kartezianskych konstrukcii, po jednej za kazdy krok iteracie.
Okrem toho Zermelova idea zaddvania mnozin pomocou axiomy vydelenia v tvare {XeA ;
»(X)}, kde ¢(X) je formula ur¢itého formalneho jazyka (t.j. fragmentu predikatového poctu) je
analogické tomu ako Descartes definoval krivku ako mnozinu bodov, ktord spifa urgita
polynomialnu formu p(x). V oboch pripadoch sa symbolicky jazyk (formula ¢(x), polynom
p(x)) pouziva pri definicii objektov analogickym sposobom. Teda aj napojenie tedric mnozin
na predchéadzajici symbolicky jazyk je Standardné. NavySe mysliet’ si, Ze sme schopni vidiet
nejaky fraktal a problém nastava az s mnozinami je naivné.

16 — (s. 84) Je zaujimavé, ze v jazyku neexistuje vyraz vyjadrujuci opak beztvarého,
vyraz oznacujuci predmety majice tvar. Jazyk vnima tvar ako nieco, ¢o konstituuje samotny
objekt, ako nieco, ¢o nemozno Utvaru ubrat. Tvar ako keby ani nebol vlastnostou, ale
esenciou, a preto nepotrebujeme slovo pre oznagenie toho, Ze objekt ma tvar. Uplne stali, ze
mame termin pre to, Ze objekt existuje, lebo existovat’ a mat’ tvar, je to isté.

17 — (s. 84) Uvedomujem si, ze Euklides zil neskor nez Aristoteles, takze ak medzi nimi
bol nejaky vplyv, bol opaénym smerom. Euklidove Zdklady st vsak vyvrcholenim
a kodifikaciou urcitej tradicie. Ked hovorim o Euklidovom ,,vplyve* na Aristotela, mam na
mysli vplyv tejto tradicie (reprezentovanej Eudoxom, Theaitetom a d’al$imi matematikmi,
ktorych objavy su obsiahnuté v Zdkladoch). Euklida chapem ako matematika, ktory thto
tradiciu zavrSuje a symbolizuje.

18 — (s. 88) Ak je paralela medzi diferencidlnym a integralnym poc¢tom a chemickou
technologiou opodstatnena, otvara novy pohlad na jeden zarazajuci aspekt Newtonovho diela
— na Newtonove alchymistické prace. Newtonove alchymistické prace boli spociatku
historikmi ignorované. Povazovalo sa za pol'utovaniahodnu okolnost’, Ze jeden z najvicSich
matematikov vSetkych ¢ias, ¢lovek s prenikavym racionalnym myslenim, venoval mnoho ¢asu
tak iracionalnej zalube ako alchymia. Univerzita v Cambridge dokonca odmietla kuapit
Newtonove alchymistické rukopisy od Lorda Portsmoutha s odévodnenim, Ze nemaju vedecku

cenu, a zachranila ich len velkorysost’ Johna Maynarda Keynesa, ktory ich kupil za vlastné
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prostriedky. Od Keynesa pochadza aj prvy pokus porozumiet’ tejto asti Newtonovho diela
(Keynes 1947). Postupne, ako sa po druhej svetovej vojne rozvijali Newtonovské $tadia,
historici zacali skiimat’ aj Newtonove alchymistické prace. Tie postupne prestali byt
povazované za epizodu, o ktorej by bolo lepSie mlcat, a zacali sa vnimat ako urcitd
zvlastnost, ktora dokresl'uje komplexnost’ osobnosti génia. Ak je spravny vyklad chemicke;j
technologie ako oblasti, ktorej charakter manipulativnych Cinnosti je paralelny s povahou
kalkulativnych operacii v diferencialnom a integralnom pocte, dostdva sa Newtonova zal'uba v
alchymii do nového svetla. Je mozné, Zze medzi chemickou technoldgiou a oblastou
diferencidlneho a integralneho poctu existuje podobnost, ktora Newtona fascinovala.
Analégia medzi odkrytostou manipulacii v jazyku diferencidlneho a integralneho poctu a v
chemickej technologii robi plauzibilnym predpoklad, Ze Newtonova zal'uba v alchymii nebola
vystrednostou génia, ale prirodzenou snahou, motivovanou epistemologickou pribuznost'ou
oboch oblasti.

19 — (s. 93) Ked’ze Wittgenstein vo svojom traktatovskom obdobi bol presvedceny, ze
existuje jedind forma zobrazenia, nemusel tento pojem dalej Specifikovat. V texte ktory
nasleduje zastavame stanovisko, podla ktorého existuje viacero foriem zobrazenia, teda
viacero spdsobov, ako mozZe jazyk zobrazit svet. Pritom zisadné zmeny vo vyvine urcitej
matematickej discipliny spoc¢ivaja prave v prechode od jednej formy zobrazenia k inej. Ked'ze
sme opustili tézu o existencii jedinej formy zobrazenia, sme nuteni viazat' formu zobrazenia
na konkrétny jazyk (a Stadium jeho vyvinu). Aby sme nespoOsobili zmétok, na oznacenie tejto
(Traktatom inSpirovanej) formy nebudeme pouzivat' termin forma zobrazenia, ale radsej
zavedieme novy termin forma jazyka.

20 — (s. 94) Moznost explicitne vyjadrit’ formu jazyka J; v jazyku J; otvara moznost’
pre vznik postupnosti navzajom prepojenych jazykov, v ktorej stadium J, obsahuje explicitne
vyjadrenti formu jazyka predoslého stadia J, 1, a jeho vlastna forma sa stane explicitne
vyjadrenou v nasledujicom stadiu Jy+1.

21 — (s. 100) Ubiehanie rovnobeziek do hibky priestoru a vlastne cel4 hibka obrazu patri
k forme. Obraz nedokaze hibku vyjadrit, ona sa na obraze iba ukazuje. Preto vidiet
perspektivisticka hibku obrazov sa treba ugit’. Obraz je rovinny objekt, je to subor rovinnych
giar a oblasti. Co je na obraze explicitne vyjadrené a ¢o na fiom preto vidi kazdy je, Ze sa
urdité &iary zbiehaju. Napriek rovinnosti obrazu sa viak na niektorych obrazoch ukazuje hibka
priestoru a na niektorych zbiehajtcich sa ¢iarach sa ukazuje ubiehanie do hibky.

22 — (s. 106) Horizont sa stava ¢iarou (t.j. vyrazom jazyka, teda nie¢im, ¢o jazyk dokaze
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vyjadrit’ a nielen ukéazat’) uz u Diirera. Ked’ si predstavime, Zze maliar zobrazeny na Diirerove;j
rytine mal'uje namiesto vdzy krajinu, tak na jeho obraze postupne vznikne horizont. Pre
maliara sa horizont na obraze iba ukazuje, patri teda k jeho forme. Ked’ze vSak Diirerova
rytina predstavuje reprezentaciu reprezentacie a cela situacia mal'ovania Krajiny je na nej
zobrazena z vonkajSieho pohladu, tak pre toto vonkajSie hladisko uz obraz malovany
maliarom nie je len obrazom ale je sucCasne aj predmetom, ktory sa na rytine zobrazuje.
A ked’ze obraz je predmetom ktory rytina zobrazuje, jeho forma je spredmetnena a horizont sa
tak meni na ¢iaru. Spredmetnenie horizontu sa zosilni u Desargua, ktory nahradi skuto¢nost’
obrazom. U Desargua samotny maliar mal'uje obraz obrazu, a teda uz aj pre neho, a nie len pre
vonkajsieho divaka, je horizont zvecneny. Na urenie, ¢i je horizont zvecneny alebo nie si
sta¢i uvedomit’, ze skuto¢ny horizont sa v krajine postiva ked’ sa pohybujeme, kym horizont
zobrazeny na obraze ktory zastupuje krajinu pri malovani obrazu obrazu, sa uz hybat’
nedokéze. Tvori ho fixna ¢iara a je teda spredmetneny.

23 — (s. 108) Vyklad Lobagevského geometrie mozno najst’ v knihe (Sirokov 1955).

24 — (s. 108) Vztah (8) sa neviaze k obrazku, ale je to vSeobecna formulacia
kosinusovej vety v beZzne pouzivanom oznaceni. Premenné a, b ac uvedené na obrazku
nespliajii vztah (8), lebo ten je vztahom euklidovskej geometrie, kym usecky a, b ac
uvedené na obrazku predstavuju strany neeuklidovského trojuholnika. Formulu (8) treba drzat’
oddelene od nasledovného odvodenia.

25 — (s. 109) Rady pre hyperbolické funkcie maji nasledovny tvar:

b b? b* . by b bd
cosh| — =1+ —+ yiRatt sinh| — ==+t
k 2k 24k k k 6k

Ich odvodenie mozno n4jst’ napriklad v Courant 1927.

26 — (s. 118) Terminom epistemicky subjekt chceme pomenovat’ ur€itii vSeobecnu
Struktaru, ktorda v pripade perspektivistického maliarstva a projektivnej geometrie mala
podobu hladiska. U Lobacevského ¢i Cayleyho uz nemozno hovorit' o hl'adisku, lebo ide
0 neeuklidovské systémy, na ktoré uZ nemozno bezprostredne nazerat. Ale aj pri tychto
abstraktnejSich systémoch je stdle v hre urcity subjektivny pdl, ku ktorému je ich jazyk
vztiahnuty. Tento pdl nema povahu bodu, z ktorého sa musime na reprezentaciu pozerat, ak
chceme zahliadnut’ to, ¢o znazornuje. Tyka sa skor interpretacného postoja ¢i odstupu, ktory
je predpokladom porozumenia jazyka. Preto sa zda vhodnejSie oznacit’ subjektivny pol jazyka
terminom epistemicky subjekt.

27 — (s. 134) Druha vetva topologie — vSeobecna topologia — ma rovnaky typ
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epistemického subjektu ako topologia kombinatorickd. Topologicky priestor — zakladny
pojem vSeobecnej topoldgie — je urcitda mnozina, na ktorej je zadand topologia. Topologia
moze byt zadana ré6znymi sposobmi — pomocou otvorenych mnozin, pomocou uzavretych
mnozin, pomocou bazy alebo pomocou filtra. To podstatné, o ¢o ide pri zadani topologie je,
ze Struktura blizkosti (t.j. urCenie toho, ktoré body su k sebe blizko) sa stava explicitne
vyjadrenou v jazyku. Pred vznikom vSeobecnej topologie bola blizkost’ vlastnostou priestoru.
Dva body boli povazované za blizke ¢i vzdialené podla toho, ako boli v priestore umiestnené.
Vo vSeobecnej topologii sa blizkost’ oslobodzuje od priestoru. Podobne ako v
kombinatorickej topologii, aj tu priestor prestdva byt konStitutivnou bazou jazyka. Blizkost’
prestdva byt vlastnostou konstituovanou priestorom, ktory ju bodom ,prepozifiaval®.
Konstitutivnu tlohu, ktort hral priestor, preberd jazyk. Preto pojem topologického priestoru je
z epistemologického hl'adiska pribuzny s pojmom simplexu kombinatorickej topologie.

28 — (s. 138) Premena kontinua na mnozinu bodov je opisana v knihe (Medvedev 1965).

29 — (s. 140) Nasledujuce analyzy sa zakladajii na konfrontacii tlohy zrakovej a
motorickej skusenosti pri rozvoji kultary. Ked’ tvrdime, Ze pre anticka grécku civilizéciu bola
dominantna zrakova sktsenost, nemame tym na mysli zrak vo fyziologickom zmysle, lebo
samozrejme, ten je rovnaky u vSetkych civilizacii. Je to biologick4 danost’ spolocnd vSetkym
I'udom, zrakovo sa orientovat’ vo svojom bezprostrednom okoli. V tom asi niet rozdielu
medzi antickym Grékom ¢i stredovekym Arabom. Zvlastnostou cloveka je vSak, Ze sa
orientuje aj v tom, ¢o ho bezprostredne neobklopuje, vo svete kultirnych entit, ako su
bohovia, hrdinovia, minulost’, budicnost’, hodnoty a podobne. Medzi tieto kultirne entity
patria aj matematické objekty, ako st €isla, trojuholniky ¢1 algebraické rovnice. Jednou z uloh
kultary je prave transcendencia skutocnosti. A tu sa znova stretdme so zrakom, ale tento raz v
kulturnom zmysle, ako zakladnou metaforou pre cestu k transcendentnu. Domnievame sa, ze
jeden z rozdielov medzi gréckou a arabskou kultirou spocival v tom, ze kym anticky Grék
chapal transcendentno ako urcity paralelny svet, do ktorého mozno preniknut zrakom
(spomenme Platonovu metaforu jaskyne a schopnosti nazerat’ ideu dobra), pre Araba sa
transcendentno nezakladalo na zrakovej metafore. V arabskej kultire sa transcendentno otvara
sluchu, ako vyzva alebo ako zdkaz keonaf’. Transcendentno nie je paralelny svet, ale skor
alternativny spdsob konania.

30 — (s. 141) Substituciou sa v algebre rozumie dosadenie, pri ktorom za jednu

neznamu, napriklad X, dosadime vyraz obsahujuci ini neznamu, napriklad (y — 1). Rovnica,
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ktora v premennej x mala tvar x* + 2x — 8 = 0, nadobudne v premennej y podobu y>* -9 =0. Z
rieSenia Y = 3 tejto zjednodusSenej rovnice mozno najst’ rieSenie povodnej rovnice x = 2, ked’ze
x=y-1

31 — (s. 141) Korenom rovnice sa v algebre nazyva ¢islo, ktoré vyhovuje danej rovnici.
Napriklad rovnica x> + 2X — 8 = 0 méa dva korene, X = 2 a x = —4. Termin korefi sa zaviedol
preto, lebo, ako ukazuje aj nas priklad, rovnici moze vyhovovat viac ¢isel. V rannych Stadiach
algebry bola tendencia rezervovat’ termin riesenie rovnice pre Cislo, ktoré vyhovuje realnej
situdcii opisanej rovnicou, kym ostatné Cisla, ktoré rovnici tiez vyhovuju, boli nazyvané
falo$nymi rieSeniami alebo jednoducho korenimi.

32 — (s. 141) V tejto metafore jazyk nepovazujem za pevnt $trukturu, ale za pohybujtci
sa organizmus. Metafora sa zaklad4d na skutoc¢nosti, Ze jazyk ma aj performativnu stranku,
ktort mozno prirovnat k pohybom tela. Pisany prejav prindSa zvecnenie performaécie, jej
vytrhnutie z ¢asu. Pismo pripomina stopy v piesku a algebraickt symboliku mozno prirovnat’
ku zvleCenej kozi hada, ktord nesie na sebe stopy jeho pohybov. Prvotna je performacia,
pohyb, tok reci ¢i sled algebraickych tkonov. Stopa, znak ¢i symbol sa rodia z tohto pohybu,
su jeho zvecnenim.

33 — (s. 143) Napriklad rovnicu 2x* — 4x + 8 = 0 upravil na tvar x* + 4 = 2x.

34 — (s. 144) Tri diela, ktorymi sa novoveka veda rozchadza s antickym dedi¢stvom,
vysli takmer sucasne. Roku 1543 vyslo Kopernikove dielo De Revolutionibus Orbium
Coelestium, ktoré prinieslo prevrat v chapani vesmiru a Vesaliovo dielo De Fabrica Humani
Corporis, ktoré prinasa zasadny obrat v anatomii. O dva roky neskor, roku 1545, vydava

Cardano svoje dielo Ars Magna Sive de Regulis Algebracis, ktoré prinasa zlom v algebre.

2 3
35 - (s. 144) Cardano nazyva binomiom %-‘r (%j +(gj a apotome
c c 2 3
—§+ (E) +(§j . Tieto terminy mozno najst u Euklida v jeho tedrii iracionalit. Cardano

formuly nikdy nenapisal. To, o sme uviedli, je prepis jeho verbalneho opisu do modernej
algebraickej symboliky.

36 - (s. 145) Regiomontanovu symboliku pouzival aj Cardano, ako je zrejmé z citatu v
texte. Jediny rozdiel je, Ze pri tretej odmocnine Cardano nevypisuje celé slovo cubica ale iba
skratku cub a Regiomontanovo slovko de, naznacujuce genitiv, Cardano nahradza dvojbotkou.

37 — (s. 146) Zvysné dva typy rovnic X = bx + ¢ (cubus je rovny veci a ¢islu) a x> + ¢ =
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bX, (cubus a Cislo je rovné veci) sa daji riesit analogicky. Rovnice tvaru x> + bx + ¢ = 0
Cardano neuvazoval, lebo ¢isla vystupujice v rovniciach povazoval za kladné a preto ich
sucet nemoze byt nula.

38 — (s. 148) Zasadné zmeny, ktoré sa odohrali vo vede na prelome 15. a 16. storocia, v
mnohom suvisia. Kopernikov objav, ze Zem sa hybe, sa zaklad4d na schopnosti vedla toho,
ako sa nam javi svet tu na Zemi, pozriet’ sa na svet akoby zvonka, z hl'adiska umiestnené¢ho
niekde mimo slnecnej sustavy. Z tohto vonkajSieho hladiska vidime, Ze to, Co sa nam z
vnutorného hl'adiska javi ako otdCanie oblohy, je v skuto¢nosti (teda z vonkajSieho hl'adiska)
spOsobené rotaciou Zeme. Na podobnom zdvojeni hladiska je zalozeny aj objav rieSenia
rovnice tretiecho stupna, lebo substitucia vlastne znamena prechod k vonkajSiemu hl'adisku. A
prizeranie sa procesu mal'ovania zvonka je aj nametom Diirerovej rytiny.

39 — (s. 151) Kvéli tplnosti uvedieme, e riesenie rovnice tvaru X = bx + ¢, o ktory tu

2 3 2 3
pojde, ma tvar 3 c, (E) —(9) c3l-Sy (E) —(Ej . Zdanlivo ide o malé zmeny,
2 2 3 2 2 3

niekol’ko znamienok sa zmenilo na opacné. Ale tieto nepatrné zmeny maju d’alekosiahle
nasledky, lebo pod druhtt odmocninu sa namiesto s¢itania dostalo od¢itanie.

40 — (s. 151) Komplexnymi &islami sa v matematike nazyvaju &isla tvaru 3 + 7+/~1.
Nazyvaju sa tak preto, lebo st zloZené z dvoch Casti, z redlneho ¢isla 3 a z imaginarneho cisla
7v-1. Veligina V-1 sa nazyva imaginarnou jednotkou a zvykne sa oznaCovat’ pismenom i.

41 — (s. 152) Termin forma sa tu vyskytuje v dvoch vyznamoch. Dufam, Ze pre Citatel’a
nebude problémom ich odlisit. Pouzivam ho jednak v zmysle ,.forma jazyka algebry®, teda v
spojeniach ako ,perspektivisticka forma, projektivna forma*, ako termin patriaci do
epistemologie; a jednak ho pouzivam v zmysle ,,polynomialna forma, kvadraticka forma*,
ako termin patriaci do algebry.

42 — (s. 159) Z tohto Descartovho nizvu vzniklo oznadenie i pre vyraz V-1, a tak

miesto 2 + 3+/—1 dnes piseme 2 + 3i.

43 — (s. 161) Napriklad ¢islu 7 + 2i priradil bod roviny, ktorého X-ova stradnica je 7 a y-
ova stradnica je 2. S¢itaniu komplexnych ¢isel potom zodpovedé posunutie roviny.

44 — (s. 164) Ako sme uviedli, jazyk algebry vznika zvecnenim motorickych aktov.
Epistemickym subjektom jazyka algebry je nositel’ tychto aktov. Ked’ ho nazyvam slepcom,
nemam na mysli skuto¢nt slepotu. Ide len o odmyslenie si zraku ako sposobu orientacie vo

svete. Svet algebry nie je odkryty zraku. Je to svet odkryvany pomocou motorickych schém.
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Ked sa nevidiaci uc¢i orientovat’ sa v urcitej budove, napriklad v Skole, musi si pohyb v
budove zafixovat’. Orientuje sa nie pomocou zraku, ako to robime my, ale pomocou schém
premiestiiovania sa po budove. Budova nie je dobrym prikladom, lebo este stale je to objekt,
ktory existuje aj v nasom zrakovo konstituovanom svete. Budova ma urcity tvar, urcité
priestorové vztahy. Nevidiaci pouzivaju motorické schémy iba na kompenzaciu svojho
handicapu, ale svet, v ktorom sa pohybuju, je geometricky konstituovany svet. Predstavu o
svete algebry si mdézeme utvorit’ vtedy, ked’ si uplne odmyslime aktukol'vek geometrick
reprezentaciu skuto¢nosti a predstavime si, ze mame svet konstituovany vyluc¢ne pomocou
schém transformacii.

45 — (s. 166) Zvecnenie, ktorého vysledkom je pojem permutdcie je analogické
zvecneniu pri ktorom vznikla algebraicka symbolika. Ide o nahradenie cinnosti jej vysledkom.
Podobne ako odmocnina zastupuje v jazyku algebry proces odmocnovania pomocou vysledku
tohto procesu, aj permutdcia zadanim vysledného poradia predmetov zastupuje proces
premiestiiovania. Z epistemologického hl'adiska je pojem grupy naro¢ny v tom, Ze okrem
permutacii obsahuje aj substitiicie aZe substitucie aplikuje na permutacie. Substitucie
predstavuju iny druh zvecnenia ako permutacie. V texte sme ich kvoli jednoduchosti opisali
ako symetrie v nezvecnenej podobe. To nie je celkom presné, lebo vsetko ¢o nachadza
vyjadrenie v jazyku, je zvecnené. Nezvecnené symetrie st tie, ktoré sa v jazyku iba ukazuju.

46 — (s. 179) Je mozné, ze Mobiov barycentricky kalkul je zaloZzeny na koordinativne;j
forme jazyka, ateda rekonstrukcia dejin analytickej geometrie si vyziada aj pouzitie
koordinativnej formy. Rovnako nie je vylucené, Ze pri detailnejSej analyze sa ukaze, Ze
Saccheriho prace su zaloZzené na kompozitivnej forme, a teda bude mozné najst’ ilustracie
vietkych foriem aj v dejinach syntetickej geometrie. Co vSak chcem zdoraznit’ je, Ze to pre
nasSu teoriu nie je nevyhnutné.

47 — (s. 186) Podl'a Kanta je geometria apriérnou formou nazerania priestoru. Ulohou
tejto formy je vniest’ usporiadanie do zmyslovych vnemov. Kantovské forma nazerania je teda
principom koordindcie zmyslovosti, a Kantova filozofia opisuje zdklady koordinativnej formy
jazyka. To, preCo Kantovu filozofiu vykladdme ako artikulaciu kompozitivnej formy jazyka
vidno na skuto¢nosti, Ze nazeranie je len jednou z komponent procesu poznania, a zmyslom
Kantovej filozofie je prave vylozit jednotlivé komponenty (zmyslovost, nazeranie, um a
rozum) a urCit’ ich hranice. Kant opisuje kompoziciu l'udského poznania, ukazuje jeho
jednotlivé zloZzky, ich suhru a hranice. Ked’ vSak formu nazerania prehlésil za apridrnu,

zriekol sa interpretativneho odstupu, a tym aj moznosti inej ako euklidovskej geometrie. Teda
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v oblasti geometrie Kant nevyuzil hlavny prinos svoje filozofie, ktorym je objav aktivnej
ulohy mysle pri poznavani. Na poli geometrie rozum podla Kanta nemd ini moZznost' nez
posluchat’ schémy predpisané Euklidom.

48 — (s. 191) Mozno sa pokusit’ preniest metdédu rekonstrukcie z geometrie aj do
maliarstva. Tu sa paralela zakladd na podobnostiach v tvorbe reprezentacie skutoCnosti.
Napriklad reprezenticia objektov pomocou simplicidlnych komplexov v kombinatorickej
topoldgii pripomina kubisticky rozklad objektu na elementarne formy (Kvasz 2003). Paralela
tu uz nie je tak pevna ako medzi algebrou a geometriou, kde Casto ten isty matematik tvorivo
pracoval v oboch disciplinach.

49 - (s. 206) Tato a nasledujuce klasické prace tykajuce sa axiomatizacie tedrie mnozin
st citované z antologie From Frege to Godel (van Heijenoort 1967).

50 — (s. 213) Odlisenie re-prezentacii a objektacii, ktoré sme zaviedli pri rekonstrukcii
dejin matematiky, je mozné zaviest’ aj vo vede (pozri Kvasz 2001, Kvasz 2004b a Kvasz
2005c). Napriklad vznik teorie pola ¢i kvantovej mechaniky predstavuju re-prezentacie, kym
vznik Lagrangeovej a Hamiltonovej mechaniky st dve objektacie vramci klasickej

mechaniky.
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