1.Lineéarni kédy

Kazdou neprazdnou mnozinu C C Z5 nazveme (binarnim
blokovym) kédem. Reknem, Ze C je linearni kéd délky n a
dimenze k, je-li C podprostorem vektorového prostoru Z
nad télesem Z, a dimC = k.
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1.Lineéarni kédy

Kazdou neprazdnou mnozinu C C Z5 nazveme (binarnim
blokovym) kédem. Reknem, Ze C je linearni kéd délky n a
dimenze k, je-li C podprostorem vektorového prostoru Z
nad télesem Z, a dimC = k.

Necht C je linearni kéd délky n a dimenze k. Rekneme, Ze
matice C typu (k, n) nad télesem Z, je generujici matici
kodu C, jestlize fadky matice C tvofi bazi linearniho kodu
C. Rekneme, Ze matice D typu (n,n — k) nad t&lesem Z, je
kontrolni matici kodu C, plati-li, Ze v € C prave tehdy, kdyz
vD = 0 (. C je pravé mnozinou v3ech feSeni homogenni
soustavy rovnic s matici DT).
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1.Lineéarni kédy

Kazdou neprazdnou mnozinu C C Z5 nazveme (binarnim
blokovym) kédem. Reknem, Ze C je linearni kéd délky n a
dimenze k, je-li C podprostorem vektorového prostoru Z
nad télesem Z, a dimC = k.

Necht C je linearni kéd délky n a dimenze k. Rekneme, Ze
matice C typu (k, n) nad télesem Z, je generujici matici
kodu C, jestlize fadky matice C tvofi bazi linearniho kodu
C. Rekneme, Ze matice D typu (n,n — k) nad t&lesem Z, je
kontrolni matici kodu C, plati-li, Ze v € C prave tehdy, kdyz
vD = 0 (. C je pravé mnozinou v3ech feSeni homogenni
soustavy rovnic s matici DT).

Poznamka (1.1)

Necht C je linearni kéd délky n a dimenze k, C je jeho
generujici a D kontrolni matice. M&me P regularni matici
stupné k a Q regularni matici stupné n — k. Pak PC a DQ jsou
rovneéz generujici a kontrolni matici linearniho kodu C.
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Véta (1.2)

Necht C je matice typu (k,n) a D matice typu (n,n — k) obé
nad télesem Z,. Pak jsou néasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(1) C a D jsou generujici a kontrolni matici néjakého linearniho
kodu,
(2) h(C) =k, h(D)=n—k aCD = 0.
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Véta (1.2)

Necht C je matice typu (k,n) a D matice typu (n,n — k) obé
nad télesem Z,. Pak jsou néasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(1) C a D jsou generujici a kontrolni matici néjakého linearniho
kodu,
(2) h(C) =k, h(D)=n—k aCD = 0.

Necht u,v € Z5. (Hammingovou) vzdalenosti slov u a v
budeme rozumét pocet souradnic, v nichZ se obé slova lisi.
(Hammingovou) vahou slova u € ZJ nazveme pocet
souradnic slova u rovnych jedné. Vzdalenost slov u a v
budeme znacit d(u, v) a vahu slova u oznacujme wt(u).
Konecné (Hammingovou) vzdalenosti kodu C obsahujiciho
alespon dvé slova budeme rozumét Cislo

d(C) = min{d(u,V)| u,v € C,u # v}.
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Poznamka (1.3)

Necht u,v,w € Z5.
(@) d(u,v) =wt(u+v),
(b) wt(u) <n,
(c) d(u,v) =0, pravé kdyZ u = v,
(d) d(u,v)=d(v,u),
(e) wt(u+v) < wt(u+w)+wt(w+v),
() d(u,v) <d(u,w)+d(w,Vv).
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Poznamka (1.3)

Necht u,v,w € Z5.
(@) d(u,v) =wt(u+v),
(b) wt(u) <n,
(c) d(u,v) =0, pravé kdyZ u = v,
(d) d(u,v) =d(v,u),
(e) wt(u+v) <wt(u+w) +wt(w+V),
() d(u,v) <d(u,w)+d(w,Vv).

Poznamka (1.4)

Bud' C linearni kéd obsahujici alespon dvé slova. Potom
d(C) = min{wt(u)| u € C,u # 0}.
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Poznamka (1.3)

Necht u,v,w € Z5.
(@) d(u,v) =wt(u+v),
(b) wi(u) <n,
(c) d(u,v) =0, pravé kdyZ u = v,
(d) d(u,v) =d(v,u),
(e) wt(u+v) <wt(u+w)+ wt(w + V),
(f) d(u,v) <d(u,w)+d(w,v).

Poznamka (1.4)

Bud' C linearni kdd obsahujici alespon dvé slova. Potom
d(C) = min{wt(u)| u € C,u # 0}.

Véta (1.5)

Necht D je kontrolni matice linearniho kédu C dimenze n. Pak
d(C) = d, pravé kdyz existuje d linearné zavislych radkl matice
D a kazdych d — 1 fadkd matice D je linearné nezavislych.
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Mé&jme linearni kéd C délky n. Rekneme, Ze kéd C dokaze
odhalit t chyb, pokud pro kazdé slovo v € C a pro kazdé
nenulové slovo e € Z3 splfujici podminku wt(e) <t plati,
e slovo v +e nelezi v kédu C. Rekneme, Ze kod C dokaze
opravit t chyb, pokud pro vSechna navzajem rlizna slova
v,w € C a pro kazdé e € ZJ spliujici podminku wt(e) <'t
plati, ze d(v,v+e) < d(v+e,w).
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Mé&jme linearni kéd C délky n. Rekneme, Ze kéd C dokaze
odhalit t chyb, pokud pro kazdé slovo v € C a pro kazdé
nenulové slovo e € Z3 splfujici podminku wt(e) <t plati,
e slovo v +e nelezi v kédu C. Rekneme, Ze kod C dokaze
opravit t chyb, pokud pro vSechna navzajem rlizna slova
v,w € C a pro kazdé e € ZJ spliujici podminku wt(e) <'t
plati, ze d(v,v+e) < d(v+e,w).

Symbol |x | znali pro kazdé realné Cislo x jeho celou ¢ast,
tj. [x] € Zax — |x] €(0,1).
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Mé&jme linearni kéd C délky n. Rekneme, Ze kéd C dokaze
odhalit t chyb, pokud pro kazdé slovo v € C a pro kazdé
nenulové slovo e € Z3 splfujici podminku wt(e) <t plati,
e slovo v +e nelezi v kédu C. Rekneme, Ze kod C dokaze
opravit t chyb, pokud pro vSechna navzajem rlizna slova
v,w € C a pro kazdé e € ZJ spliujici podminku wt(e) <'t
plati, ze d(v,v+e) < d(v+e,w).

Symbol |x | znali pro kazdé realné Cislo x jeho celou ¢ast,
tj. [x] € Zax — |x] €(0,1).

Véta (1.6)

Méjme linearni kod C délky n a vzdalenosti d. Pak C dokaze
odhalit d — 1 chyb a opravit Ld%J chyb. Navic C nedokaze
odhalit d chyb a opravit | 952 | + 1 chyb.
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2.Bilinearni a kvadratické formy

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Rekneme, Ze
zobrazenif : V x V — T je bilinearni forma, plati-li pro
vSechny vektory u,v,w € V a skalary a,b € T podminky:
(1) f(a-u+b-v,w)=a-f(u,w)+b-f(v,w),
(2) f(w,a-u+b-v)=a-f(w,u)+b-f(w,v).
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2.Bilinearni a kvadratické formy

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Rekneme, Ze
zobrazenif : V x V — T je bilinearni forma, plati-li pro
vSechny vektory u,v,w € V a skalary a,b € T podminky:
(1) f(a-u+b-v,w)=a-f(u,w)+b-f(v,w),
(2) f(w,a-u+b-v)=a-f(w,u)+b-f(w,v).

Poznamka (2.1)

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht f je
zobrazenif : V x V — T. Definujme pro kazdy vektor v € V
zobrazeni f(v,—) : V — T, které vektoru x € V pfifadi hodnotu
f(v,x) a obdobné definujme zobrazeni f(—,v):V — T
pfifazujici vektoru x € V hodnotu f(x,Vv). Pak je f bilineérni
formou pravé tehdy, kdyz f(v, —) i f(—, V) jsou linearni formy
pro vSechny vektory v € V.
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Necht V je konecné dimenzionalni vektorovy prostor nad
télesem T, (U1, Uz, ...,Up) jeho bdzeaf:V xV — T
bilinearni forma. Matici [f] ) = (a;) nazveme matici
bilinearniho zobrazeni f vzhledem k bazi (uq, usz, ..., un),
pokud a; = f(uj,u;), kdei,j <n.
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Necht V je konecné dimenzionalni vektorovy prostor nad
télesem T, (U1, Uz, ...,Up) jeho bdzeaf:V xV — T
bilinearni forma. Matici [f] ) = (a;) nazveme matici
bilinearniho zobrazeni f vzhledem k bazi (uq, usz, ..., un),
pokud a; = f(uj,u;), kdei,j <n.

Véta (2.2)

Bud' V vektorovy prostor nad télesem T, (us,usy,...,un) baze
V,f:V xV — T bilinearni forma a [f],,) jeji matice vyhledem
k bazi (ug,uy,...,uy). Potom f(v,w) = {v}(ui)[f](ui){w}(Tui) pro
kazdé dva vektory v,w € V.
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Necht V je konecné dimenzionalni vektorovy prostor nad
télesem T, (U1, Uz, ...,Up) jeho bdzeaf:V xV — T
bilinearni forma. Matici [f] ) = (a;) nazveme matici
bilinearniho zobrazeni f vzhledem k bazi (uq, usz, ..., un),
pokud a; = f(uj,u;), kdei,j <n.

Véta (2.2)

Bud' V vektorovy prostor nad télesem T, (us,usy,...,un) baze
V,f:V xV — T bilinearni forma a [f],,) jeji matice vyhledem
k bazi (ug,uy,...,uy). Potom f(v,w) = {v}(ui)[f](ui){w}(Tui) pro
kazdé dva vektory v,w € V.

Véta (2.3)

Mé&jme vektorovy prostor V konecné dimenze nad télesem T a
néjakou bilinearni formuf : V x V. — T. Necht B a C jsou dvé
baze prostoru V a [Id]cg matice pfechodu od béaze B k bazi C.
Potom [f]c = [Id]<g [f]e[ld]cs.

Prakticka linearni algebra a geometrie



Poznamka (2.4)

Pro kaZzdou béazi B vektorového prostoru V dimenze n a kazdou
Ctvercovou matici A stupné n existuje prave jedna bilinearni
forma, pro niz A = [f]g.
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Poznamka (2.4)

Pro kaZzdou béazi B vektorového prostoru V dimenze n a kazdou
Ctvercovou matici A stupné n existuje prave jedna bilinearni
forma, pro niz A = [f]g.

Poznamka (2.5)

Oznacme B(V) mnoZinu vSech bilinearnich forem na
vektorovém prostoru V nad télesem T. Bud f,g € B(V) a
t € T. Definujme na B(V):

(t-f)(v,w)=t-(f(v,w)), (F+9g)(v,w)="F(v,w)+g(v,w)

pro vSechna v,w € V. Potom mnoZina vSech bilinearnich forem
B(V) spolu se zavedenym nasobenim skalarem a scitanim
tvoFi vektorovy prostor nad télesem T. Je-li prostor V konecné
dimenze n = dim(V), je zobrazeni f — [f]g pro kaZzdou bazi
prostoru V izomorfismem B(V) a vektorového prostoru viech
Ctvercovych matic stupné n nad télesem T.
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Rekneme, Ze je bilinearni formu f na vektorovém prostoru
V symetrickd, jestlize f(v,w) = f(w, Vv) pro vSechna

v,W € V, a antisymetricka, jestlize f(v,w) = —f(w, V) pro
vSechnav,w € V.
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Rekneme, Ze je bilinearni formu f na vektorovém prostoru
V symetrickd, jestlize f(v,w) = f(w, Vv) pro vSechna

v,W € V, a antisymetricka, jestlize f(v,w) = —f(w, V) pro
vSechnav,w € V.

Poznamka (2.6)

Pro bilinearni formu f na vektorovém prostoru V konecné
dimenze jsou nasleduijici tvrzeni ekvivalentni:
(1) fje (anti)symetricka,
(2) 3 baze B prostoru V, Ze [f]g je (anti)symetricka matice,
(3) V bazi B prostoru V je [f]s je (anti)symetrick& matice.
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Rekneme, Ze je bilinearni formu f na vektorovém prostoru
V symetrickd, jestlize f(v,w) = f(w, Vv) pro vSechna

v,W € V, a antisymetricka, jestlize f(v,w) = —f(w, V) pro
vSechnav,w € V.

Poznamka (2.6)

Pro bilinearni formu f na vektorovém prostoru V konecné
dimenze jsou nasleduijici tvrzeni ekvivalentni:
(1) fje (anti)symetricka,
(2) 3 baze B prostoru V, Ze [f]g je (anti)symetricka matice,
(3) V bazi B prostoru V je [f]s je (anti)symetrick& matice.

Poznamka (2.7)

Oznacme BS(V ) resp. BA(V ) mnoZinu vSech symetrickych
resp. antisymetrickych bilinearnich forem na prostoru V nad
télesem T. Pak BS(V) i BA(V) jsou podprostory prostoru
vSech bilinearnich forem B(V). Jestlize cha(T) # 2, pak
BS(V)NBA(V) = {0}.
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Véta (2.8)

Je-li V vektorovy prostor nad télesem T a chalT) # 2, potom
Ize kazdou bilinearni formu f na V jednoznacné zapsat ve tvaru
f =15 + fa, kde fs je symetricka a f; antisymetricka bilinearni
forma.
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Véta (2.8)

Je-li V vektorovy prostor nad télesem T a chalT) # 2, potom
Ize kazdou bilinearni formu f na V jednoznacné zapsat ve tvaru
f =15 + fa, kde fs je symetricka a f; antisymetricka bilinearni
forma.

Bud' f bilinearni forma na vektorovém prostoru V.
Rekneme, Ze baze B prostoru V je polarni bazi bilinearni
formy f, jestlize f(u,v) = 0 pro vSechna u,v € B, u # v.
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Véta (2.8)

Je-li V vektorovy prostor nad télesem T a chalT) # 2, potom
Ize kazdou bilinearni formu f na V jednoznacné zapsat ve tvaru
f =15 + fa, kde fs je symetricka a f; antisymetricka bilinearni
forma.

Bud' f bilinearni forma na vektorovém prostoru V.
Rekneme, Ze baze B prostoru V je polarni bazi bilinearni
formy f, jestlize f(u,v) = 0 pro vSechna u,v € B, u # v.

Poznamka (2.9)

B je polarni baze bilinearni formy f na kone¢né dimenzionalnim
prostoru, pravé kdyz je [f]g diagonalni matice.
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Véta (2.8)

Je-li V vektorovy prostor nad télesem T a chalT) # 2, potom
Ize kazdou bilinearni formu f na V jednoznacné zapsat ve tvaru
f =15 + fa, kde fs je symetricka a f; antisymetricka bilinearni
forma.

Bud' f bilinearni forma na vektorovém prostoru V.
Rekneme, Ze béze B prostoru V je polarni bazi bilinearni
formy f, jestlize f(u,v) = 0 pro vSechna u,v € B, u # v.

Poznamka (2.9)

B je polarni baze bilinearni formy f na kone¢né dimenzionalnim
prostoru, pravé kdyz je [f]g diagonalni matice.

Véta (2.10)

Bud' f nenulova symetricka bilinearni forma na vektorovém
prostoru V nad télesem T. Jestlize cha(T) # 2, existuje vektor
u €V, pronéjzf(u,u) #0.
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Véta (2.11)

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht f je
symetricka bilinearni forma na V. Jestlize cha(T) # 2, pak f je
symetrickd < existuje néjaka polarni baze f.
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Véta (2.11)

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht f je
symetricka bilinearni forma na V. Jestlize cha(T) # 2, pak f je
symetrickd < existuje néjaka polarni baze f.

Bud f bilinearni forma na vektorovém prostoru V. Levym
(resp. pravym) vrcholem bilinearni formy f nazveme
mnozinu V|(f) = {u e V| Vv € V : f(u,v) = 0} (resp.
Vp(f) ={ueV|VveV:f(v,u)=0}).
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Véta (2.11)

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht f je
symetricka bilinearni forma na V. Jestlize cha(T) # 2, pak f je
symetrickd < existuje néjaka polarni baze f.

Bud f bilinearni forma na vektorovém prostoru V. Levym
(resp. pravym) vrcholem bilinearni formy f nazveme
mnozinu V|(f) = {u e V| Vv € V : f(u,v) = 0} (resp.
Vp(f) ={ueV|VveV:f(v,u)=0}).

Poznamka (2.12)

Je-li f bilinearni forma na vektorovém prostoru V, pak V,(f) a
Vpp(f) tvofi podprostory prostoru V.
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Poznamka (2.13)

Bud' f bilinearni forma na vektorovém prostoru V a B kone¢na
béaze V. Potom mnoZina soufadnic vzhledem k bazi B vektor(
praveho vrcholu {{v}g| v € V(f)} (resp. levého vrcholu
{{v}g| v € V|(f)}) je rovna pravé mnoZiné vSech feSeni
homogenni soustavy rovnic s matici [f]g (resp. [f]}).
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Poznamka (2.13)

Bud' f bilinearni forma na vektorovém prostoru V a B konec¢na
béaze V. Potom mnoZina soufadnic vzhledem k bazi B vektor(
praveho vrcholu {{v}g| v € V(f)} (resp. levého vrcholu
{{v}g| v € V|(f)}) je rovna pravé mnoZiné vSech feSeni
homogenni soustavy rovnic s matici [f]g (resp. [f]}).

Disledek (2.14)

Je-li f bilinearni forma na konec¢nédimenzionalnim vektorovém
prostoru V, pak dim(V,(f)) = dim(V,(f)) = dim(V) — h([f]g) pro
kazdou bazi B prostoru V.
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Poznamka (2.13)

Bud' f bilinearni forma na vektorovém prostoru V a B konec¢na
béaze V. Potom mnoZina soufadnic vzhledem k bazi B vektor(
praveho vrcholu {{v}g| v € V(f)} (resp. levého vrcholu
{{v}g| v € V|(f)}) je rovna pravé mnoZiné vSech feSeni
homogenni soustavy rovnic s matici [f]g (resp. [f]}).

Disledek (2.14)

Je-li f bilinearni forma na konec¢nédimenzionalnim vektorovém
prostoru V, pak dim(V,(f)) = dim(V,(f)) = dim(V) — h([f]g) pro
kazdou bazi B prostoru V.

Nulitou n(f) bilinearni formy f na vektorovém prostoru V
nazveme Cislo dim(V,(f)). Jestlize n(f) = 0 mluvime o
regularni bilinearni formé f.
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Poznamka (2.13)

Bud' f bilinearni forma na vektorovém prostoru V a B konec¢na
béaze V. Potom mnoZina soufadnic vzhledem k bazi B vektor(
praveho vrcholu {{v}g| v € V(f)} (resp. levého vrcholu
{{v}g| v € V|(f)}) je rovna pravé mnoZiné vSech feSeni
homogenni soustavy rovnic s matici [f]g (resp. [f]}).

Disledek (2.14)

Je-li f bilinearni forma na konec¢nédimenzionalnim vektorovém
prostoru V, pak dim(V,(f)) = dim(V,(f)) = dim(V) — h([f]g) pro
kazdou bazi B prostoru V.

Nulitou n(f) bilinearni formy f na vektorovém prostoru V
nazveme Cislo dim(V,(f)). Jestlize n(f) = 0 mluvime o
regularni bilinearni formé f.

Poznamka (2.15)

Vi (f) = Vp(f) pro kazdou symetrickou bilinearni formu f.
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Bud' f symetrick& bilinearni forma na vektorovém prostoru
V. Pak podprostor V (f) = V|(f) = Vp(f) nazveme
vrcholem symetrické bilinearni formy f.
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Bud' f symetrick& bilinearni forma na vektorovém prostoru
V. Pak podprostor V (f) = V|(f) = Vp(f) nazveme
vrcholem symetrické bilinearni formy f.

Véta (2.16)

Necht f je symetricka bilinearni forma na kone¢né
dimenzionalnim vektorovém prostoru V a B polarni baze f.
Pravé vSechny vektory u € B splfujici podminku f(u,u) =0
tvofi bazi vrcholu V (f).
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Bud' f symetrick& bilinearni forma na vektorovém prostoru
V. Pak podprostor V (f) = V|(f) = Vp(f) nazveme
vrcholem symetrické bilinearni formy f.

Véta (2.16)

Necht f je symetricka bilinearni forma na kone¢né
dimenzionalnim vektorovém prostoru V a B polarni baze f.
Pravé vSechny vektory u € B splfujici podminku f(u,u) =0
tvofi bazi vrcholu V (f).

Mé&jme bilinearni formu f na vektorovém prostoru V nad
télesem T. Zobrazeni f, : V — T dané predpisem

fo(v) = f(v, V) pro kazdy vektor v € V nazveme
kvadratickou formou vytvorenou bilinearni formou f.

Prakticka linearni algebra a geometrie



Bud' f symetrick& bilinearni forma na vektorovém prostoru
V. Pak podprostor V (f) = V|(f) = Vp(f) nazveme
vrcholem symetrické bilinearni formy f.

Véta (2.16)

Necht f je symetricka bilinearni forma na kone¢né
dimenzionalnim vektorovém prostoru V a B polarni baze f.
Pravé vSechny vektory u € B splfujici podminku f(u,u) =0
tvofi bazi vrcholu V (f).

Mé&jme bilinearni formu f na vektorovém prostoru V nad
télesem T. Zobrazeni f, : V — T dané predpisem

fo(v) = f(v, V) pro kazdy vektor v € V nazveme
kvadratickou formou vytvorenou bilinearni formou f.

Poznamka (2.17)

Pro kazdou antisymetrickou bilinearni formu g nad télesem T
charakteristiky cha(T) # 2 je g, = 0.
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Poznamka (2.18)

Bud' f bilinearni forma na vektorovém prostoru V nad télesem
T, cha(T) # 2 a bud f = fs + fa rozklad na symetrickou a
antisymetrickou Cast podle Véty 2.8. Pak

fs(v, W) = 3(fa(v +w) — f2(v) — fo(w)).
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Poznamka (2.18)

Bud' f bilinearni forma na vektorovém prostoru V nad télesem
T, cha(T) # 2 a bud f = fs + fa rozklad na symetrickou a
antisymetrickou Cast podle Véty 2.8. Pak

fs(v, W) = 3(fa(v +w) — f2(v) — fo(w)).

Véta (2.19)

Pro kazdou kvadratickou formu f, na vektorovém prostor nad
télesem chrakteristiky rlizné od 2 vytvorenou bilinearni formou
f existuje prave jedna symetricka bilinearni forma g tak, ze
fa(u) = g2(u) pro vSechna u € V. Pfitom g = fs.
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Poznamka (2.18)

Bud' f bilinearni forma na vektorovém prostoru V nad télesem
T, cha(T) # 2 a bud f = fs + fa rozklad na symetrickou a
antisymetrickou Cast podle Véty 2.8. Pak

fs(v, W) = 3(fa(v +w) — f2(v) — fo(w)).

Véta (2.19)

Pro kazdou kvadratickou formu f, na vektorovém prostor nad
télesem chrakteristiky rlizné od 2 vytvorenou bilinearni formou
f existuje prave jedna symetricka bilinearni forma g tak, ze
fa(u) = g2(u) pro vSechna u € V. Pfitom g = fs.

Matici, polarni bazi a vrcholem kvadratické formy f,
budeme nad télesem s charakteristikou réiznou od 2
rozumet matici, polarni bazi a vrchol prislusné symetrické
bilinearni formy fs. Dale fekneme, Ze kvadraticka forma f,
je regularni, fs je-li regularni bilinearni forma.
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Véta (Zakon setrvacnosti kvadratickych forem, 2.20)

Bud' f, kvadraticka forma na realném konecné dimenzionalnim
vektorovém prostoru V a bud' B a C dveé polarni baze f,. Pak
(@) pocet vektord w, pro néz f,(w) = 0, je v bazichB aC
stejny, tj. n(fz) = [{u € B|fz(u) = 0} = [{v € Clfz(v) = 0},
(b) pocet vektord w, pro néz f,(w) > 0, je v bazichB a C
stejny, tj. p(f2) = |{u € Blf(u) > 0}| = [{v € Clfo(v) > 0},
(c) pocet vektorll w, pro néz f(w) < 0, je v bazichB a C
stejny, tj. g(f2) = [{u € Blf2(u) < 0}| = {v € C|fz(v) < 0}|.
Navic n(f,) 4 p(f2) + q(f2) = dim(V)
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Véta (Zakon setrvacnosti kvadratickych forem, 2.20)

Bud' f, kvadraticka forma na realném konecné dimenzionalnim
vektorovém prostoru V a bud' B a C dveé polarni baze f,. Pak
(@) pocet vektord w, pro néz f,(w) = 0, je v bazichB aC
stejny, tj. n(f,) = |{u € Blfz(u) = 0} = |{v € Clfz(v) = 0},
(b) pocet vektord w, pro néz f,(w) > 0, je v bazichB a C
stejny, tj. p(f2) = [{u € B|f2(u) > 0}| = |[{v € C|f2(v) > 0}|,
(c) pocet vektorll w, pro néz f(w) < 0, je v bazichB a C
stejny, tj. g(f2) = [{u € Blf2(u) < 0}| = {v € C|fz(v) < 0}|.
)

Navic n(f) + p(f2) + q(f2) = dim(V

Dusledek (2.21)

Bud' f, kvadraticka forma na realném konec¢nédimenzionalnim
vektorovém prostoru V. Pak [f;]g a [f2]c obsahuji na diagonéle
pro kazdou dvoijici polarnich bazi B,C € V stejné mnoZzstvi nul,
kladnych Cisel s zapornych Cisel.
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Bud' f, kvadraticka forma na realném konecné
dimenzionalnim vektorovém prostoru. Vezméme nulitu
n(f,) kvadratické formy f, a dale Cisla p(f,) a q(fy) z Véty
2.20. Pak usporadanou trojici (n(f2), p(f2), q(f2)) nazveme
signaturou kvadratické formy f, a bilinearni formy f.
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Bud' f, kvadraticka forma na realném konecné
dimenzionalnim vektorovém prostoru. Vezméme nulitu
n(f,) kvadratické formy f, a dale Cisla p(f,) a q(fy) z Véty
2.20. Pak usporadanou trojici (n(f2), p(f2), q(f2)) nazveme
signaturou kvadratické formy f, a bilinearni formy f.

Disledek (klasické znéni Zakona setrvacnosti kvadratickych

forem, 2.22)

Bud' f, kvadraticka forma na realném konecné dimenzionalnim
vektorovém prostoru, pak jeji signatura (n(f,), p(f2), q(f2))
nezavisi na volbé polarni baze a n(f,) + p(f2) + q(f2) = dim(V).
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Bud' f, kvadraticka forma na realném konecné
dimenzionalnim vektorovém prostoru. Vezméme nulitu
n(f,) kvadratické formy f, a dale Cisla p(f,) a q(fy) z Véty
2.20. Pak usporadanou trojici (n(f2), p(f2), q(f2)) nazveme
signaturou kvadratické formy f, a bilinearni formy f.

Disledek (klasické znéni Zakona setrvacnosti kvadratickych

forem, 2.22)

Bud' f, kvadraticka forma na realném konecné dimenzionalnim
vektorovém prostoru, pak jeji signatura (n(f,), p(f2), q(f2))
nezavisi na volbé polarni baze a n(f,) + p(f2) + q(f2) = dim(V).

Poznamka (2.23)

Bud' f, kvadraticka forma na realném konecné dimenzionalnim
vektorovém prostoru V. Pak existuje takova polarni baze B, Ze
fa(v) € {—1,0,1} pro kazdy v € B.
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Poznamka (2.24)

Necht V a W jsou dva realné konec¢né dimenzionalni vektorové
prostory, f, kvadraticka forma na V a g, kvadraticka forma na
W. Maji-li f, a g, stejnou signaturu, existuje takovy
izomorfismus ¢ : V. — W, Ze f,(v) = g2(¢(v)) pro kazdy v € V.
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Poznamka (2.24)

Necht V a W jsou dva realné konec¢né dimenzionalni vektorové
prostory, f, kvadraticka forma na V a g, kvadraticka forma na
W. Maji-li f, a g, stejnou signaturu, existuje takovy
izomorfismus ¢ : V. — W, Ze f,(v) = g2(¢(v)) pro kazdy v € V.

Véta (Klasifikace kvadratickych forem, 2.25)

BuD f, kvadratickd a fs pFisluSna symetricka bilinearni forma na
redlném vektorovém prostoru V, dim(V) < oo a
(n(f2), p(f2), a(f2)) signatura.
(1) q(fz) =0an(fy) =0 = f(v) > 0 pro kazdy nenulovy v € V
(> resp. fs pozitivné definitn),
(2) q(f;) =0an(fy) >0=fy(v) >0 pro kazdy v € V (f, resp.
fs pozitivné semidefinitnj
(3) p(f2) =0an(fy) =0 = fa(v) < 0 pro kazdy nenulovy v € V
(f2 resp. fs negativre definitn),
(4) p(f) =0an(f) >0 = f,(v) <0 pro kazdy v € V (f, resp.
fs negativrié semidefinitni
(5) p(f2) >,q(f2) > 0= 3v eV \V(fp) : fa(v) = 0 (indefinitn).
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3.Skalarni sou ¢in

V celé kapitole je téleso T bud' télesem realnych nebo
komplexnich Cisel. Jestlize ¢ = a + bi je komplexni €islo,
kde a,b € R, budeme znacit ¢ = a — bi Cislo komplexné
sdruzené. Je-lic € R, zfejmé ¢ = c.
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3.Skalarni sou ¢in

V celé kapitole je téleso T bud' télesem realnych nebo
komplexnich Cisel. Jestlize ¢ = a + bi je komplexni €islo,
kde a,b € R, budeme znacit ¢ = a — bi Cislo komplexné
sdruzené. Je-lic € R, zfejmé ¢ = c.

Skalarnim soucinem na vektorovém prostoru V nad
télesem T (= R nebo C) nazveme zobrazeni

g:V xV — T spliujici pro v8echny vektory u,v,w € V a
skalary a,b € T podminky:

(1) g(u,a-v+b-w)=a-g(u,v)+b-g(u,w),

(2) g(u,v) =g(v,u),

(3) g(u,u) e Rag(u,u) >0, navic g(u,u) = 0, praveé kdyz

u=0.

Dvojici (V, g) nazveme (realnym nebo komplexnim)
unitarnim prostorem.
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Poznamka (3.1)

Pro v8echny vektory u,v,w € V askalary a,b € T na unitarnim
prostoru (V, g) plati:

() g(a-v+b-w,u)=a-g(v,u) +b-g(w,u),

(b) g(a-u,a-u)=lal*g(u,u),

(c) g(u,0)=g(0,u) =0.
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Poznamka (3.1)

Pro v8echny vektory u,v,w € V a skalary a,b € T na unitarnim
prostoru (V, g) plati:
(@ g(a-v+b-w,u)=a-g(v,u) +b-g(w,u),
(b) g(a-u,a-u) = |al*g(u,u),
(¢) 9(u,0)=9g(0,u) =0.

Véta (3.2)

|

Bud' V realny vektorovy prostor a g zobrazeni V x V — R. Pak
g je skalarnim soucinem pravé tehdy, kdyz g je pozitivné
definitni symetrickou bilinearni formou na V.
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Poznamka (3.1)

Pro v8echny vektory u,v,w € V a skalary a,b € T na unitarnim
prostoru (V, g) plati:
(@ g(a-v+b-w,u)=a-g(v,u) +b-g(w,u),
(b) g(a-u,a-u) = |al*g(u,u),
(¢) 9(u,0)=9g(0,u) =0.

Véta (3.2)

|

Bud' V realny vektorovy prostor a g zobrazeni V x V — R. Pak
g je skalarnim soucinem pravé tehdy, kdyz g je pozitivné
definitni symetrickou bilinearni formou na V.

Necht (V,g) je unitarni prostor, potom zobrazeni

| —1lg : V — R urCené pfedpisem || v ||g = \/9(V,V)
nazveme normou danou skalarnim soucinem g.
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Poznamka (3.3)

Pro vSechny vektory u,v € V a skalary a € T na unitarnim
prostoru (V, g) plati:

(@ [[v]lg=0al]vlg=0pravé kdyzv =0,

(b) [lavilg = [al-[Ivllg,
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Poznamka (3.3)

Pro vSechny vektory u,v € V a skalary a € T na unitarnim
prostoru (V, g) plati:

(@ [[v]lg=0al]vlg=0pravé kdyzv =0,

(b) llavilg = lal - [Iv g,

Véta (3.4)
Necht (V, g) je unitarni prostor. Potom pro vSechny vektory
u,v €V plati:
(@) |g(u,v)| < |lullgllVv g (Cachyho-Schwarzova nerovnast)
(0) [f[u+vig <|ullg+]Vlg (Trojahelnikova nerovnost)

Prakticka linearni algebra a geometrie



Poznamka (3.3)

Pro vSechny vektory u,v € V a skalary a € T na unitarnim
prostoru (V, g) plati:

(@ [[v]lg=0al]vlg=0pravé kdyzv =0,

(b) llavilg = lal - [Iv g,

Véta (3.4)
Necht (V, g) je unitarni prostor. Potom pro vSechny vektory
u,v €V plati:
(@) |g(u,v)| < |lullgllVv g (Cachyho-Schwarzova nerovnast)
(0) [f[u+vig <|ullg+]Vlg (Trojahelnikova nerovnost)

Necht (V,g) je kone€né dimenzionalni unitarni prostor a
(ug,uz,...,un) je néjaka baze V. Matici [g]y,) = (&)
nazveme matici skalarniho soucinu g vzhledem k bazi
(ug,uz,...,up), pokud a; = g(uj, u;), kde i,j < n.
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Poznamka (3.5)

Bud' (V, g) unitarni prostor a B néjaka konecnéa baze V. Potom

[9]s = [9]§. déle [g]c = [dlce ' [glalid]cs a
g(v,w) = {v}g[g]s{w}g pro kazdé dva vektory v,w € V.

Prakticka linearni algebra a geometrie



Poznamka (3.5)

Bud' (V, g) unitarni prostor a B néjaka konecnéa baze V. Potom
T

[9]e = [g]§. déle [g]c = [ld]cs [g]s[ld]cs @
g(v,w) = {v}g[gls{w}g pro kazdé dva vektory v,w € V.

Necht (V,g) je unitarnim prostorem. Rekneme, Ze je
posloupnost vektorll B C V je ortogonalni, pokud

g(u,v) =0Vu,v € B, u # v. Ortogondlni posloupnost B
nazveme ortonormalni, jestlize Vu € B navic g(u,u) =1.
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Poznamka (3.5)

Bud' (V, g) unitarni prostor a B néjaka konecnéa baze V. Potom
T

[9]e = [g]§. déle [g]c = [ld]cs [g]s[ld]cs @
g(v,w) = {v}g[gls{w}g pro kazdé dva vektory v,w € V.

Necht (V,g) je unitarnim prostorem. Rekneme, Ze je
posloupnost vektorll B C V je ortogonalni, pokud

g(u,v) =0Vu,v € B, u # v. Ortogondlni posloupnost B
nazveme ortonormalni, jestlize Vu € B navic g(u,u) =1.

Véta (Pythagorova véta, 3.6)

Jsou-li dva vektory u a v unitarniho prostoru (V, g) ortogonalni,
pak [u+Vv 5 =[uld+ V|3V rediném vektorovém prostoru
plati i opacna implikace.
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Poznamka (3.5)

Bud' (V, g) unitarni prostor a B néjaka konecnéa baze V. Potom
T

[9]e = [g]§. déle [g]c = [ld]cs [g]s[ld]cs @
g(v,w) = {v}g[gls{w}g pro kazdé dva vektory v,w € V.

Necht (V,g) je unitarnim prostorem. Rekneme, Ze je
posloupnost vektorll B C V je ortogonalni, pokud

g(u,v) =0Vu,v € B, u # v. Ortogondlni posloupnost B
nazveme ortonormalni, jestlize Vu € B navic g(u,u) =1.

Véta (Pythagorova véta, 3.6)

Jsou-li dva vektory u a v unitarniho prostoru (V, g) ortogonalni,
pak [u+Vv 5 =[uld+ V|3V rediném vektorovém prostoru
plati i opacna implikace.

Poznamka (3.7)

Kazda ortonormalni posloupnost vektord unitarniho prostoru je
linearné nezavisla.
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Véta (3.8)

Necht (uy,us,...,un) je baze unitarniho prostoru (V,g).
Potom existuje (v1,Va,...,Vy) ortonormalni baze V splnujici
podminku (ug,...,u;) = (vV1,...,Vj) provSechnai=1,2,...,n.
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Véta (3.8)

Necht (uy,us,...,un) je baze unitarniho prostoru (V,g).
Potom existuje (v1,Va,...,Vy) ortonormalni baze V splnujici
podminku (ug,...,u;) = (vV1,...,Vj) provSechnai=1,2,...,n.

Poznamka (3.9)

Bud' (V,g) unitarni prostor kone¢né dimenze a (v1,Va,...,Vn)
ortonormalni baze V. Pak v = >, g(vj,V)V; Vv € V.
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Véta (3.8)

Necht (uy,us,...,un) je baze unitarniho prostoru (V,g).
Potom existuje (v1,Va,...,Vy) ortonormalni baze V splr'lujici
podminku (uq,...,u;) = (vl,..., i) provSechnai=1,2,.
Poznamka (3.9)

Bud' (V,g) unitarni prostor kone¢né dimenze a (v1,Va,...,Vn)

ortonormalni baze V. Pak v = >, g(vj,V)V; Vv € V.

Poznamka (3.10)

Bud (V,g) kone€né dimenziondlni unitarni prostor. Pak baze
B C V je ortonormdlni prave tehdy, kdyz [g]s = E
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Véta (3.8)

Necht (uy,us,...,un) je baze unitarniho prostoru (V,g).
Potom existuje (v1,Va,...,Vy) ortonormalni baze V splﬁujici
podminku (uq,...,u;) = (vl,..., i) provSechnai=1,2,.
Poznamka (3.9)

Bud' (V,g) unitarni prostor kone¢né dimenze a (v1,Va,...,Vn)

ortonormalni baze V. Pak v = >, g(vj,V)V; Vv € V.

Poznamka (3.10)

Bud (V,g) kone€né dimenziondlni unitarni prostor. Pak baze
B C V je ortonormdlni prave tehdy, kdyz [g]s = E

Necht (V,g) a (V’,g’) jsou dva unitarni prostory nad
stejnym télesem (tj. bud’ nad R nebo C). Rekneme, Ze
homomorfismus ¢ : V — V' je unitarni zobrazeni, jestlize
g(v,w) =g'(p(v), p(w)) Vv,w € V.
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Poznamka (3.11)

Kazdé unitarni zobrazeni je prosté.
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Poznamka (3.11)

Kazdé unitarni zobrazeni je prosté.

Véta (3.12)

Necht (V,g) je unitarni prostor konecné dimenze (nad télesem
T = R nebo C) a B je ortonormalni baze V, poloZzme

n = dim(V). Pak zobrazeni ¢ : V — T" dané predpisem

©(u) = {u}g je unitarni zobrazeni na prostor (T", w).
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Poznamka (3.11)

Kazdé unitarni zobrazeni je prosté.

Véta (3.12)

Necht (V,g) je unitarni prostor konecné dimenze (nad télesem
T = R nebo C) a B je ortonormalni baze V, poloZzme

n = dim(V). Pak zobrazeni ¢ : V — T" dané predpisem

©(u) = {u}g je unitarni zobrazeni na prostor (T", w).

Bud' (V,g) unitarni prostor a bud' M C V. MnoZinu

Mt ={veV|YueM: g(u,v) =0} nazveme
ortogonalnim doplfikem mnoziny M v unitarnim prostoru
(V.9).
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Poznamka (3.11)

Kazdé unitarni zobrazeni je prosté.

Véta (3.12)

Necht (V,g) je unitarni prostor konecné dimenze (nad télesem
T = R nebo C) a B je ortonormalni baze V, poloZzme

n = dim(V). Pak zobrazeni ¢ : V — T" dané predpisem

©(u) = {u}g je unitarni zobrazeni na prostor (T", w).

Bud' (V,g) unitarni prostor a bud' M C V. MnoZinu

Mt ={veV|YueM: g(u,v) =0} nazveme
ortogonalnim doplfikem mnoziny M v unitarnim prostoru
(V.9).

Poznamka (3.13)

Necht (V,g) je unitarni prostor a M podmnozina V. Potom M+
je podprostor V a plati, ze (M)+ = M+
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Véta (3.14)

Necht (V,g) je unitarni prostor a U jeho podprostor kone¢né
dimenze. PotomUNU+ ={0}aU + U+t =V.
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Véta (3.14)

Necht (V,g) je unitarni prostor a U jeho podprostor kone¢né
dimenze. PotomUNU+ ={0}aU + U+t =V.

Poznamka (3.15)

Méjme (V, g) unitarni prostor a U jeho podprostor konecné
dimenze. Potom pro kazdy vektor v € V existuje pravé jeden
vektor Py (v) € U a pravé jeden vektor P (v) € U+ tak, Ze
v = Py(v) + P (V). Navic obé zobrazeni Py : V — U |

P& : V — U jsou homomorfismy na (tj. epimorfismy),
Py(u)=uvueUaPg(v)=vVveU.
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Véta (3.14)

Necht (V,g) je unitarni prostor a U jeho podprostor kone¢né
dimenze. PotomUNU+ ={0}aU + U+t =V.

Poznamka (3.15)

Méjme (V, g) unitarni prostor a U jeho podprostor konecné
dimenze. Potom pro kazdy vektor v € V existuje pravé jeden
vektor Py (v) € U a pravé jeden vektor P (v) € U+ tak, Ze
v = Py(v) + P (V). Navic obé zobrazeni Py : V — U |

P& : V — U jsou homomorfismy na (tj. epimorfismy),
Py(u)=uvueUaPg(v)=vVveU.

Homomorfismus Py z pfedchozi pozndmky se nazyva
ortogonalni projekci prostoru V na podprostor U.
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Véta (3.14)

Necht (V,g) je unitarni prostor a U jeho podprostor kone¢né
dimenze. PotomUNU+ ={0}aU + U+t =V.

Poznamka (3.15)

Méjme (V, g) unitarni prostor a U jeho podprostor konecné
dimenze. Potom pro kazdy vektor v € V existuje pravé jeden
vektor Py (v) € U a pravé jeden vektor P (v) € U+ tak, Ze
v = Py(v) + P (V). Navic obé zobrazeni Py : V — U |

P& : V — U jsou homomorfismy na (tj. epimorfismy),
Py(u)=uvueUaPg(v)=vVveU.

Homomorfismus Py z pfedchozi pozndmky se nazyva
ortogonalni projekci prostoru V na podprostor U.

Véta (3.16)

Je-li (V, @) unitarni prostor a U jeho podprostor konecné
dimenze, pak ||[v —Py(v)|lg < [[Vv—u|g Vu € U, u # Py(v).




4 Vlastni Cisla a vlastni vektory

Nad kazdym télesem T budeme pokladat za polynom
zobrazenip : T — T, které libovolnému prvkut € T priradi
hodnotu p(t) = >, ait', pro néjaké pevné zvolené
skalary ap, ...,a, € T. Kofenem polynomu budeme
rozumeét kazde Cislo ty € T, pro které p(tp) = 0. VSimnéme
si, Ze polynomy lIze scitat a nasobit a vysledkem téchto
operaci je opét polynom.
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4 Vlastni Cisla a vlastni vektory

Nad kazdym télesem T budeme pokladat za polynom
zobrazenip : T — T, které libovolnému prvkut € T priradi
hodnotu p(t) = >, ait', pro néjaké pevné zvolené
skalary ap, ...,a, € T. Kofenem polynomu budeme
rozumeét kazde Cislo ty € T, pro které p(tp) = 0. VSimnéme
si, Ze polynomy lIze scitat a nasobit a vysledkem téchto
operaci je opét polynom.

Necht A je Ctvercova matice stupné n nad télesem T a E
je jednotkova matice stupné n. Vlastnim €islem matice A
nazveme kazdé \ € T, pro néjZz bude matice A — \E
singularni. Kazdé nenulové feSeni v, € T" homogenni
soustavy rovnic s matici A — A\E potom budeme nazyvat
vlastnim vektorem pfisluSnym vlastnimu €islu A\. Mnoziné
o(A) v8ech vlastnich Cisel matice budeme fikat spektrum
matice A.
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4 Vlastni Cisla a vlastni vektory

Nad kazdym télesem T budeme pokladat za polynom
zobrazenip : T — T, které libovolnému prvkut € T priradi
hodnotu p(t) = >, ait', pro néjaké pevné zvolené
skalary ap, ...,a, € T. Kofenem polynomu budeme
rozumeét kazde Cislo ty € T, pro které p(tp) = 0. VSimnéme
si, Ze polynomy lIze scitat a nasobit a vysledkem téchto
operaci je opét polynom.

Necht A je Ctvercova matice stupné n nad télesem T a E
je jednotkova matice stupné n. Vlastnim €islem matice A
nazveme kazdé \ € T, pro néjZz bude matice A — \E
singularni. Kazdé nenulové feSeni v, € T" homogenni
soustavy rovnic s matici A — A\E potom budeme nazyvat
vlastnim vektorem pfisluSnym vlastnimu €islu A\. Mnoziné
o(A) v8ech vlastnich Cisel matice budeme fikat spektrum
matice A.

Charakteristickym polynomem matice A nazveme polynom
p(\) = det(A — AE).

Prakticka linearni algebra a geometrie



Poznamka (4.1)

Bud' A Ctvercova matice stupné n nad télesem T. Pak je A

vlastni Cislo matice A a v, € T" jemu pfislusny vlastni vektor
pravé tehdy, kdyz vy #0aAv] = Av].
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Poznamka (4.1)

Bud' A Ctvercova matice stupné n nad télesem T. Pak je A
vlastni Cislo matice A a v, € T" jemu pfislusny vlastni vektor
pravé tehdy, kdyz vy #0aAv] = Av].

Poznamka (4.2)

7 >

Skalar ) je vlastni Cislo matice A prave tehdy, kdyz je A
kofenem charakteristického polynomu matice A.
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Poznamka (4.1)

Bud' A Ctvercova matice stupné n nad télesem T. Pak je A
vlastni Cislo matice A a v, € T" jemu pfislusny vlastni vektor
pravé tehdy, kdyz vy #0aAv] = Av].

Poznamka (4.2)

7 >

Skalar ) je vlastni Cislo matice A prave tehdy, kdyz je A
kofenem charakteristického polynomu matice A.

Poznamka (4.3)

Necht A a P jsou Ctvercové matice stupné n nad télesem T, P
je navic regularni. Potom jsou charakteristické polynomy matic
A a P~1AP stejné, a proto o(A) = o(P~1AP).

Prakticka linearni algebra a geometrie



Necht ¢ je endomorfismus vektorového prostoru V nad
télesem T. Rekneme, Ze A € T je vlastni &islo
endomorfismu ¢, existuje-li nenulovy vektor vy € V, pro
ktery ¢(vy) = Av). Vektor v, potom nazveme vlastnim
vektorem endomorfismu ¢ pfisluSnym viastnimu cCislu \.
MnoZiné o(y) vSech vlastnich Cisel endomorfismu ¢
budeme fikat spektrum endomorfismu .
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Necht ¢ je endomorfismus vektorového prostoru V nad
télesem T. Rekneme, Ze A € T je vlastni &islo
endomorfismu ¢, existuje-li nenulovy vektor vy € V, pro
ktery ¢(vy) = Av). Vektor v, potom nazveme vlastnim
vektorem endomorfismu ¢ pfisluSnym viastnimu cCislu \.
MnoZiné o(y) vSech vlastnich Cisel endomorfismu ¢
budeme fikat spektrum endomorfismu .

Véta (4.4)

Méjme V konecné dimenzionalni vektorovy prostor, ¢ néjaky
endomorfismus na V a B libovolnou bazi V. Potom

o(p) = o([¢]g) a Vv je vlastni vektor endomorfismu ¢ praveé
tehdy kdyz {v}g je vlastni vektor matice [¢]g.

Prakticka linearni algebra a geometrie



Necht ¢ je endomorfismus vektorového prostoru V nad
télesem T. Rekneme, Ze A € T je vlastni &islo
endomorfismu ¢, existuje-li nenulovy vektor vy € V, pro
ktery ¢(vy) = Av). Vektor v, potom nazveme vlastnim
vektorem endomorfismu ¢ pfisluSnym viastnimu cCislu \.
MnoZiné o(y) vSech vlastnich Cisel endomorfismu ¢
budeme fikat spektrum endomorfismu .

Véta (4.4)

Méjme V konecné dimenzionalni vektorovy prostor, ¢ néjaky
endomorfismus na V a B libovolnou bazi V. Potom

o(p) = o([¢]g) a Vv je vlastni vektor endomorfismu ¢ praveé
tehdy kdyz {v}g je vlastni vektor matice [¢]g.

Poznamka (4.5)

Bud' ¢ endomorfismus na prostoru V konecné dimenze a bud’
B baze V. Matice [¢]g je diagonalni prave tehdy, kdyZ jsou
vSechny vektory baze B vlastnimi vektory endomorfismu ¢.

Prakticka linearni algebra a geometrie




Véta (4.6)

Necht \q,..., )\ jsou rlizna vlastni ¢isla endomorfismu ¢ na

prostoruV av,,,...,V,, jSou po po fade jim pfislusné viastni
vektory. Potom je posloupnost vektordi v, ..., v, linearné
nezavisla.
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Véta (4.6)

Necht \q,..., )\ jsou rlizna vlastni ¢isla endomorfismu ¢ na
prostoruV av,,,...,V,, jSou po po fade jim pfislusné viastni
vektory. Potom je posloupnost vektordi v, ..., v, linearné
nezavisla.

Rekneme, 7e dvé &tvercové matice A a B stupné n nad
télesem T jsou podobné (znacime A ~ B), existuje-li
regularni matice P stupné n nad télesem T, pro kterou
A =P 1BP.
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Véta (4.6)

Necht \q,..., )\ jsou rlizna vlastni ¢isla endomorfismu ¢ na
prostoruV av,,,...,V,, jSou po po fade jim pfislusné viastni
vektory. Potom je posloupnost vektordi v, ..., v, linearné
nezavisla.

Rekneme, 7e dvé &tvercové matice A a B stupné n nad
télesem T jsou podobné (znacime A ~ B), existuje-li
regularni matice P stupné n nad télesem T, pro kterou
A =P 1BP.

Poznamka (4.7)
Jestlize A ~ B, pak o(A) = o(B).
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Véta (4.6)

Necht \q,..., )\ jsou rlizna vlastni ¢isla endomorfismu ¢ na
prostoruV av,,,...,V,, jSou po po fade jim pfislusné viastni
vektory. Potom je posloupnost vektordi v, ..., v, linearné
nezavisla.

Rekneme, 7e dvé &tvercové matice A a B stupné n nad
télesem T jsou podobné (znacime A ~ B), existuje-li
regularni matice P stupné n nad télesem T, pro kterou
A =P 1BP.

Poznamka (4.7)

Jestlize A ~ B, pak o(A) = o(B)

Poznamka (4.8)

Relace podobnosti je ekvivalenci na mnoziné vsech
Ctvercovych matice stupné n nad télesem T.

Prakticka linearni algebra a geometrie




Poznamka (4.9)

Necht ¢ je endomorfismus na prostoru V konecné dimenze n,
A je Ctvercova matice stupné n a B je baze V. Pak matice [¢]g
a A jsou podobné praveé tehdy, kdyz existuje baze C prostoru V

tak, Ze [p]c = A.
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Poznamka (4.9)

Necht ¢ je endomorfismus na prostoru V konecné dimenze n,
A je Ctvercova matice stupné n a B je baze V. Pak matice [¢]g
a A jsou podobné praveé tehdy, kdyz existuje baze C prostoru V
tak, ze [¢]c = A.

Rekneme, Ze endomorfismu ¢ na prostoru V koneéné
dimenze je diagonalizovatelny, pokud existuje baze B, v{Ci
niz je matice [¢]g diagonalni. Rekneme, Ze &tvercové
matice A je diagonalizovatelna, je-li A podobna néjaké
diagonalni matici.

Prakticka linearni algebra a geometrie



Poznamka (4.9)

Necht ¢ je endomorfismus na prostoru V konecné dimenze n,
A je Ctvercova matice stupné n a B je baze V. Pak matice [¢]g
a A jsou podobné praveé tehdy, kdyz existuje baze C prostoru V
tak, ze [¢]c = A.

Rekneme, Ze endomorfismu ¢ na prostoru V koneéné
dimenze je diagonalizovatelny, pokud existuje baze B, v{Ci
niz je matice [¢]g diagonalni. Rekneme, Ze &tvercové
matice A je diagonalizovatelna, je-li A podobna néjaké
diagonalni matici.

Disledek (4.10)

Bud' V konecné dimenzionalni prostor, B néjaka jeho béaze a ¢
endomorfismus na V. Pak ¢ je diagonalizovatelny pravé tehdy,
kdyZ je matice [¢]g diagonalizovatelna.

Prakticka linearni algebra a geometrie



Véta (4.11)

Necht V je konecné dimenzionalni prostor a ¢ endomorfismus
na V. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) ¢ je diagonalizovatelny,

(2) existuje baze V slozena z vlastnich vektord o,

() V =@ eo(p) Ker(p — A - 1d).
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Véta (4.11)

Necht V je konecné dimenzionalni prostor a ¢ endomorfismus
na V. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) ¢ je diagonalizovatelny,

(2) existuje baze V slozena z vlastnich vektord o,

() V =@ eo(p) Ker(p — A - 1d).

Disledek (4.12)

Necht' A je Ctvercova matice stupné n nad télesem T.
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) A je diagonalizovatelna,
(2) existuje baze T" slozena z vlastnich vektordl matice A,
(3) T" = Do) {X € T (A = XE)XT = 0"},

Prakticka linearni algebra a geometrie



Poznamka (4.13)

Necht A je Ctvercova matice stupné n a ¢ je endomorfismus na
prostoru dimenze n.

(a) Ma-li ¢ n rliznych vlastnich ¢isel, je diagonalizovatelny.

(b) Ma-li A n rliznych vlastnich Cisel, je A diagonalizovatelna.
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Poznamka (4.13)

Necht A je Ctvercova matice stupné n a ¢ je endomorfismus na
prostoru dimenze n.

(a) Ma-li ¢ n rliznych vlastnich ¢isel, je diagonalizovatelny.

(b) Ma-li A n rliznych vlastnich ¢isel, je A diagonalizovatelna.

Rekneme, Ze reélr%é nebo komplexni ¢tvercova matice U je
unitarni, jestlize U U = E.

Prakticka linearni algebra a geometrie



Poznamka (4.13)

Necht A je Ctvercova matice stupné n a ¢ je endomorfismus na
prostoru dimenze n.

(a) Ma-li ¢ n rliznych vlastnich ¢isel, je diagonalizovatelny.

(b) Ma-li A n rliznych vlastnich ¢isel, je A diagonalizovatelna.

Rekneme, Ze reéﬁlr%é nebo komplexni ¢tvercova matice U je
unitarni, jestlize U U = E.
Poznamka (4.14)

Je-li U unitarni matice, pak U je regularni, U1 =TU' a U’ je
také unitarni.
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Poznamka (4.13)

Necht A je Ctvercova matice stupné n a ¢ je endomorfismus na
prostoru dimenze n.

(a) Ma-li ¢ n rliznych vlastnich ¢isel, je diagonalizovatelny.

(b) Ma-li A n rliznych vlastnich ¢isel, je A diagonalizovatelna.

Rekneme, Ze reélr%é nebo komplexni ¢tvercova matice U je
unitarni, jestlize U U = E.

Poznamka (4.14)

Je-li U unitarni matice, pak U je regularni, U1 =TU' a U’ je
také unitarni.

Disledek (4.15)

Matice stupné n nad télesem T = R nebo C je unitarni prave
tehdy, kdyZ obsahuje ve sloupcich (v fadcich) ortonormalni
bazi unitarniho prostoru (T", w).
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Poznamka (4.16)

Soucin dvou unitarnich matic stejného stupné je opét unitarni
matice.
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Poznamka (4.16)

Soucin dvou unitarnich matic stejného stupné je opét unitarni
matice.

Poznamka (4.17)

Bud' B ortonormalni béaze unitarniho prostoru (V,g) a C je
néjaka baze V. Pak je C ortonormalni, pravé kdyZ je matice
pfechodu [Id]cg unitarni.
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Poznamka (4.16)

Soucin dvou unitarnich matic stejného stupné je opét unitarni
matice.

Poznamka (4.17)

Bud' B ortonormalni béaze unitarniho prostoru (V,g) a C je
néjaka baze V. Pak je C ortonormalni, pravé kdyz je matice
pfechodu [Id]cg unitarni.

Necht je A Ctvercova matice nad télesem T = R nebo C.
Rekneme, Ze A je unitarné diagonalizovatelna, existuje-li
takova unitarni matice U nad T, ze U'AU je diagonalni.
Rekneme, Ze A je normalni, jestlize AA' = A'A.
Endomorfismu ¢ na unitarnim prostoru (V,g) nazveme
unitarné diagonalizovatelnym, existuje-li ortonormalni baze
B prostoru (V, g) sloZena z vlastnich vektord
endomorfismu .

Prakticka linearni algebra a geometrie



Véta (4.18)

Bud' ¢ endomorfismus na konecné dimenzionalnim unitarnim
prostoru (V,g) a bud’ B ortonormélni baze (V,g). Pak je
ekvivalntni:
(1) ¢ je unitarné diagonalizovatelny,
(2) existuje ortonormalni baze C prostoru (V, g) tak, Ze [¢]c je
diagonalni matice,
(3) matice [¢]s je unitarné diagonalizovatelna.

Prakticka linearni algebra a geometrie



Véta (4.18)

Bud' ¢ endomorfismus na konecné dimenzionalnim unitarnim
prostoru (V,g) a bud’ B ortonormélni baze (V,g). Pak je
ekvivalntni:
(1) ¢ je unitarné diagonalizovatelny,
(2) existuje ortonormalni baze C prostoru (V, g) tak, Ze [¢]c je
diagonalni matice,
(3) matice [¢]s je unitarné diagonalizovatelna.

Poznamka (4.19)

Necht A je Ctvercova matice stupné n nad télesem T = R nebo
C. Pak je A unitarné diagonalizovatelna, prave kdyz existuje
ortonormalni baze unitarniho prostoru (T",w) sestavajici z
vlastnich vektor(i matice A.
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Véta (Zakladni véta algebry)

Kazdy komplexni polynom stupné alespon jedna ma komplexni
koren.
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Véta (Zakladni véta algebry)

Kazdy komplexni polynom stupné alespon jedna ma komplexni
koren.

Poznamka (4.20)

Kazda komplexni ¢tvercova matice a kazdy endomorfismus na
komplexnim prostoru nenulové konecné dimenze maiji néjaké
vlastni Cislo.
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Véta (Zakladni véta algebry)

Kazdy komplexni polynom stupné alespon jedna ma komplexni
koren.

Poznamka (4.20)

Kazda komplexni ¢tvercova matice a kazdy endomorfismus na
komplexnim prostoru nenulové konecné dimenze maiji néjaké
vlastni Cislo.

Véta (4.21)

Ctvercova komplexni matice A je unitarné diagonalizovatelna,
pravé kdyz je normalni. Navic, pokud vSechna vlastni Cisla
normalni matice A i vSechny hodnoty A jsou realné, potom A je

realnd unitarné diagonalizovatelna matice.
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Poznamka (4.22)

Necht' A je normalni komplexni tvercova matice a u, v dva
vlastni vektory A pfislusné rlznym vlastnim ¢islim. Potom u a
v jsou ortogonalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu

soucinu.
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Poznamka (4.22)

Necht' A je normalni komplexni tvercova matice a u, v dva
vlastni vektory A pfislusné rlznym vlastnim ¢islim. Potom u a
v jsou ortogonalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu
soucinu.

Disledek (4.23)

Je-li f symetricka bilinearni forma na redlném unitarnim
prostoru (V,g) konecné dimenze, pak existuje ortonormalni
baze (V,Qg), ktera je zaroven polarni bazi f.
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5. Rozklady matic
Rozkladem matice A budeme rozumét posloupnost matic
Ry1,...,Rj takovych, Ze plati A = R; ... R;.
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5. Rozklady matic
Rozkladem matice A budeme rozumét posloupnost matic
Ry1,...,Rj takovych, Ze plati A = R; ... R;.

LU rozklad

Rekneme, Ze matice Ay = (&) je typu U, jde-li o
Ctvercovou horni trojahelnikovou matici (tj. a; = OVi > j),
matice A = (&) je typu L, jde-li o Ctvercovou dolni
trojuhelnikovou matici (tj. a; = 0Vi < j) a navic ma na
diagonale jednicky (tj. a;j = 1Vi). LU rozkladem libovolné
Ctvercové matice A rozumime rozklad A = LU, kde L je
matice typu L a U je matice typu U.
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5. Rozklady matic
Rozkladem matice A budeme rozumét posloupnost matic
Ry1,...,Rj takovych, Ze plati A = R; ... R;.

LU rozklad

Rekneme, Ze matice Ay = (aj) je typu U, jde-li o
Ctvercovou horni trojahelnikovou matici (tj. a; = OVi > j),
matice A = (&) je typu L, jde-li o Ctvercovou dolni
trojuhelnikovou matici (tj. a; = 0Vi < j) a navic ma na
diagonale jednicky (tj. a;j = 1Vi). LU rozkladem libovolné
Ctvercové matice A rozumime rozklad A = LU, kde L je
matice typu L a U je matice typu U.

Poznamka (5.1)

Necht' L4, L, jsou matice stejného stupné typu L a Uy, U jsou
matice stejného stupné typu U. Pak L,L, je typu L a U,U, je
typu U. Navic '-Il vzdy existuje a je typu L, a je-li U; regularni,
potom U7 je typu U.
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Poznamka (5.2)

Existuje-li LU rozklad regularni matice, pak je uren
jednoznacné.
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Poznamka (5.2)

Existuje-li LU rozklad regularni matice, pak je uren
jednoznacné.

Permutacni matici budeme rozumét ¢tvercovou matici P,
kterd v kazdém fadku a kazdém sloupci obsahuje pravé
jednu hodnotu 1 a jinak samé 0.
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Poznamka (5.2)

Existuje-li LU rozklad regularni matice, pak je uren
jednoznacné.

Permutacni matici budeme rozumét ¢tvercovou matici P,
kterd v kazdém fadku a kazdém sloupci obsahuje pravé
jednu hodnotu 1 a jinak samé 0.

Poznamka (5.3)

Necht P a Q jsou permutacni matice stupné n.

(a) Kazdou permutacni matici dostaneme z jednotkové matice
vhodnym prehazenim radkl (sloupct).

(b) Soucin PQ je permutacni matice.

(c) P~1 = PT je permutaéni matice.
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Poznamka (5.2)

Existuje-li LU rozklad regularni matice, pak je uren
jednoznacné.

Permutacni matici budeme rozumét ¢tvercovou matici P,
kterd v kazdém fadku a kazdém sloupci obsahuje pravé
jednu hodnotu 1 a jinak samé 0.

Poznamka (5.3)

Necht P a Q jsou permutacni matice stupné n.

(a) Kazdou permutacni matici dostaneme z jednotkové matice
vhodnym prehazenim radkl (sloupct).

(b) Soucin PQ je permutacni matice.

(c) P~1 = PT je permutaéni matice.

Véta (5.4)

Pro kazdou Ctvercovou matici A existuje permutacni matice P
tak, Ze matice PA ma LU rozklad.

Prakticka linearni algebra a geometrie




QR rozklad

Rekneme, Ze matice Q]je typu Q, je-li realna nebo
komplexni a plati, Ze Q Q = E j. QR-rozkladem matice A
nad realnym nebo komplexnim télesem T rozumime
rozklad A = QR, kde Q je typu Q a R je regularni horni
trojuhelnikova matice s kladnymi realnymi hodnotami na
diagonale.
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QR rozklad

Rekneme, Ze matice Q]je typu Q, je-li realna nebo
komplexni a plati, Ze Q Q = E j. QR-rozkladem matice A
nad realnym nebo komplexnim télesem T rozumime
rozklad A = QR, kde Q je typu Q a R je regularni horni
trojuhelnikova matice s kladnymi realnymi hodnotami na
diagonale.

Poznamka (5.5)

Matice nad télesem T = R nebo C je typu Q, prave kdyz
obsahuje ve sloupcich ortonormalni posloupnost vektort
vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu w.
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QR rozklad

Rekneme, Ze matice Q]je typu Q, je-li realna nebo
komplexni a plati, Ze Q Q = E j. QR-rozkladem matice A
nad realnym nebo komplexnim télesem T rozumime
rozklad A = QR, kde Q je typu Q a R je regularni horni
trojuhelnikova matice s kladnymi realnymi hodnotami na
diagonale.

Poznamka (5.5)

Matice nad télesem T = R nebo C je typu Q, prave kdyz
obsahuje ve sloupcich ortonormalni posloupnost vektort
vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu w.

Poznamka (5.6)

Necht A = QR je QR rozklad matice A typu (n,m), pak Q je
typu (n,m), h(A) = h(Q) = m a QR rozklad je urcen
jednoznagné. Je-liA = (a]|...|ah)aQ = (a}|...|ah), pak
(ai,...,a) =(qs,...,qj) provSechnai =1,...,m.
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Véta (5.7)

Necht T je realné nebo komplexni téleso, a4, ...,an je
posloupnost linearné nezavislych vektort prostoru T" a
d1,---,0m je posloupnost ortonormalnich vektorl unitarniho
prostoru (T",w), kterou z ni vytvofime Gramovou-Schmidtovou
ortogonalizaci. Polozme A = (a]|...|a}), Q = (qf|...|ah) @
R = (rjj), kde rj = w(q;, &). Potom A = QR je QR rozklad
matice A.
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Véta (5.7)

Necht T je realné nebo komplexni téleso, a4, ...,an je
posloupnost linearné nezavislych vektort prostoru T" a
d1,---,0m je posloupnost ortonormalnich vektorl unitarniho
prostoru (T",w), kterou z ni vytvofime Gramovou-Schmidtovou
ortogonalizaci. Polozme A = (a]|...|a}), Q = (qf|...|ah) @
R = (rjj), kde rj = w(q;, &). Potom A = QR je QR rozklad
matice A.

Disledek (5.8)

Pro realnou nebo komplexni matici A existuje QR rozklad,
pravé kdyz se jeji hodnost rovna poctu jejich sloupcl.
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URV rozklad
Véta (5.9)

Necht T = R nebo C a A je matice typu (n,m) hodnosti k nad
télesem T. Potom nad T existuji unitarni matice U stupné na Vv
stupné m a reguarni matice D stupné k, pro néz plati, ze

0, 03

kde 0; je nulova matice typu (k, m — k), O, je nulovid matice
typu (n — k, k) a O3 je nulova matice typu (n — k, m — k).
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URV rozklad
Véta (5.9)

Necht T = R nebo C a A je matice typu (n,m) hodnosti k nad
télesem T. Potom nad T existuji unitarni matice U stupné na Vv
stupné m a reguarni matice D stupné k, pro néz plati, ze

0, 03

kde 0; je nulova matice typu (k, m — k), O, je nulovid matice
typu (n — k, k) a O3 je nulova matice typu (n — k, m — k).

Posloupnost matic U, D0
0, O3

nazveme URV rozkladem reélné nebo komplexni matice A.

> aV' z predchozi véty
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URV rozklad
Véta (5.9)

Necht T = R nebo C a A je matice typu (n,m) hodnosti k nad
télesem T. Potom nad T existuji unitarni matice U stupné na Vv
stupné m a reguarni matice D stupné k, pro néz plati, ze

0, 03

kde 0; je nulova matice typu (k, m — k), O, je nulovd matice
typu (n — k, k) a O3 je nulova matice typu (n — k, m — k).
01

02 O3
nazveme URV rozkladem reélné nebo komplexni matice A.

Posloupnost matic U, > aV' z predchozi véty

Poznamka (5.10)
h(A) = h(A'A) = h(AA") pro kazdou komplexni matici A.
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Poznamka (5.11)

Necht ¢ : W; — W, je homomorfismus, kde (W1,9;:) a (W2, 092)
jsou unitarni prostory konec¢né dimenze nad tymz télesem.
Potom existuji takové ortonormalni baze B; prostoru (Wy,0;) a

Bz prostoru (W, 92), Ze [¢]g,B, = <0D2 8:) kde D je regularni

matice a 0; nulové matice prislusného typu.
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Poznamka (5.11)

Necht ¢ : W; — W, je homomorfismus, kde (W1,9;:) a (W2, 092)
jsou unitarni prostory konec¢né dimenze nad tymz télesem.
Potom existuji takové ortonormalni baze B; prostoru (Wy,0;) a
Bz prostoru (W, 92), Ze [¢]g,B, = (OD 81) kde D je regularni
2 Us
matice a 0; nulové matice prislusného typu.

Véta (5.12)

D; O D, 0\ T
- 5 0>v2 dva URV

rozklady matice A nad R nebo C, kde D; jsou regularni matice.
Dyl 0\ T D, 0\ T
Pak Vq (]j 0 U, =V, 2 U, .

Mé&jme A = U, > Vi =U,

0O O
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Bud A =U (8 8) V' URV rozklad realné nebo
komplexni matice A typu (n,m), kde D je regularni.
Jednoznacéné uréenou matici AT =V (Dol 8) U’ typu
(m, n) nazveme (Moore-Penroseovou) pseudoinverzni
matici k matici A.
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Bud A =U <|8 8) V' URV rozklad realné nebo
komplexni matice A typu (n,m), kde D je regularni.
Jednoznacéné uréenou matici AT =V (Dol 8) U’ typu
(m, n) nazveme (Moore-Penroseovou) pseudoinverzni
matici k matici A.

Poznamka (5.13)

Necht' A je realna nebo komplexni matice. Pak plati:
(a) je-li A regularni, pak AT = A1,
(b) AATA =Aa ATAAT = AL
(c) AAT = (rAAT)T aAfA = (ATA)T,
(d) A =A AAT = ATAR",
(e) AT = (A,
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SVD rozklad

Poznamka (5.14)

Necht A je komplexni Ctvercova matlce Pak A'A je normalni

matice a vechna viastni &isla A' A jsou realna a nezaporna.
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SVD rozklad
Poznamka (5.14)

Necht A je komplexni Ctvercova matlce Pak A'A je normalni

matice a vechna viastni &isla A' A jsou realna a nezaporna.

|

Veéta (5.15)

Necht T je realné nebo komplexni téleso a A je matice typu
(n,m) hodnosti k nad T. Potom nad télesem T existuji unitarni
matice U stupné n a V stupné m a diagonalni matice D s
kladnymi realnymi hodnotami na diagonale stupné k tak, ze

. D 01 vl
A=U (02 03) V',
kde 0; je nulova matice typu (k, m — k), O, je nulovid matice
typu (n — k, k) a O3 je nulova matice typu (n — k, m — k).

|
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01) 2V 2 predchozi véty
02 O3

nazveme SVD rozkladem reélné nebo komplexni matice A.
Kladnym realnym ¢islim na diagonale matice D budeme
fikat singularni hodnoty matice A.

Posloupnost matic U,

Prakticka linearni algebra a geometrie



01) 2V 2 predchozi véty
02 O3

nazveme SVD rozkladem reélné nebo komplexni matice A.
Kladnym realnym ¢islim na diagonale matice D budeme
fikat singularni hodnoty matice A.

Disledek (5.16)

Singularni hodnoty komplexni (re&lné) matice A jsou urceny
jednoznac¢né jako v\ pro vdechna kladna vlastni &isla A\ matice
—T =T

A A nebo AA .

Posloupnost matic U,
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Posloupnost matic U, D0
0, 03

nazveme SVD rozkladem reélné nebo komplexni matice A.
Kladnym realnym ¢islim na diagonale matice D budeme
fikat singularni hodnoty matice A.

Disledek (5.16)

Singularni hodnoty komplexni (re&lné) matice A jsou urceny
jednoznac¢né jako v\ pro vdechna kladna vlastni &isla A\ matice
—T =T

A A nebo AA .

) aV' z predchozi véty

Disledek (5.17)

Necht ¢ : V — W je homomorfismus, kde (V,w) a (W,w) jsou
unitarni prostory nad tymz télesem. Potom existuji ortonormalni
baze By prostoru (V,w) a By prostoru (W, w) tak, Ze
[elgyBYy = (CI)D 81) kde D je diagonalni matice s kladnou

2 U3

diagonalou a 0; nulové matice prisluSného typu.
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Choleskyho rozklad symetrické matice

Symetricka realna Ctvercova matice A stupné n je pozitivhé
definitni, jestlize vAv T > 0 pro kazdy nenulovy v € R",
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Choleskyho rozklad symetrické matice

Symetricka realna Ctvercova matice A stupné n je pozitivhé
definitni, jestlize vAv T > 0 pro kazdy nenulovy v € R",

Poznamka (5.18)

Pro symetrickou ¢tvercovou matic A nad stupné n je
ekvivalentni:
(1) A je pozitivné definitni,
(2) Zobrazenif : R" x R" — R dané predpisem f(u,v) = uAvT
je pozitivné definitni symetricka bilinearni forma,
(3) existuje regularni matice P tak, ze A = PTP.
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Véta (5.19)

Je-li A pozitivné definitni symetrickéa realna ctvercova matice
stupné n, pak existuje prave jedna takova realna horni
trojuhelnikova matice R stupné n s kladnymi hodnotami na
diagondle, 7e A = R'R.
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Véta (5.19)

Je-li A pozitivné definitni symetrickéa realna ctvercova matice
stupné n, pak existuje prave jedna takova realna horni
trojuhelnikova matice R stupné n s kladnymi hodnotami na
diagondle, 7e A = R'R.

Jednoznacné urenému rozkladu pozitivné definitni
symetrické realné ¢tvercova matice A = R'R, kde R je
realn& horni trojuhelnikova matice s kladnymi Cisly na
diagonéle, budeme fikat Choleskyho rozklad.

Prakticka linearni algebra a geometrie



6.Jordandv normalni tvar matice

Je-li f endomorfismus na prostoru V, bude f" =f .. .f
znacit slozeni n endomorfismil f pro kazdé n > 1 af% = Id.
Je-liB CV ,pakf[B] = {f(b)| b e B}.
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6.Jordandv normalni tvar matice

Je-li f endomorfismus na prostoru V, bude f" =f .. .f
znacit sloZeni n endomorfismt f pro kazdé n > 1 a f0 Id.
Je-liB CV , pakf[B] = {f(b)| b € B}.

Poznamka (6.1)

Necht f je endomorfismus na komIE)Iexnim vektorovém prostoru
V kone&né dimenze n. Potom Imfk O Imfk+1 a
Kerfk C Kerfk*+1 pro kazdé k > 1 a dale

(@ Imf™ = Imf" pro vSechna m > n,

(b) Kerf™ = Kerf" pro vSechnam > n,

(c) V =Imf" @ Kerf",

|
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6.Jordandv normalni tvar matice

Je-li f endomorfismus na prostoru V, bude f" =f .. .f
znacit sloZeni n endomorfismt f pro kazdé n > 1 a f0 Id.
Je-liB CV , pakf[B] = {f(b)| b € B}.

Poznamka (6.1)

Necht f je endomorfismus na komlE)Iexnl’m vektorovém prostoru
V kone&né dimenze n. Potom Imfk O Imfk+1 a
Kerfk C Kerfk*+1 pro kazdé k > 1 a dale

(@ Imf™ = Imf" pro vSechna m > n,

(b) Kerf™ = Kerf" pro vSechnam > n,

(c) V =Imf" @ Kerf",

|

Bud' ¢ endomorfismus na vektorovém prostoru V,
Ffekneme, Ze podprostor U prostoru V je invariantnim
podprostorem endomorfismu ¢, pokud ¢(U) C U.
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Je-li ¢ endomorfimus na vektorovém prostoru vV a U je
jeho invariantnim podprostor, pak restrikci endomorfismu ¢
na invariantnim podprostor U budeme rozumét
endomorfismus ¢y na U dany pfedpisem ¢y (u) = ¢(u)
pro kazdé u € U.
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Je-li ¢ endomorfimus na vektorovém prostoru vV a U je
jeho invariantnim podprostor, pak restrikci endomorfismu ¢
na invariantnim podprostor U budeme rozumét
endomorfismus ¢y na U dany pfedpisem ¢y (u) = ¢(u)
pro kazdé u € U.

Véta (6.2)

Necht ¢ je endomorfismus na komplexnim vektorovém prostoru
konetné dimenze n, A € o(p) af = p — Ald. Pak Imfk a Kerfk
jsou invariantni podprostory endomorfismu ¢ pro kazdé k > 1.
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Je-li ¢ endomorfimus na vektorovém prostoru vV a U je
jeho invariantnim podprostor, pak restrikci endomorfismu ¢
na invariantnim podprostor U budeme rozumét
endomorfismus ¢y na U dany pfedpisem ¢y (u) = ¢(u)
pro kazdé u € U.

Véta (6.2)

Necht ¢ je endomorfismus na komplexnim vektorovém prostoru
konetné dimenze n, A € o(p) af = p — Ald. Pak Imfk a Kerfk
jsou invariantni podprostory endomorfismu ¢ pro kazdé k > 1.

Poznamka (6.3)

Bud' f endomorfismus na vektorovém prostoru konecné
dimenze. Je-lir > 1 a B linearné nezavisla podmnoZina
n&jakého dopliiku Kerf'~! v Kerf', pak je f[B] linearné
nezavisla podmnozina néjakého dopliiku Kerf'—2 v Kerf"1.
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Véta (6.4)

Bud' ¢ endomorfismus na komplexnim vektorovém prostoru V
konecné dimenze n, \ € o(p) a necht plati, Ze
Ker(p — A1d)X =V pro né&jaké k > 0. Potom o(p) = {\} a

existuje baze B prostoru V a takova Cisla ey, ...,en_1 € {0,1},
ze
A €1 0 oo 0
0 N & ... O
[¢ls = : ' :
0O O A €n—1
0 O 0 A
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Méjme Ctvercové komplexni matice

SLON o
| ... O J2 O

0 0 ... x 1 ;
0 0 ... 0 X\ 0 0 Jk

Potom matici J;, kterd ma na diagonale komplexni Cislo \;,
nad diagonélou, tj. na pozicich (i,i + 1), jedniCku a vSude
jinde nuly, nazveme Jordanovou burnkou a matici J
obsahuijici v blocich na diagonale Jordanovy bunky J;
nazveme Jordanovou matici.
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Méjme Ctvercové komplexni matice

SLON o

| ... O J2 O
0 0 ... x 1 - .
0 0 ... 0 X\ 0 0 ... Jk

Potom matici J;, kterd ma na diagonale komplexni Cislo \;,
nad diagonélou, tj. na pozicich (i,i + 1), jedniCku a vSude
jinde nuly, nazveme Jordanovou burnkou a matici J
obsahuijici v blocich na diagonale Jordanovy bunky J;
nazveme Jordanovou matici.

Poznamka (6.5)

Necht J je Jordanova matice podobna matici A, bud' A € o(A).
Oznatime-li F = A — \E, pak h(FS~1) + h(FS+1) — 2h(F9)
udava prave pocet Jordanovych bunék matice stupné s s
hodnotou A na diagonéle v matici J.
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Disledek (6.6)

Necht ¢ je endomorfismus na komplexnim vektorovém
prostoru V kone€né dimenze, X\ € o(y) a necht plati, Ze
Ker(p — A1d)X =V pro né&jaké k > 0. Potom existuje baze B
prostoru V takova, Ze je [¢]|g Jordanova matice. Tato matice je
urCena jednoznacné aZz na poradi Jordanovych bunék
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Disledek (6.6)

Necht ¢ je endomorfismus na komplexnim vektorovém
prostoru V kone€né dimenze, A € o(y) a necht plati, Ze

Ker(p — A1d)X =V pro né&jaké k > 0. Potom existuje baze B
prostoru V takova, Ze je [¢]|g Jordanova matice. Tato matice je
urCena jednoznacné aZz na poradi Jordanovych bunék

Véta (6.7, Jordanova véta)

Bud' ¢ endomorfismus na konecné dimenzionalnim
komplexnim vektorovém prostoru V. Pak existuje baze B
prostoru V, pro niz je [¢]|g Jordanovou matici. Tato matice je
urCena jednoznacné az na poradi Jordanovych bunék.

Prakticka linearni algebra a geometrie



Jordanovu matici podobnou komplexni ¢tvercové matici A
nazveme Jordanovym kanonickym tvarem matice A.
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Jordanovu matici podobnou komplexni ¢tvercové matici A
nazveme Jordanovym kanonickym tvarem matice A.

DUsledek

(1) Kazda kompexni ¢tvercova matice ma Jordantiv kanonickym
tvar, ktery je urCen jednozmacné aZ na poradi bunék.

(2) Dvé kompexni Ctvercové matice jsou podobné, praveé kdyz
maji az na poradi Jordanovych bunék stejny Jordandiv
kanonicky tvar.
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Jordanovu matici podobnou komplexni ¢tvercové matici A
nazveme Jordanovym kanonickym tvarem matice A.

Dusledek

(1) Kazda kompexni ¢tvercova matice ma Jordantiv kanonickym
tvar, ktery je urCen jednozmacné aZ na poradi bunék.

(2) Dvé kompexni Ctvercové matice jsou podobné, praveé kdyz
maji az na poradi Jordanovych bunék stejny Jordandiv
kanonicky tvar.

|

Spektralnim polomérem komplexni ¢tvercové matice A
nazveme realné Cislo p(A) = max{|A\| e R| A € o(A)}.

Poznamka (6.9)
Je-li A komplexni ¢tvercova matice a k pfirozené Cislo, pak
(@) o(A¥) = {AK ... Ak}, jestlize o(A) = {A1, ..., As},
(b) p(AK) = p(A),
(c) p(A) =0, pravé kdyz existuje k > 0 tak, ze Ak = 0,
(d) p(a-A) =l|alp(A) pro kazdé a € C.

Prakticka linearni algebra a geometrie
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Poznamka (6.10)

Necht je A komplexni ¢tvercova matice a p(A) < 1.
a) lim A" =0,

n—oo

b) nILmoo(E+A+A2+--~+A”)=(E—A)_1.
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Poznamka (6.10)

Necht je A komplexni ¢tvercova matice a p(A) < 1.
a) lim A" =0,
n—oo
b) (E4+A+AZ+...+AN) = (E-A)L

lim
n—oo

7.Nezaporné matice

Jsou-li A = (a;) a B = (bj) dvé realné matice stejného
typu, potom budeme pséat A > B resp. A > B, pokud

aj > by resp. a;j > by pro vSechny indexy i,j. Podobné pro
reélné (fadkové nebo sloupcové) vektory u = (ug,...,Un) @
vV = (Vg,...,Vn) budeme psat u > v resp. u > v pokud

Uj > Vj resp. u; > vj provsechnai =1,...,n.
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Poznamka (6.10)

Necht je A komplexni ¢tvercova matice a p(A) < 1.
a) lim A" =0,
n—oo
b) (E4+A+AZ+...+AN) = (E-A)L

lim
n—oo

7.Nezaporné matice

Jsou-li A = (a;) a B = (bj) dvé realné matice stejného
typu, potom budeme pséat A > B resp. A > B, pokud

aj > by resp. a;j > by pro vSechny indexy i,j. Podobné pro
reélné (fadkové nebo sloupcové) vektory u = (ug,...,Un) @
vV = (Vg,...,Vn) budeme psat u > v resp. u > v pokud

Uj > Vj resp. u; > vj provsechnai =1,...,n.

Necht A je matice. Rekneme, Ze A je kladna resp.
nezpornd, pokud je realna a A > 0 resp A > 0. Podobné
nazveme vektor v kladnym resp. nezdpornym, pokud se
jedné o realny vektor av > 0, resp. v > 0.
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Poznamka (7.1)

Necht N; a N3 jsou nezdporné matice typu (n,m) a N, a Ny
jsou nezaporné matice typu (m, k). Pokud N; > N3z a Ny > Ny,
pak N;N> > N3Ng4. Jestlie Ny > N3z a Ny > Ny, pak

N1N2 > N3Ng.
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Poznamka (7.1)

Necht N; a N3 jsou nezdporné matice typu (n,m) a N, a Ny
jsou nezaporné matice typu (m, k). Pokud N; > N3z a Ny > Ny,
pak N;N> > N3Ng4. Jestlie Ny > N3z a Ny > Ny, pak

N1N2 > N3Ng.
Pro realnou nebo komplexni matici A = (a;;) budeme
znacit |A| = (]ajj|) a podobné pro vektor v = (vy,...,Vn)
budeme znacit |v | = (|v4], ..., |Vn]).

Prakticka linearni algebra a geometrie



Poznamka (7.1)

Necht N; a N3 jsou nezdporné matice typu (n,m) a N, a Ny
jsou nezaporné matice typu (m, k). Pokud N; > N3z a Ny > Ny,
pak N;N> > N3Ng4. Jestlie Ny > N3z a Ny > Ny, pak

N1N2 > N3Ng.
Pro realnou nebo komplexni matici A = (a;;) budeme
znacit |A| = (]ajj|) a podobné pro vektor v = (vy,...,Vn)
budeme znacit |v | = (|v4], ..., |Vn]).

Poznamka (7.2)

Necht P je kladna a N nezaporna Ctvercova matice. Potom
(a) PX je kladna a N je nezaporna matice pro kazdé k > 0,
(b) NuT > NVT, jestlize u > v > 0 a maji-li sou¢iny smysl,
(c) PuT > PvT, jestlize u >v >0, v # u a maji-li souciny
smysil,
(d) Nju|T > |NuT| pro kazdy vektor u, maji-li souciny smysl,
(e) p(P)>0.
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Véta (7.3)

Necht A je kladné Ctvercova matice. Potom p(A) je vlastni Cislo
matice A, a pokud je v vlastnim vektorem pfisluSnym vlastnimu
Cislu p(A), pak | v | je kladnym vlastnim vektorem pfisluSnym

p(A).
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Véta (7.3)

Necht A je kladné Ctvercova matice. Potom p(A) je vlastni Cislo
matice A, a pokud je v vlastnim vektorem pfisluSnym vlastnimu
Cislu p(A), pak | v | je kladnym vlastnim vektorem pfisluSnym

p(A).

Véta (7.4, Perronova véta)

Necht A je kladné& Ctvercova matice. Potom p(A) je vlastni Cislo
matice A a existuje prave jeden jeho kladny vlastni vektor

p = (P1,--.,Pn) tak, Ze p; + - - - + pn = 1. Navic kazdy vlastni
vektor pfislusny vlastnimu Cislu p(A) je nasobkem vektoru p.
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Véta (7.3)

Necht A je kladné Ctvercova matice. Potom p(A) je vlastni Cislo
matice A, a pokud je v vlastnim vektorem pfisluSnym vlastnimu
Cislu p(A), pak | v | je kladnym vlastnim vektorem pfisluSnym

p(A).

Véta (7.4, Perronova véta)

Necht A je kladné& Ctvercova matice. Potom p(A) je vlastni Cislo
matice A a existuje prave jeden jeho kladny vlastni vektor

p = (P1,--.,Pn) tak, Ze p; + - - - + pn = 1. Navic kazdy vlastni
vektor pfislusny vlastnimu Cislu p(A) je nasobkem vektoru p.

Poznamka (7.5)

Jsou-li A a B dvé nezaporné Ctvercové matice stejného stupné
aA > B, pak p(A) > p(B).
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Véta (7.6)

Necht A je nezaporna Ctvercova matice. Pak p(A) je vlastni
Cislo matice A a existuje nezaporny vlastni vektor matice A
pFisludny vlastnimu Cislu p(A).
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Véta (7.6)

Necht A je nezaporna Ctvercova matice. Pak p(A) je vlastni
Cislo matice A a existuje nezaporny vlastni vektor matice A
pFisludny vlastnimu Cislu p(A).

Rekneme, Ze matice A je primitivni, pokud je nezaporna
¢tvercova a existuje k > 0 takové, ze Ak > 0.
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Véta (7.6)

Necht A je nezaporna Ctvercova matice. Pak p(A) je vlastni
Cislo matice A a existuje nezaporny vlastni vektor matice A
pFisludny vlastnimu Cislu p(A).

Rekneme, Ze matice A je primitivni, pokud je nezaporna
¢tvercova a existuje k > 0 takové, ze Ak > 0.

Véta (7.7, Perronova-Frobeniova véta)

Necht A je primitivni matice. Potom p(A) je kladné vlastni Cislo
matice A a existuje prave jeden kladny vlastni vektor

p = (pP1,.-.,Pn) tak, Ze p; + - - - + pn = 1. Navic kazdy vlastni
vektor prislusny vlastnimu Cislu p(A) je nasobkem vektoru p.
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Véta (7.6)

Necht A je nezaporna Ctvercova matice. Pak p(A) je vlastni
Cislo matice A a existuje nezaporny vlastni vektor matice A
pFisludny vlastnimu Cislu p(A).

Rekneme, Ze matice A je primitivni, pokud je nezaporna
¢tvercova a existuje k > 0 takové, ze Ak > 0.

Véta (7.7, Perronova-Frobeniova véta)

Necht A je primitivni matice. Potom p(A) je kladné vlastni Cislo
matice A a existuje prave jeden kladny vlastni vektor

p = (pP1,.-.,Pn) tak, Ze p; + - - - + pn = 1. Navic kazdy vlastni
vektor prislusny vlastnimu Cislu p(A) je nasobkem vektoru p.

Jednoznacné urenému vektoru p z [7.4] a [7.7] budeme
fikat Perrondiv vektor matice A.
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Stochastickou matici budeme rozumét nezapornou
Ctvercovou matici, jejiz kazdy fadek ma soucet hodnot
roven jedné.
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Stochastickou matici budeme rozumét nezapornou
Ctvercovou matici, jejiz kazdy fadek ma soucet hodnot
roven jedné.

Poznamka (7.8)

Soucin stochastickych matic stejného stupné je stochastickou
matici.
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Stochastickou matici budeme rozumét nezapornou
Ctvercovou matici, jejiz kazdy fadek ma soucet hodnot
roven jedné.

Poznamka (7.8)

Soucin stochastickych matic stejného stupné je stochastickou
matici.

Poznamka (7.9)

Necht A je stochastickd matice stupné n a
e=(1,1,...,1) cR". Pak Ae" =eT ap(A) = 1.
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Stochastickou matici budeme rozumét nezapornou
Ctvercovou matici, jejiz kazdy fadek ma soucet hodnot
roven jedné.

Poznamka (7.8)

Soucin stochastickych matic stejného stupné je stochastickou
matici.

Poznamka (7.9)

Necht' A je stochasticka matice stupné n a
e=(1,1,...,1) € R". Pak AeT = eT a p(A) = 1.

Poznamka (7.10)

Necht S je stochasticka matice a A nezaporna matice, pro niz
A #S, S > A a existuje kladny vlastni vektor matice AT
prislugny viastnimu &islu p(A) = p(AT). Pak p(A) < 1.
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