
2./8.12.5. Permutae a determinanty5.1. Zapi¹te v yklikém zápisu a redukovaném yklikého zápisu permutae p =�1 2 3 4 5 63 4 1 6 5 2�, q = �1 2 3 4 5 61 3 6 4 2 5� 2 S6.Postupnì vyèerpáme v¹ehny prvky z mno¾iny f1; 2; 3; 4; 5; 6g, abyhom zapsaliykly permutaí p = (13)(246)(5) a q = (1)(2365)(4). V redukovaném yklikémzápisu vyneháme v¹ehny jednoykly, tedy pevné body daného zobrazení, a protop = (13)(246) a q = (2365). �5.2. Mìjme permutae p = (1298)(36)(574) a q = (34875) z mno¾iny S9 v reduko-vaném yklikém zápisu. Urèete jejih matiový zápis.Z yklikého zápisu permutae p vidíme, ¾e p(1) = 2, p(2) = 9, p(9) = 8,p(8) = 1, p(3) = 6, p(6) = 3, p(5) = 7, p(7) = 4 a p(4) = 5. Nyní snadno tytoúdaje zaznamenáme do matiep = �1 2 3 4 5 6 7 8 92 9 6 5 7 3 4 1 8� :Snadno roz¹íøíme redukovaný ykliký zápis permutae q na neredukovaný zápisq = (34875)(1)(2)(6)(9) a obdobným zpùsobem jako u permutae p najdeme matiiq = �1 2 3 4 5 6 7 8 91 2 4 8 3 6 5 7 9� : �5.3. Neh» p = (135)(4798)(26) a q = (18)(247693) jsou dvì permutae z S9. Urèetepermutae p Æ q, q Æ p.Pøímo pou¾itím de�nie snadno zjistíme hodnoty (skládáme zprava doleva):p Æ q = (1495)(27)(368); q Æ p = (129)(3587)(46): �5.4. Napi¹te permutae p = (13475) a q = (19)(267)(3548) z S9 jako souèin trans-pozi.Pøipomeòme, ¾e transpozie je permutae, která vymìòuje právì dva prvky, tj.mù¾eme ji v redukovaném yklikém zápisu zapsat ve tvaru (ab). Øe¹ení úlohy propermutai p je zøejmé z Vìty 6.9, konkrétnì(13475) = (15) Æ (17) Æ (14) Æ (13) = (13) Æ (34) Æ (47) Æ (75):Pøímo z de�nie yklikého zápisu vidíme, ¾e (19)(267)(3548) = (19)Æ(267)Æ(3548),tedy nejprve úlohu vyøe¹íme pro ka¾dý z yklù (19), (267) a (3548) pomoí Vìty6.9 a poté nalezené transpozie slo¾íme, tedy(19)(267)(3548) = (19) Æ (267) Æ (3548) =20



21= (19) Æ (27) Æ (26) Æ (38) Æ (34) Æ (35) = (19) Æ (26) Æ (67) Æ (35) Æ (54) Æ (48): �5.5. Urèete znaménka permutaí p a q z pøedhozí úlohy.Podle de�nie má permutae znaménko 1 (tj. jde o sudou permutai), právìkdy¾ ji mù¾eme napsat jako souèin sudého poètu transpozi a permutae má zna-ménko �1 (tj. je to lihá permutae), mù¾eme-li ji napsat jako souèin lihého poètutranspozi. V pøedhozím pøíkladu jsme vyjádøili permutai p jako souèin 4 trans-pozi, proto znp = 1. Permutai q jsme dostali jako souèin 6 transpozi, tedy opìtznp = 1. �5.6. Urèete znaménka permutaí (17)(36)(2458), (245)(3687), (13)(2675) 2 S8.Ke zji¹tìní znamének permutaí tentokrát u¾ijeme Vìtu 6.15 z pøedná¹ky, kteráøíká, ¾e znaménko permutae je rovno znaménku souèinu nezávislýh yklù a zna-ménko yklu lihé délky je 1 a znaménko yklu sudé délky je �1. To znamená,¾e zn((17)(36)(2458)) = (�1) � (�1) � (�1) = �1;zn((245)(3687)) = 1 � (�1) = �1;zn((13)(2675)) = (�1) � (�1) = 1: �5.7. Spoèítejte ((135)(4798)(26))�1 a ((18)(247693))�1 pro permutae z S9.Pøi hledání inverzníh permutaí si uvìdomme, ¾e staèí ykly (redukovaného)yklikého zápisu pùvodníh permutaí þzradlovì pøevrátit", tedy((135)(4798)(26))�1 = (531)(8974)(62); ((18)(247693))�1 = (81)(396742): �5.8. Spoèítejte nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matie A = �3 11 2�.Postupujeme pøímo podle de�nie. Rozmyslíme si, ¾e S2 = fId; (12)g. a protodet(A) = 3 � 2� 1 � 1 = 5 nad tìlesy Q, R. Obvyklá úvaha o poèítání v tìleseh Zpnám umo¾ní vyu¾ít výsledku spoèítaného v tìlese reálnýh (èi raionálníh) èísel,který nakone staèí upravit modulo p. To znamená, ¾e det(A) = (5)mod5 = 0 nadtìlesem Z5 a det(A) = (5)mod7 = 5 nad tìlesem Z7. �9./15.12.5.9. Spoèítejte nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matie B = 0�1 2 14 0 32 3 11A.I tentokrát budeme faktiky postupovat podle de�nie. Sudým permutaím Id,(123) a (132) z S3 odpovídají po øadì souèiny 1 � 0 � 1, 2 � 3 � 2 a 1 � 4 � 3 (v¾dy bereme



22nejprve hodnotu z prvního øádku, poté z druhého a nakone z tøetího) a lihýmpermutaím (12), (13) a (23) odpovídají souèiny 2 � 4 � 1, 1 � 0 � 2 a 1 � 3 � 3, protodet(B) = det(0�1 2 14 0 32 3 11A) = 1 � 0 � 1+2 � 3 � 2+1 � 4 � 3� (2 � 4 � 1+1 � 0 � 2+1 � 3 � 3):Tedy det(B) = 7 nad tìlesy Q, R, det(B) = 2 nad tìlesem Z5 a det(B) = 0 nadtìlesem Z7. �5.10. Urèete nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinanty matiC1 = 0BBBB�3 4 4 2 10 2 4 0 30 0 4 3 20 0 0 1 10 0 0 0 21CCCCA a C2 = 0BBBB�0 0 0 1 10 2 4 0 30 0 4 3 23 4 4 2 10 0 0 0 21CCCCA :Determinant matieC1 = (ij) mù¾eme opìt spoèítat podle de�nie, uvìdomíme-li si, ¾e pro ka¾dou neidentikou permutai � 2 S5 bude existovat aspoò jedno j,pro nì¾ j > �(j), a proto j�(j) = 0 a 1�(1) � � � � � 5�(5) = 0. Tedy determi-nant Gaussovy ètvreové matie C1 je právì souèin hodnot na hlavní diagonále,tj. det(C1) = 3 � 2 � 4 � 1 � 2 = 48 nad tìlesy Q a R, det(C1) = (48)mod5 = 3 nadtìlesem Z5 a det(C1) = (48)mod7 = 6 nad tìlesem Z7.Nyní si v¹imnìme, ¾e matii C2 dostaneme z matie C1 výmìnou 1. a 4. øádku.Proto podle Vìty 7.6 je det(C2) = � det(C1), tudí¾ det(C2) = �48 nad tìlesy Q,R, det(C2) = (�48)mod5 = 2 nad tìlesem Z5 a det(C2) = (�48)mod7 = 1 nadtìlesem Z7. �5.11. Spoèítejte nad tìlesyQ,R, Z5 a Z7 determinant matieD = 0BB�1 0 2 11 1 0 30 2 1 21 2 3 41CCA.Pøipomeòme, ¾e Vìty 7.6, 7.12 a 7.14 nám øíkají, jak se zmìní determinantmatie, provedeme-li nìkterou z øádkovýh úprav. V pøedhozí úloze jsme si navíuvìdomili, ¾e je velmi snadné urèit determinant Gaussovy matie jako souèin hodnotna hlavní diagonále. Budeme-li tedy standardními prostøedky pomoí elemntárníhúprav øádkù pøevádìt matii D na její Gaussovu matii, budeme v ka¾dém krokuznát, jak jsme pùvodní determinant zmìnili. Tedy upravujme a poèítejme:det(D) = det(0BB�1 0 2 11 1 0 30 2 1 21 2 3 41CCA) = det(0BB�1 0 2 10 1 �2 20 2 1 20 2 1 31CCA) == det(0BB�1 0 2 10 1 �2 20 0 5 �20 0 5 �11CCA) = det(0BB�1 0 2 10 1 �2 20 0 5 �20 0 0 1 1CCA) = 1 � 1 � 5 � 1 = 5:Tedy zjistili jsme, ¾e det(D) = 5 nad tìlesy Q, R, det(D) = 0 nad tìlesem Z5 adet(D) = 5 nad tìlesem Z7. �



235.12. Spoèítejte nad tìlesyQ,R, Z5 a Z7 determinant matieG = 0BB�1 0 2 10 0 3 01 4 1 22 2 4 01CCA.Tentokrát k výpoètu pou¾ijeme Vìtu 7.11 a budeme determinant rozvíjet podle2. øádku:det(G) = (�1)2+1 � 0 � det(0�0 2 14 1 22 4 01A) + (�1)2+2 � 0 � det(0�1 2 11 1 22 4 01A)++(�1)2+3 � 3 � det(0�1 0 11 4 22 2 01A) + (�1)2+4 � 0 � det(0�1 0 21 4 12 2 41A) == �3 � det(0�1 0 11 4 22 2 01A) = �3 � (1 � 1 � 2� 1 � 4 � 2) = 18:Tedy jako obvykle det(G) = 18 nad Q a R, det(G) = 3 nad Z5 a det(G) = 4 nadZ7. �Poznamenejme, ¾e jsme determinanty ani dal¹í èleny rozvoje, které pøíslu¹í nulo-vému prvky z øádku, podle nìj¾ determinant rozvíjíme, vùbe nemuseli psát. Navísi uvìdomme, ¾e tato metoda je vhodná právì v pøípadì, kdy nìkterý z øádkù (nabosloupù, vyu¾ijeme-li pozorování det(G) = det(GT ) Vìty 7.3) obsahuje þhodnì"nul. 16./22.12.5.13. Spoèítejte determinant matie H = 0BBBB�1 3 �3 1 13 2 7 5 �92 1 �1 2 01 2 2 1 �12 �1 3 2 7 1CCCCA nad tìlesemraionálníh èísel.V matii H sie ¾ádný øádek ani sloupe neobsahuje vìt¹í poèet nul, ov¹emprvní a ètvrtý sloupe se li¹í jen na jedné pozii. Víme, ¾e odeèteme-li od jednohoz tìhto sloupù druhý, nezmìní se podle Vìt 7.3 a 7.14 hodnota determinantu. Potéto úpravì u¾ ov¹em mù¾eme pou¾ít metodu rozvoje podle sloupe (tedy kombinaiVìt 7.3 a 7.11):det(H) = det(0BBBB�1 3 �3 1 13 2 7 5 �92 1 �1 2 01 2 2 1 �12 �1 3 2 7 1CCCCA) = det(0BBBB� 0 3 �3 1 1�2 2 7 5 �90 1 �1 2 00 2 2 1 �10 �1 3 2 7 1CCCCA) =
= (�1) � (�2) � det(0BB� 3 �3 1 11 �1 2 02 2 1 �1�1 3 2 7 1CCA):



24Nyní odeèteme od prvního øádku upravené matie trojnásobek druhého øádku. Naprvním øádku zùstanou dva nenulové prvky, podle nih¾ determinant rozvedeme asnadno dopoèítáme:det(H) = 2 � det(0BB� 3 �3 1 11 �1 2 02 2 1 �1�1 3 2 7 1CCA) = 2 � det(0BB� 0 0 �5 11 �1 2 02 2 1 �1�1 3 2 7 1CCA) == 2 � (�5) � det(0� 1 �1 02 2 �1�1 3 7 1A)� 2 � 1 � det(0� 1 �1 22 2 1�1 3 21A) == �10 � (14� 1 + 3 + 14)� 2 � (4 + 1 + 12 + 4 + 4� 3) = �344: �5.14. Najdìte nad tìlesem raionálníh èísel rekurentní vzore pro výpoèet deter-minant obené ètverové matie Cn = (ij) stupnì n, kde ii = 1, ii+1 = �1 aii+1 = 1 a jinde je ij = 0, tj. Cn = 0BBBBBB�1 �1 0 0 : : : 0 01 1 �1 0 : : : 0 00 1 1 �1 : : : 0 0: : : : : : : : :: : : : : : : : :0 0 0 0 : : : 1 1
1CCCCCCA.Rozvedeme-li matii Cn podle prvního øádku, dostaneme detCn = detCn�1 +detAn�1, kde matii An�1 získáme z Cn vypu¹tìním prvního øádku a druhéhosloupe. Rozvojem podle prvního sloupe matie An�1 zjistíme, ¾e detAn�1 =detCn�2. Tedy platí rekurentní vzore detCn = detCn�1 + detCn�2 a pøímýmvýpoètem zjistíme, ¾e detC1 = 1 a ¾e detC2 = 2. Vidíme, ¾e hodnota detCn jeprávì n+ 2. èlenem Fibonaiovy posloupnosti. �5.15. Spoèítejte nad tìlesem raionálníh èísel determinant ètverové matie Dn =(dij) stupnì n, kde dii = 1, dii+1 = di+1i = 1 a jinde je dij = 0, tj. Dn =0BBBBBB�1 1 0 0 : : : 0 01 1 1 0 : : : 0 00 1 1 1 : : : 0 0: : : : : : : : :: : : : : : : : :0 0 0 0 : : : 1 1

1CCCCCCA.Stejným postupem jako v pøedhozí úloze zjistíme, ¾e detDn = detDn�1 �detDn�2. Dále snadno spoèítáme hodnoty detD1 = 1, detD2 = 0 a poté pomoírekurentního vzore detD3 = �1, detD4 = �1, detD5 = 0, detD6 = 1, detD7 =1 a detD8 = 0. Vidíme, ¾e je posloupnost fdetDngn periodiká s periodou 6.Dode�nujeme-li detD0 = 1, pak dostáváme vztah detDn = detDnmod6. �5.16. Spoèítejte determinant matie D500 z pøedhozí úlohy.Staèí pou¾ít nerekurentní vztah detD500 = detD500mod6 = detD2 = 0. �



256. Regulární matie6.1. Rozhodnìte, zda je nad tìlesy Q, Z5 a Z7 regulární matie:A = 0�1 2 12 1 01 4 41A, B = 0�2 2 31 3 21 1 31A, A �B a A555.Díky Vìtì 8.4 staèí zjistit, zda jsou determinanty jednotlivýh mati nenulové.Spoèítejme nejprve determinanty mati A a B:detA = det0�1 2 12 1 01 4 41A = det0� 1 2 12 1 0�3 �4 01A = det� 2 1�3 �4� = �5nad Q, detA = 0 nad Z5 a detA = 2 nad Z7, o¾ znamená, ¾e je A regulární nadQ a Z7 a A je singulární nad Z5. PodobnìdetB = det0�2 2 31 3 21 1 31A = det0�2 0 31 2 21 0 31A = 2 � det�2 31 3� = 6nad Q, detB = 1 nad Z5 a detB = 6 nad Z7, tedy B jr regulární nad v¹emi tìlesyQ, Z5 a Z7. Pou¾ijeme-li Vìtu 7.21, která øíká, ¾e det(A �B) = det(A) �det(B), pakvidíme, ¾e det(A �B) 6= 0 právì kdy¾ detA 6= 0 a detB 6= 0. Tudí¾ matie A �B jeregulární nad Q a Z7 a není regulární nad Z5. Koneènì indukèním roz¹íøením Vìty7.21 dostaneme, ¾e det(A555) = det(A)555, a proto je matie A555 regulární právìnad tìlesy Q a Z7. �6.2. Rozhodnìte pro která reálná a jsou reálné matie P(a) = 0�1 1 0a 1 a1 a 01A,Q(a) =0� a �1 �1a� 1 1 1a+ 1 1 0 1A a P(a) �Q(a) regulární.Nejprve spoèítáme determinanty det(P(a)) = det0�1 1 0a 1 a1 a 01A = a� a2; adet(Q(a)) = det0� a �1 �1a� 1 1 1a+ 1 1 0 1A = det0�2a� 1 0 0a� 1 1 1a+ 1 1 01A = 1� 2a:Vìta 8.4 z pøedná¹ky øíká, ¾e je matie regulární, právì kdy¾ je její determinantnenulový. Determinaty mati P(a) a Q(a) u¾ jsme spoèítali, zbývá nám s vyu¾itímVìty 7.21 spoèítat det(P(a) � Q(a)) = det(P(a)) � det(Q(a)) = a(1 � a)(1 � 2a).Vidíme, ¾e je matie P(a) regulární, právì kdy¾ a 2 R n f0; 1g, matie Q(a) jeregulární, právì kdy¾ a 2 R n f 12g a souèin P(a) � Q(a) je regulární, právì kdy¾a 2 R n f0; 12 ; 1g. �



266.3. Rozhodnìte pro která x 2 Z5 je matie0� 2x x+ 3 2x+ 1x+ 4 3x+ 2 3x+ 1 x 4x 1A nad tìlesemZ5 singulární.Opìt nejprve spoèítáme determinant matie A(x) = 0� 2x x+ 3 2x+ 1x+ 4 3x+ 2 3x+ 1 x 4x 1A,nejprve pøièteme tøetí sloupe k druhému a pak rozvedeme podle tøetího øádku:det0� 2x x+ 3 2x+ 1x+ 4 3x+ 2 3x+ 1 x 4x 1A = det0� 2x 3x+ 4 2x+ 1x+ 4 3x 3x+ 1 0 4x 1A == (x+ 1) � (4x2 + x+ 2) + 4x � (3x2 + 4x+ 4) = x3 + x2 + 4x+ 2:Stejnì jako v pøedhozí úloze potøebujeme najít x 2 Z5, pro nì¾ je hodnotadet(A(x)) = x3 + x2 + 4x + 2 = 0, o¾ snadno zjistíme dosazováním jednotlivýhprvkù tìlesa Z5:det(A(0)) = 2; det(A(1)) = 13+12+4�1+2 = 3; det(A(2)) = 23+22+4�2+2 = 2;det(A(3)) = 33 + 32 + 4 � 3 + 2 = 0; det(A(4)) = 43 + 42 + 4 � 4 + 2 = 3:Zjistili jsme, ¾e je matie A(x) singulární, právì kdy¾ je x = 3. �6.4. Vyøe¹te nad reálnými èísly soustavu rovni AxT = (1; 0; 0)T s reálným para-metrem a, kde A = 0�2a+ 1 a 2aa 1 a+ 12a 0 2a 1A.Pro poèítání pou¾ijeme Cramerovo pravidlo. Nejdøíve urèíme detA = 2a � (a +1). To znamená, ¾e Cramerovo pravidlo mù¾eme vyu¾ít pro parametr a 2 R nf0;�1g, t.j. je-li matie A regulární. Dále urèíme determinant mati Ai, kterévzniknou z matie A nahrazením i-tého sloupe sloupem pravýh stran vektorem,tedy (1; 0; 0)T :detA1 = det0�1 a 2a0 1 a+ 10 0 2a 1A = 2a, detA2 = det0�2a+ 1 1 2aa 0 a+ 12a 0 2a 1A = 2a adetA3 = det0�2a+ 1 a 1a 1 02a 0 01A = �2a.Nyní pomoí Cramerova pravidla (Vìta 8.13) spoèítáme hodnotu i-té neznáméjako xi = (detA)�1 �detAi. Tedy x1 = x2 = 2a2a(a+1) = 1a+1 a x3 = �2a2a(a+1) = � 1a+1 .Koneènì standardním postupem zjistíme, ¾e soustava pro a = �1 nemá øe¹ení apro a = 0 le¾í v¹ehna øe¹ení v mno¾inì (1; 0; 0) + h(0; 1;�1)i. �6.5. Existuje-li, najdìte inverzní matii k reálné matii B = 0� 1 2 1�2 �3 12 4 31A.Vyu¾ijeme Vìtu 8.8 z pøedná¹ky a budeme elementárními úpravami upravovatmatii B roz¹íøenou o jednotkovou matii, tedy matii (BjE) tak, abyhom dostali



27matii (EjC). Podaøí-li se nám to, bude matie C právì inverzní matií k matiiB: 0� 1 2 1 ??1 0 0�2 �3 1 ??0 1 02 4 3 ??0 0 11A � 0�1 2 1 ?? 1 0 00 1 3 ?? 2 1 00 0 1 ?? �2 0 11A �� 0�1 2 0 ?? 3 0 �10 1 0 ?? 8 1 �30 0 1 ?? �2 0 1 1A � 0�1 0 0 ?? �13 �2 50 1 0 ?? 8 1 �30 0 1 ?? �2 0 1 1A :Zjistili jsme, ¾e B�1 = 0��13 �2 58 1 �3�2 0 1 1A. �6.6. Existuje-li, spoèítejte nad tìlesem Z7 matii 0�1 2 43 2 61 0 51A�1.Postupujeme stejnì jako v pøedhozím pøíkladì:0�1 2 4 ??1 0 03 2 6 ??0 1 01 0 5 ??0 0 11A � 0�1 0 5 ??0 0 10 2 5 ??0 1 40 2 6 ??1 0 61A � 0�1 0 0 ??2 5 50 1 0 ??1 3 40 0 1 ??1 6 21A :Dostali jsme 0�1 2 43 2 61 0 51A�1 = 0�2 5 51 3 41 6 21A. �5./6.1.6.7. Spoèítejte souèin reálnýh mati �2 31 1��1 � �1 3 1 �12 0 �1 2 �.Oznaème A = �2 31 1� a B = �1 3 1 �12 0 �1 2 �. Roz¹íøíme-li matii A o matiiB a budeme-li vzniklou matii (AjB) upravovat stejnì jako v pøedhozíh dvouúloháh takovými elementárními úpravami, abyhom vlevo obdr¾eli jednotkovoumatii, snadno nahlédneme, ¾e(AjB) � A�1 � (AjB) = (EjA�1B);Tedy vpravo dostaneme hledaný souèin A�1B. Poèítejme:�2 3 ??1 3 1 �11 1 ??2 0 �1 2 � � �1 1 ??2 0 �1 22 3 ??1 3 1 �1� �� �1 1 ?? 2 0 �1 20 1 ?? �3 3 3 �5� � �1 0 ?? 5 �3 �4 70 1 ?? �3 3 3 �5� :Spoèítali jsme, ¾e �2 31 1��1 ��1 3 1 �12 0 �1 2 � = � 5 �3 �4 7�3 3 3 �5�. �6.8. Spoèítejte souèin reálnýh mati 0� 2 0�1 31 21A � �3 42 3��1.



28 Oznaème C = 0� 2 0�1 31 21A a D = �3 42 3�. Uvìdomíme-li si, ¾e (C � D�1)T =(D�1)T � CT = (DT )�1 � CT , mù¾emem postupovat stejným zpùsobem jako vminulém pøíkladu, ov¹em pro souèin transponovanýh mati v obráeném poøadí:�3 2 ??2 �1 14 3 ??0 3 2� � �12 8 ??8 �4 412 9 ??0 9 6� � �3 2 ?? 2 �1 10 1 ?? �8 13 2� �� �3 0 ?? 18 �27 �30 1 ?? �8 13 2 � � �1 0 ?? 6 �9 �10 1 ?? �8 13 2 � :Zjistili jsme, ¾e (DT )�1�CT = � 6 �9 �1�8 13 2 �, a protoC�D�1 = 0� 6 �8�9 13�1 2 1A. �6.9. Najdìte nad tìlesem Z7 adjungovanou matii k matiím A = �1 23 6�, B =�1 11 2�, C = 0BB�1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 11CCA a D = 0�1 2 43 2 61 0 51A.Postupujme nejprve podle de�nie, na i-tém øádku a v j-tém sloupi adjungovanématie se nahází subdeterminant pùvodní matie, v ní¾ vy¹krtneme j-tý øádek ai-tý sloupe, vynásobený hodnotou (�1)i+j :adj(A) = �6 54 1� ; adj(B) = �2 66 1� ; adj(C) = 0BB�0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 01CCA :U poslední matie, o ní¾ z pøíkladu 6.6 víme, ¾e je regulární, a známe její inverz,staèí abyhom spoèetli determinant det(D) = 5 a vyu¾ili Vìty 8.12, která øíká,¾e D � adj(D) = det(D) � E, proto adj(D) = det(D) � D�1, tedy adj(D) = 5 �0�2 5 51 3 41 6 21A = 0�3 4 45 1 65 2 31A. �6.10. Spoèítejte adjungovanou matii ke ètverové matii stupnì 100, která máhodnost 98.Uvá¾íme-li, ¾e matie, kterou dostaneme z pùvodní vy¹krtnutím i-tého øádkua j-tého sloupe má hodnost nejvý¹e 98, je taková matie singulární a má tedydeterminant rovný nule. To znamená, ¾e hledaná adjungovaná matie je nulová. �12./13.1.



297. Homomorfismy vektorovýh prostorù7.1. Neh» f : Z35 ! Z25 je zobrazení dané pøedpisem f(v) = v �0�4 11 22 31A. Rozhod-nìte, zda jde o homomor�smus.Podle Vìty 4.7 z pøedná¹ky zobrazení dané násobením sloupového vektoru (tedymatie typu (n; 1)) matií splòuje axiomy homomor�smu, tedy(u+ v) �A = u �A+ v �A a (r � u) �A = r � (u �A)pro ka¾dé u;v 2 Z35 a r 2 Z5. �7.2. Pro homomor�smus f z pøedhozího pøíkladu popi¹te podprostory Kerf aImf .Pøipomeòme, ¾e Kerf = fvj f(v) = 0g = fvj v �A = 0g. Tedy Kerf je právìmno¾ina v¹eh øe¹ení homogenní soustavy s matiíA. Snadno spoèítáme, ¾e Kerf =h(2; 0; 1)i.Vezmeme-li libovolnou generujíí mno¾inu G vektorového prostoru Z35 (napøíkladkanonikou bázi), potom f(G) tvoøí generujíí mno¾inu podprostoru Imf = f(Z35).Vidíme, ¾e f((1; 0; 0)) = (4; 1), f((0; 1; 0)) = (1; 2) a f((0; 0; 1)) = (2; 3) (tj. ob-razy vektorù kanoniké báze tvoøí právì sloupe matie A). Zbývá si v¹imnout, ¾eh(4; 1); (1; 2); (2; 3)i = Z25. �Oznaèujme Kn kanonikou bázi libovolného aritmetikého vektorového prostoruTn nad tìlesem T a její i-tý vektor ei.7.3. Najdìte matii homomor�smus f z pøedhozí úlohy vzhledem ke kanonikýmbázím.Podle de�nie nejprve potøebujeme zjistit souøadnie vektorù f(ei) vzhledemke kanoniké bázi prostoru Z25: ff(e1)gK2 = f(4; 1)gK2 = (4; 1), ff(e2)gK2 =f(1; 2)gK2 = (1; 2), ff(e3)gK2 = f(2; 3)gK2 = (2; 3).Nyní zbývá souøadniové vektory uspoøádat do sloupù matie homomor�smuvzhledem ke kanonikým bázím [f ℄K3K2 = 0�4 11 22 31AT = �4 1 21 2 3�. �7.4. Neh» g : R2 ! R3 je zobrazení urèené pøedpisem g((x1; x2)) = (x1 +2x2; 4x1 � x2; 2x2). Doka¾te, ¾e se jedná o homomor�smus.Snadno zjistíme, ¾e lze pøedpis de�nujíí zobrazení g vyjádøit jako souèin matiea aritmetikého vektoru: g((x1; x2)) = (x1; x2) ��1 4 02 �1 2�. Proto jde podle Vìty4.7 o homomor�smus. �7.5. Najdìte matii vzhledem ke kanonikým bázím homomor�smu g z pøedhozíhopøíkladu.



30 Postupujeme stejnì jako v Pøíkladu 7.3. Staèí tedy dosadit vektory kanonikébáze do g a seøadíme je do sloupù matie [g℄K2K3 = 0�1 24 �10 2 1A. �7.6. Mìjme A = ((1; 4); (3; 1)) bázi prostoru Z27 a B = ((1; 1; 2); (1; 0; 3); (6; 0; 5))bázi prostoru Z37. Najdìte matii homomor�smu h : Z27 ! Z37 vzhledem k bázím Aa B, známe-li matii h vzhledem ke kanonikým bázím [h℄K2K3 = 0�1 34 02 61A.Dvojí aplikaí Vìty 10.6 mù¾eme vyjádøit hledanou matii [h℄AB jakou souèinmati: [h℄AB = [1Z37 ℄K3B � [h℄AK3 = [1Z37 ℄K3B � [h℄K2K3 � [1Z27 ℄AK2 :Snadno urèíme pøímo podle de�nie matie pøehodu od kanoniké báze k bázi Aresp. B, tj. do sloupeèkù sepí¹eme bázi A resp. B:[1Z27 ℄AK2 = �1 34 1� ; [1Z37 ℄BK3 = 0�1 1 61 0 02 3 51A :Koneènì zbývá uvá¾it, ¾e [1Z37 ℄BK3 � [1Z37 ℄K3B = [1Z37 ℄K3K3 = E, tedy [1Z37 ℄K3B =[1Z37 ℄�1BK3 . Dokonèení úlohy je u¾ jen rutinním poèítáním s matiemi:[h℄AB = 0�1 1 61 0 02 3 51A�1 �0�1 34 02 61A � �1 34 1� = 0�1 1 61 0 02 3 51A�1 �0�6 64 55 51A �Hledaný souèin mati dopoèítáme zpùsobem prezentoveným v 6.7:0�1 1 6 ??6 61 0 0 ??4 52 3 5 ??5 51A � 0�1 0 0 ??4 50 1 6 ??2 10 3 5 ??4 21A �� 0�1 0 0 ??4 50 1 6 ??2 10 0 1 ??5 61A � 0�1 0 0 ??4 50 1 0 ??0 00 0 1 ??5 61A :Zjistili jsme, ¾e [h℄AB = 0�4 50 05 61A. �7.7. Buï A = ((1; 1; 1); (1; 0; 1)(1; 1; 0)) báze vektorového prostoru Z33 a B =((1; 2); (1; 1)) báze vektorového prostoru Z23. Najdìte matií homomor�smu  :Z33 ! Z23 vzhledem ke kanonikým bázím, má-li matii [ ℄AB = �1 1 02 1 1� vzhle-dem k bazím A a B.Postupujeme standardní estou s vyu¾itím Vìty 10.6 (èi speiální Vìty 10.13):[ ℄K3K2 = [1Z23 ℄BK2 � [ ℄AB � [1Z33 ℄K3A = �1 12 1� ��1 1 02 1 1� �0�1 1 11 0 11 1 01A�1 :



31a nìkterým ze známýh zpùsobù dopoèítáme [ ℄K3K2 = �0 1 20 1 0�. �7.8. Najdìte matii endomor�smus ' vektorového prostoru R2 vzhledem ke kano-niké bázi, víte-li, ¾e '((1; 2)) = (3; 0) a '((2; 1)) = (3; 3).Proto¾e B = ((1; 2); (2; 1)) tvoøí bázi R2, zaruèuje nám Vìta 9.22, ¾e daná pod-mínka urèuje homomor�smus f jednoznaènì, a bezprostøednì z de�nie dostanemematii ['℄BK3 = �3 30 3�. Dále postupujeme obvyklým zpùsobem:['℄K2 = ['℄K2K2 = ['℄BK2 � [1R2 ℄K2B = ['℄BK2 � [1R2 ℄�1BK2 == �3 30 3� ��1 22 1��1 = �3 30 3� � �� 13 2323 � 13� = �1 12 �1� : �7.9. Najdìte ve vektorovém prostoru Z23 nad tìlesem Z3 matii pøehodu od bázeM = ((2; 1); (1; 1)) k bázi N = ((1; 1); (0; 1)).Uvìdomíme si, ¾e matie pøehodu od bázeM k bázi N je právì matií [1Z3 ℄NMidentikého homomor�smu vzhledem k bázím N a M . Nyní opìt pou¾íjeme Vìtu5.6, abyhom dostali: = [1Z3 ℄NM = [1Z3 ℄K2M � [1Z3 ℄NK2 = [1Z3 ℄�1MK2 � [1Z3 ℄NK2 == �2 11 1��1 ��1 01 1� = �0 21 2� : �7.10. Je-li 0�2 3 1 41 1 2 51 2 6 61A matie homomor�smu f : Z47 ! Z37 vzhledem k bazímM = ((1; 1; 0; 0); (0; 1; 1; 0); (0; 0; 1; 1); (1; 0; 0; 0)) a N = ((3; 1; 4); (3; 3; 0); (2; 1; 6)).Urèete dimenze jádra Kerf a obrazu Imf .Nejprve standardní estou urèíme hodnost matie [f ℄MN = 0�2 3 1 41 1 2 51 2 6 61A azjistíme, ¾e h([f ℄MN ) = 2. Nyní vyu¾ijeme Vìtu 10.19, která øíká, ¾e dim(Imf) =h([f ℄MN ) = 2 a Vìtu 9.27, která øíká, ¾e dim(Imf) + dim(Kerf) = dim(Z47) = 4, aproto dim(Kerf) = 4� dim(Imf) = 2. �7.11. Uva¾ujme reálný vektorový prostor R[x℄ v¹eh reálnýh polynomù. Doka¾te,¾e první derivae 0 tvoøí homomor�smus R[x℄ do R[x℄. Jak vypadá jádro Ker(0) aobraz Im(0)?Tvrzení, ¾e (p+q)0 = p0+q0 a (:p)0 = :p0 je dokázáno na pøedná¹e matematikéanalýzy (nejen) pro v¹ehny polynomy p a q a ka¾dou reálnou konstantu . Tedyprvní derivae je homomor�smus. Snadno nahlédneme, ¾e Ker(0) obsahuje právìv¹ehnny konstantní funke a Im(0) = R[x℄. �



32 8. Lineární formy8.1. Doka¾te, ¾e je zobrazení f : Z47 ! Z7 de�nované vztahem f((x1; x2; x3; x4)) =2x1 +3x2 + 4x4 lineární forma a najdìte souøadnie f vzhledem ke kanoniké báziK4 a vzhledem k bázi B = ((1; 1; 1; 1); (2; 0; 2; 2); (1; 1; 0; 1); (4; 4; 4; 0)).Vidíme, ¾e hodnotu f(v) dostaneme jako souèin vektoru va sloupového vektoru(2; 3; 0; 4)T , jde tedy o homomor�smus vektorového prostoru Z47 do Z7, tj. jde podlede�nie o lineární formu na prostoru Z47.Souøadnie f vzhledem k jakékoli bázi dostaneme dosazením jednotlivýh bá-zikýh vektorù a jejih seøazením do øádku (v pøípadì lineárníh forem na arit-metikém vektorovém prostoru jde zøejmì právì o matii homomotr�smu f), tedyffgK4 = [f ℄K41 = (2; 3; 0; 4) a ffgB = [f ℄B1 = (2; 5; 2; 6). �8.2. Neh» fggB = (3; 4; 2; 1) jsou souøadnie lineární formy g : Z47 ! Z7 vzhle-dem k bázi B = ((1; 1; 1; 1); (2; 0; 2; 2); (1; 1; 0; 1); (4; 4; 4; 0)). Najdìte souøadnie aanalytiké vyjádøení g vzhledem ke kanoniké bázi K4 aHledáme-li vektor fggK4 staèí si uvìdomit, ¾e vlastnì jedná o matii homomor-�smu, a poté vyu¾ít Vìtu 10.6, proto¾efggK4 = [g℄K41 = [g℄B1 � [1Z47 ℄K4B = (3; 4; 2; 1) �0BB�1 2 1 41 0 1 41 2 0 41 2 1 01CCA�1 :Vidíme, ¾e nám staèí vyøe¹it nehomogenní soustavu s matií0BB�1 1 1 1 ??32 0 2 2 ??41 1 0 1 ??24 4 4 0 ??11CCA :Standardním postupem tedy najdeme vektor (0; 1; 1; 1), který je právì hledanýmsouøadniovým vektorem fggK4 �8.3. Najdìte souøadnie lineární formy f hápané jako vektor duálního vektorovéhoprostoru vzhledem duální bázi ke kanoniké bazi a vzhledem k duální bázi k báziB, kde f a B bereme z Pøíkladu 8.1. �Oznaème (f1; f2; f3; f4) hledanou duální bázi. Z de�nie víme, ¾e fi(ej) = 0,je-li i 6= j, a fi(ei) = 0. To pøímo podle de�nie znamená, ¾e ffigK4 = ei, a protofi(x1; x2; x3; x4) = xi.Oznaème ~K4, respektive ~B duální báze k bázím K4 a B. Nejprve pøímo podlede�nie a pøedhozí úlohy vidíme, ¾e ffg ~K4 = (2; 3; 0; 4). Vyu¾ijeme-li dále Vìtu11.7 z pøedná¹ky, pak snadno urèíme souøadnie lineární formy vzhledem k duálníbázi ~B bez toho, ¾e byhom ~B museli hledat, nebo» platí ffg ~B = ffgB = (2; 5; 2; 6).�8.4. Mìjme bázi B = ((1; 0; 1); (3; 2; 2); (2; 0; 4)) vektorového prostoru Z35. Urèeteanalytiké vyjádøení lineárníh forem duální báze k bázi B.



33Potøebujeme najít souøadnie linárníh forem duální báze vzhledem ke kanonikébázi, z nih¾ u¾ snadno dostaneme analytiký tvar. Oznaème ~B = (f1; f2; f3) duálníbázi k bázi B a souøadnie forem: ffigK3 = (ai1; ai2; ai3) pro i = 1; 2; 3. Uvìdommesi, ¾e po¾adavek na duální bazi lze v matiovém zápisu vyjádøit následovnì:0�a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a331A �0�1 3 20 2 01 2 41A = 0�1 0 00 1 00 0 11AHledáme tedy obvyklým zpùsobem inverzní matii ke známé matii, snadno, teedyspoèítáme, ¾e 0�ff1gK3ff2gK3ff3gK31A = 0�1 3 20 2 01 2 41A�1 = 0�2 3 40 3 02 4 31A :Zbývá sepsat analytiké vyjádøení forem: f1(x; y; z) = 2x+3y+4z , f2(x; y; z) = 3y,f3(x; y; z) = 2x+ 4y + 3z. �8.5. Uva¾ujme báziM = ((1;�1); (�1; 2)) aritmetikého vektorového prostoruR2.Najdìte souøadnie vzhledem k M a vzhledem ke kanoniké bázi lineárníh foremduální báze k bázi M .Oznaème ~M = (g1; g2) duální bázi k bázi M . Okam¾itì z de�nie vidíme, ¾efg1gM = (1; 0) a fg2gM = (0; 1), tedy souøadnie jsou právì vektory kanonikébáze. Pøi hledání souøadni fgigK2 mù¾eme postupovat stejnì jako v pøedhozímpøíkladu nebo podle Vìty 11.9. V obou pøípadeh nám zbývá najít inverzní matii:�fg1gK2fg2gK2� = � 1 �1�1 2 ��1 = �2 11 1� :Tedy fg1gK2 = (2; 1) a fg2gK2 = (1; 1). �8.6. Uva¾ujme h1(x) = 4x2 + 4x3, h2(x) = 4x1 + 2x2 + x3 a h3(x) = 3x1 + 3x2lineární formy na vektorovém prostoru Z35. Ovìøte, ¾e (h1; h2; h3) tvoøí bázi duálníhovektorového prostoru, a najdìte bázi B prostoru Z35 tak, aby (h1; h2; h3) byla duálníbází k bázi B.Øe¹íme duální úlohu k pøedhozím dvìma pøíkladùm. Známe tentokrát souøad-nie lineárníh forem vzhledem ke kanoniké bázi a potøebujeme najít vektory uitak, aby souèin uifgjgTK3 = Æij , o¾ snadno vyjádøíme pomoí mati:0�fu1gK3fu2gK3fu3gK31A � (fg1gTK3 ; fg2gTK3 ; fg3gTK3) = ETedy opìt se úkol redukuje na nalezení inverzní matie. Naví teprve pøi hledáníinverzní matie mù¾eme zodpovìdìt otázku existene báze B. Jestli¾e by neexis-tovala inverzní matie k dané matii (tj. pokud by souøadnie lineárníh forem hibyly lineárnì závislé), pak by lineární formy hi netvoøili bázi, v opaèném pøípadìbází budou. Dopoèítáme tedy:0�fu1gK3fu2gK3fu3gK31A = 0�0 4 34 2 34 1 01A�1 = 0�2 3 12 3 21 1 41A :



34Zjistili jsme, ¾e u1 = (2; 3; 1), u2 = (2; 3; 2) a u3 = (1; 1; 4) a (h1; h2; h3) je duálníbází vzhledem k bázi (u1;u2;u3). �
Dal¹í úlohy(1) Mìjme p = (174)(256); q = (134765) 2 S7. Urèete permutae p Æ q, q Æ p,p�1 Æ q a q�1 Æ p�1 a q Æ q najdìte u v¹eh tìhto permutaí jejih rozkladna transpozie.(2) Mìjme p = (1278)(356); q = (13)(4765) 2 S8. Urèete znaménka permutaípÆq, q Æp, p�1 Æq a q�1 Æp�1 a q Æq najdìte u v¹eh tìhto permutaí jejihrozklad na transpozie.(3) Spoèítejte determinant mati A = 0BB�2 1 2 01 1 0 11 2 1 22 1 1 01CCA, B = 0BB�1 1 0 22 1 1 21 1 2 22 1 0 11CCA,A�1, A �B a A �B�1 nad tìlesy R, C, Z3, Z5 a Z7.(4) Najdìte pro libovolná a 2 Q nad Q rekurentní vzore pro výpoèet deter-minant ètverové matie Gn = (gij) stupnì n, kde gii = 1, gii+1 = a agi+1i = b a jinde je gij = 0.(5) Rozhodnìte, zda jsou nad tìlesy Q, Z3, Z5 a Z7 regulární matie A =0�1 2 12 1 02 1 21A, B = 0BB�0 1 1 11 0 1 11 1 0 11 1 1 01CCA a B3.(6) Najdìte nad tìlesy Q, Z3, Z5 a Z7 adjungované matie k matiím z pøed-hozí úlohy.(7) Rozhodnìte, pro která a 2 Z7 je nad Z7 matie 0� a 2 + a 13a+ 2 1 a2a2 a+ 6 2 + a1Aregulární.(8) Najdìte pro v¹ehna a 2 Z7, pro nì¾ je to mo¾né, inverzní matii k matiiz pøedhozí úlohy.(9) Spoèítejte (�1 12 3��1 � �3 22 4� � �0 23 4��1 � �1 41 3�)�1 nad tìlesy R, Z5a Z7.(10) Uva¾ujme zobrazení f; g; h : Z47 ! Z37 vektorovýh prostrorù nad tìlesemZ7, kde f je urèené pøedpisem f((x1; x2; x3; x4)) = (x2 + 3x3 + 5x4; 4x1 +x3; x1 + 6x3 + x4), dále g je urèené svou matií vzhledem ke kanonikýmbázím [g℄K4K3 = 0�5 3 2 42 4 0 11 0 2 61A a h je urèené pøedpisem h(v) = f(v)+3 �g(v) pro ka¾dé v 2 Z47.a) Doka¾te, ¾e je h homomor�smus.



35b) Najdìte matie g a h vzhledem ke kanonikým bazím.) Najdìte matie f , g a h vzhledem k bazímM = ((1; 1; 2; 3); (1; 1; 1; 0);(5; 0; 1; 0); (4; 0; 2; 0)) a N = ((3; 1; 2); (1; 2; 0); (6; 6; 0)).d) Urèete jádro a obraz homomor�smù f , g a h.e) Rozhodnìte, zda existuje v 2 Z47, pro které f(v) = (1; 0; 3).f) Rozhodnìte, zda existuje v 2 Z47, pro které f(v) = (1; 0; 3).g) Najdìte matie  Æ f ,  Æ g a  Æ h vzhledem ke kanonikým ba-zím je-li  endomor�smus daný matií [ ℄AB = �3 5 64 0 5� vzhledemk bázím A = ((0; 1; 2); (2; 0; 1)(1; 2; 0)) báze vektorového prostoru Z33 aB = ((2; 5); (1; 2)).(11) Doka¾te, ¾e je endomor�smus ' z Pøíkladu 7.8 izomor�smus a najdìte ma-tie '�1 vzhledem ke kanoniké bázi.


