
22.2.1. Bilineární a kvadratiké formy1.1. Spoèítejte ve vektorovém prostoru Z35 souøadnie vektoru v vzhledem k báziM = ((2; 1; 1); (4; 2; 1); (2; 2; 2)).(a) v = (4; 2; 1),(b) v = (3; 2; 2),() v = (0; 0; 0),(d) v = (2; 2; 0).(a) Okam¾itì vidíme, ¾e (4; 2; 1) = 0 � (2; 1; 1) + 1 � (4; 2; 1) + 0 � (2; 2; 2), tedyf(4; 2; 1)gM = (0; 1; 0)(b) Podobnì jako v (a) i tentokrát urèíme souøadnie pøímo z de�nie, proto¾e(3; 2; 2) = 1 � (2; 1; 1)+ 0 � (4; 2; 1)+ 3 � (2; 2; 2). Dostáváme, ¾e [(3; 2; 2)℄M = (1; 0; 3)() Opìt z de�nie vidíme, ¾e f(0; 0; 0)gM = (0; 0; 0).(d) Hledáme vektor (x1; x2; x3), pro který (2; 2; 0) = x1 � (2; 1; 1)+ x2 � (4; 2; 1)+x3 � (2; 2; 2), tedy øe¹íme soustavu rovni s matií0�2 4 2 ?? 21 2 2 ?? 21 1 2 ?? 01A � 0�2 4 2 ?? 20 0 1 ?? 10 4 0 ?? 31A :Nyní snadno dopoèítáme, ¾e f(2; 2; 0)gM = (1; 2; 1). �1.2. Najdìte takovou matii A, aby souøadnie libovolného vektoru v vzhledem kbázi M z pøedhozího pøíkladu byli rovny souèinu fvgM = vA, kde poèítáme nadtìlesem Z5.Oznaèíme-li K3 a uvìdomíme-li si, ¾e fvgK3 = v, pak vidíme, ¾efvgM = fvgK3 [1℄TK3M = v[1℄TK3M ;tedy A = [1℄TK3M . Pøipomeòme koneènì, ¾e [1℄K3M = [1℄�1MK3 , kde matii [1℄MK3umíme velmi snadno urèit z de�nie. Tedy standardní metodou poèítejme:0�2 4 2 ??1 0 01 2 2 ??0 1 01 1 2 ??0 0 11A � 0�1 2 1 ??3 0 00 0 1 ??2 1 00 4 0 ??0 4 11A � 0�1 0 0 ??1 2 20 1 0 ??0 1 40 0 1 ??2 1 01AZjistili jsme, ¾e [1℄K3M = 0�1 2 20 1 42 1 01A, a proto A = 0�1 0 22 1 12 4 01A. �1.3. Najdìte ve vektorovém prostoru Z27 nad tìlesem Z7 matii pøehodu od bázeM = ((2; 1); (2; 3)) k bázi N = ((1; 5); (3; 4)), tj. matii [1℄NM , jestli¾e(a) M = ((2; 1); (2; 3)) a N = ((1; 5); (3; 4)),(b) M = ((1; 2); (3; 5)) a N = ((4; 3); (6; 6)).1



2 (a) Uvìdomíme si, ¾e matie pøehodu od báze M k bázi N je právì matií[1Z27 ℄NM identikého homomor�smu vzhledem k bázím N a M , kterou spoètemeobvyklým zpùsobem[1Z27 ℄NM = [1Z27 ℄K2M � [1Z27 ℄NK2 = [1Z27 ℄�1MK2 � [1Z27 ℄NK2 == �2 21 3��1 ��1 35 4� = �0 24 3� :(b) Poèítáme stejnì jako v bodì (a):[1Z27 ℄NM = [1Z27 ℄K2M � [1Z27 ℄MK2 = [1Z27 ℄�1MK2 � [1Z27 ℄NK2 == �1 32 5��1 � �4 63 6� :Nyní standardním zpùsobem spoèítáme hledaný souèin mati:�1 3 ??4 62 5 ??3 6� � �1 0 ??3 20 6 ??2 1� � �1 0 ??3 20 1 ??5 6� :Tedy zjistili jsme, ¾e [1Z27 ℄NM = �3 25 6�. �1.4. Buï A nìjaká ètverová matie stupnì n nad tìlesem T a de�nujme zobrazeníf : Tn � Tn ! T pøedpisem f(u;v) = u �A � vT a dále pro ka¾dé u 2 Tn dvojiizobrazení fu;u f : Tn ! T podmínkou fu(v) = f(v;u) a uf(v) = f(u;v). Doka¾te,¾e fu a uf jsou pro ka¾dé u 2 Tn lineární formy.Obì zobrazení fu i uf zobrazují vektorový prostor nad tìlesem T do tìlesa T ,tedy staèí ovìøit linearitu. Vyu¾ijeme k tomu vlastnosti sèítání a násobení matia dostaneme pro ka¾dé u;v;v1;v2 2 Tn a ka¾dé t 2 T , ¾e fu(v1 + v2) = (v1 +v2)Au = v1Au+v2Au = fu(v1)+ fu(v2) a fu(tv) = tvAu = tfu(v). Symetrikyi uf(v1 + v2) = uA(v1 + v2) =u f(v1) +u f(v2) a uf(tv) = tuAv = tuf(v). �Poznamenejme, ¾e zobrazení, které jsme zavedli v 1.4 je bilineární forma.1.5. Uva¾ujme bilineární formu f z pøíkladu 1.4 na vektorovém prostoru Z25 promatii A = �1 24 3�(a) Najdìte matii f vzhledem ke kanoniké bázi.(b) Najdìte matii f vzhledem k bázi B = ((3; 3); (4; 1)).() Urèete bázi levého vrholu formy f , tj. podprostoruVl(f) = fuj f(u;v) = 08v 2 Z25g:(d) Urèete bázi pravého vrholu formy f , tj. podprostoruVp(f) = fuj f(v;u) = 08v 2 Z25g:(a) Oznaème [f ℄K2 matii f vzhledem ke kanoniké bázi. Postupujeme-li podlede�nie, tedy uvá¾íme, ¾e obsahuje na i-tém øádku a j-tém sloupi právì hodnotuf(ei; ej) = eiAeTj , vidíme, ¾e [f ℄K2 = A = �1 24 3�.



3(b) Oznaème [f ℄B matii f vzhledem k bázi B = ((3; 3); (4; 1)). Vyu¾ijeme de�-nie a Vìtu 12.7 z pøedná¹ky, která øíká, ¾e[f ℄B = [1℄TBK2 �A � [1℄BK2 = �3 34 1� � �1 24 3� � �3 43 1� = �0 02 3�() Uvá¾íme-li, ¾e vektor u le¾í v levém vrholu, právì kdy¾ je øe¹ením homogennísoustavy s matií AT , staèí kdy¾ najdeme bázi øe¹ení této soustavy. Zøejmì tedyhledanou bázi tvoøí napøíklad vektor (1; 1). Poznamenejme, ¾e podobnou úvahumù¾eme vyu¾ít i pro matie bilineární formy vzhledem k jakékoli jiné bázi C, v ta-kovém pøípadì ov¹em najdeme souøadnie hledané báze vrholu vyjádøené vzhledemk bázi C.(d) Podobnì jako v () nahlédneme, ¾e vektor u le¾í v v pravém vrholu, právìkdy¾ je øe¹ením homogenní soustavy s matií A. Takovým øe¹ením a hledanou bázíje tedy napøíklad vektor (3; 1). �1.6. Buï g bilineární forma na raionálním vektorovém prostoruQ3 s matií [g℄B =0�1 2 00 �1 11 0 11A vzhledem k bázi B = ((1; 1; 1); (1; 1; 0); (1; 0; 0)).(a) Spoèítejte g((1; 1; 0); (1; 1; 1)).(b) spoèítejte g((1; 2; 1); (0; 2; 2)),(b) najdìte matii g vzhledem k bázi M = ((1; 0; 2); (2;�1; 0); (1; 0; 1)).(a) Proto¾e jsou vektory (1; 1; 0), (1; 1; 1) pøímo báziké vektory báze g, údajodeètem pøímo z matie g vzhledem k bázi B, tedy g((1; 1; 0); (1; 1; 1)) = 0.(b) Vyu¾ijeme vztah, který øíká, jak zjistit hodnotu bilineární formy z matiea souøadniovýh vektorù g(u;v) = [u℄B � A � [v℄TB . Obvyklým zpùsobem urèíme[(1; 2; 1)℄B = (1; 1;�1) a [(0; 2; 2)℄B = (2;�2; 0), protog((1; 2; 1); (0; 2; 2)) = (1; 1;�1) �0�1 2 00 �1 11 0 11A �0� 2�20 1A = �2:() Nejprve stejnì jako v 1.3 standardní estou spoèítáme matii pøehodu[1℄MB = [1℄�1BK3 � [1℄MK3 = 0�1 1 11 1 01 0 01A�1 �0�1 2 10 �1 02 0 11A = 0� 2 0 1�2 �1 �11 3 1 1A :Nyní zbývá vyu¾ít Vìtu 12.7:[g℄M = [1℄TMB � [g℄B � [1℄MB = 0�2 �2 10 �1 31 �1 11A �0�1 2 00 �1 11 0 11A �0� 2 0 1�2 �1 �11 3 1 1A :Snadno dopoèítáme, ¾e [g℄M = 0��7 �9 �46 5 4�2 �3 �11A. �1.3.



41.7. (a) Najdìte matie vzhledem ke kanoniké bázi a vzhledem k bázi B symetrikébilineární formy fs a antisymetriké bilineární formy fa, pro které f = fs+ fa, kdeforma f a báze B jsou z 1.5.(b) Najdìte matie vzhledem k bázi B symetriké bilineární formy gs a antisy-metriké bilineární formy ga, pro které g = gs + ga, kde forma g a báze B jsou z1.6.(a) Z pøedná¹ky víme, ¾e staèí polo¾it fs(u;v) = 12 (f(u;v)+f(v;u)) a fa(u;v) =12 (f(u;v) � f(v;u)), abyhom dostali jednoznaènì urèenou symetrikou bilineárníformu fs a antisymetrikou bilineární formu fa, pro ne¾ f = fs + fa. Oznaème[fs℄K3 matii fs a [fa℄K3 matii fa vzhledem ke kanoniké bázi. Díky izomor�smu,který pro pevnì zvolenou bázi C pøiøadí bilineární formì její matii vzhledem k C,mù¾eme otázku vyøe¹it pøímo v matiovém zápisu, tj.[fs℄K3 = 2�1 � ([f ℄K3 + [f ℄TK3) = 3 � (�1 24 3�+�1 42 3�) = �1 33 3� ;[fa℄K3 = 2�1 � ([f ℄K3 � [f ℄K3) = 3 � (�1 24 3���1 42 3�) = �0 41 0� :V¹imnìme si, ¾e místo druhého výpoètu jsme mohli uvá¾it, ¾e [fa℄K3 = [f ℄K3 �[fs℄K3 .Pøi hledání mati [fs℄B a [ga℄B praujeme s matií [f ℄B bilineární formy f vzhle-dem k bázi B = ((3; 3); (4; 1)):[fs℄B � ([g℄B + [f ℄TB) = 3 � (�0 02 3�+�0 20 3�) = �0 11 3� ;[fa℄B = [f ℄B � [fs℄B = �0 02 3���0 11 3� = �0 41 0� :(b) Opìt oznaèíme [gs℄B matii gs a [ga℄B matii ga vzhledem k bázi B a postu-pujeme stejnì jako v pøíkladu (a):[gs℄B = 12([g℄B + [g℄TB) = 12(0�1 2 00 �1 11 0 11A+0�1 0 12 �1 00 1 11A) = 0�1 1 121 �1 1212 12 11A ;[ga℄B = [g℄B � [gs℄B = 0�1 2 00 �1 11 0 11A�0�1 1 121 �1 1212 12 11A = 0� 0 1 � 12�1 0 1212 � 12 0 1A : �1.8. Buï B ètverová matie stupnì 2 nad tìlesem Z7 a uva¾ujme zobrazení f :Z27 � Z27 ! Z7 dané pøedpisem f(u;v) = u � B � vT . Urèete matii B, víte-li, ¾ef((1; 4); (1; 4)) = f((1; 4); (3; 3)) = 1, f((3; 3); (1; 4)) = 2 a f((3; 3); (3; 3)) = 0.Z pozorování pøíkladu 1.4 víme, ¾e je f bilineární forma. Vezmeme-li bázi M =((1; 4); (3; 3)) vektorového prostoru Z27, vidíme, ¾e v zadání pøíkladu máme uvedenyúdaje, které mù¾eme sepsat do matie [f ℄M = �1 12 0� f bilineární formy f vzhle-dem k bázi M . Uvá¾íme-li, ¾e je matie B právì matií f vzhledem ke kanonikébázi K2, staèí podobnì jako v 1.5(b) vyu¾ít vztahu dokázaného na pøedná¹eB = [f ℄K3 = [1℄TK2M �C � [1℄K2M :



5Obvyklým zpùsobem potom spoèítáme[1℄K2M = [1℄�1MK2 = �1 34 3��1 = �2 52 3� ;a proto B = [1℄TK2M �C � [1℄K2M = �2 25 3� � �1 12 0� � �2 52 3� = �2 14 0� : �1.9. Buï g bilineární forma daná analytikým vyjádøenímg((x1; x2; x3); (y1; y2; y3)) = x1y1 + 3x1y2 � x1y3 + x3y1 + 2x2y2 � 2x3y2vzhledem ke kanoniké bázi na raionálním vektorovém prostoru Q3.(a) Najdìte matii g vzhledem ke kanoniké bázi,(b) najdìte matie symetriké gs a antisymetriké ga èásti g vzhledem ke ka-noniké bázi,() urèete analytiké vyjádøení symetriké gs a antisymetriké ga èásti g vzhle-dem ke kanoniké bázi,(d) spoèítejte dimenze levého a pravého vrholu bilineárníh forem g, gs a ga.(a) Staèí vyu¾ít Vìtu 12.3 a uvìdomit si, ¾e koe�ient u èlenu xiyj v analytikémvyjádøení vzhledem ke kanoniké bázi je právì hodnota na i-tém øádku a j-témsloupi matie bilineární formy vzhledem ke kanoniké bázi, tedy[g℄K3 = 0�1 3 �10 2 01 �2 0 1A :(b) Postupujeme jako v 1.7 s vyu¾itím známé matie [g℄K3 , proto [gs℄K3 =12 ([g℄K3 + [g℄TK3) = 0�1 32 032 2 �10 �1 0 1A a [ga℄K3 = [g℄K3 � [gs℄K3 = 0� 0 32 �1� 32 0 11 �1 0 1A :() U¾ijeme úvahu pøipomenutou v (a), abyhom z mati nalezenýh v (b) dostaligs((x1; x2; x3); (y1; y2; y3)) = x1y1 + 32x1y2 + 32x2y1 + 2x2y2 � x2y3 � x3y2;ga((x1; x2; x3); (y1; y2; y3)) = 32x1y2 � 32x2y1 � x1y3 + x3y1 + x2y3 � x3y2:(d) Vyu¾ijeme Vìtu 12.10(iii), která øíká, ¾e dimenze levého i pravého vrholunìjaké bilineární formy f na vektorovém prostoru dimenze n je rovna n�h([f ℄B) prolibovolnou bázi B. Snadno spoèítáme, ¾e h([g℄K3) = h([gs℄K3) = 3 a h([ga℄K3) = 2,a proto jádra levého a pravého vrholu bilineárníh forem g, gs mají dimenzi 0 ajádra levého a pravého vrholu bilineárníh forem ga mají dimenzi 1. �1.10. Najdìte nìjakou polární bázi symetriké bilineární formy g na vektorovémprostoru R2 dané pøedpisem g((x1; x2); (y1; y2)) = x1y1 � 3x1y2 � 3x2y1 + 2x2y2.Nejprve obvyklým zpùsobem urèíme matii symetriké bilineární formy g vzhle-dem ke kanoniké bázi [g℄K2 = � 1 �3�3 2 �. Matii [g℄K2 upravujeme posloupnostísymetrikýh elementárníh úprav, tedy v ka¾dém kroku provádíme v¾dy stejnou



6øádkovou a sloupovou úpravu tak, abyhom nakone dostali diagonální matii.Øádkové úpravy budeme zahyovat obvyklým zpùsobem (jako pøi hledání inverznímatie) do matie.� 1 �3 ?? 1 0�3 2 ?? 0 1� �s �1 0 ?? 1 00 �7 ?? 3 1� :Budeme-li vzniklou diagonální matii hápat jako matii bilineární formy fvzhledem k nìjaké nové bázi M , vidíme, ¾e vpravo dostáváme matii transponova-nou k matii pøehodu od kanoniké báze k bázi M , tedy [1℄MK2 = �1 30 1�. Nynísnadno urèíme bázi M = ((1; 0); (3; 1)), vùèi ní¾ je matie f diagonální, tedy M jepolární báze f . �8.3.1.11. Najdìte nìjakou polární bázi symetriké bilineární formy f a matii f vzhle-dem k polární bázi, je-li(a) f bilineární forma na vektorovém prostoru Q2 s matií [f ℄K2 = �0 11 0�vzhledem ke kanoniké bázi,(b) f bilineární forma na vektorovém prostoru Z25 s analytikým vyjádøenímf((x1; x2); (y1; y2)) = 2x1y2 + 2x2y1 + x2y2 vzhledem ke kanoniké bázi,() f bilineární forma na vektorovém prostoru Z25 s matií [f ℄B = �0 11 3�vzhledem k bázi B = ((1; 2); (2; 3)),(d) f bilineární forma na vektorovém prostoru R3 s analytikým vyjádøenímf((x1; x2; x3); (y1; y2; y3)) = x1y2+x2y1�x2y3�x3y2 vzhledem ke kanonikébázi,(e) f bilineární forma na vektorovém prostoru Z37 s matií [f ℄B = 0�1 6 06 3 20 2 21Avzhledem k bázi B = ((1; 0; 2); (1; 0; 1); (0; 3; 1)).Postupujeme stejnì jako v pøíkladu 1.10.(a) Praujeme-li s matií �0 11 0�, zjevnì nám pøi hledání polární báze nepomù¾epøehození dvou øádkù, jak jsme na to byli zvyklí u Gaussovy eliminae, proto¾enáslednou výmìnou dvou sloupù, vynuenou symetrikými úpravami, dostávámepùvodní matii. Místo toho pøièteme druhý øádek k prvnímu a poté druhý sloupek prvnímu (uvìdomme si, ¾e tento postup v matiovém zápisu odpovídá úvaze Vìty12.23) a následnì u¾ mù¾eme postupovat standardnì:�0 1 ?? 1 01 0 ?? 0 1� �s �2 1 ?? 1 11 0 ?? 0 1� �s �2 0 ?? 1 10 � 12 ?? � 12 12� :Tedy [1℄PK2 = �1 � 121 12 � je matie pøehodu od kanoniké báze k polární báziP , proto P = ((1; 1); (� 12 ; 12 )) a [f ℄P = �2 00 � 12�.



7(b) Nejprve snadno urèíme matii [f ℄K2 = �0 22 1� vzhledem ke kanoniké bázi.Tentokrát nám k úpravì matie symetriká výmìna øádku a sloupe pomù¾e, na-opak obdobná úprava jako v pøíkladu (a) �0 22 1� �s �0 33 1� je zbyteèná a knalezení diagonální matie nevede. Poèítáme tedy�0 2 ?? 1 02 1 ?? 0 1� �s �1 2 ?? 0 12 0 ?? 1 0� �s �1 0 ?? 0 10 1 ?? 1 3� :Tedy v øádíh pravé poloviny poslední matie naházíme bázi P = ((0; 1); (1; 3)),pro ní¾ [f ℄P = E.() Postupovali-li byhom stejnì jako v úloze (a) a upravovali-li byhom sy-metrikými úpravami matii �0 1 ?? 1 01 3 ?? 0 1� na¹li byhom, poté, o byhom vlevé èásti matie dostali diagonální matii, v pravé èásti právì matii transpono-vanou k matii pøehodu od báze B ke hledané polární bázi P . Uvá¾íme-li, ¾e[1℄TPK2 = [1℄TPB � [1℄TBK2 , staèí abyhom místo jednotkové matie umístili napravotransponovanou matii pøehodu od od kanoniké báze k bázi B a tu obvyklýmzpùsobem upravovali:�0 1 ?? 1 21 3 ?? 2 3� �s �3 1 ?? 2 31 0 ?? 1 2� �s �3 0 ?? 2 30 3 ?? 2 1� :Vidíme, ¾e pravé èásti poslední matie máme transponovanou matii pøehodu[1℄TPK2 = [1℄TPB �[1℄TBK2 od kanoniké báze k polární bázi P , proto P = ((2; 3); (2; 1)).Koneènì [f ℄P = �3 00 3�.(d) Postupujeme stejnì jako v pøípadì (a) a (b), tedy urèíme matii [f ℄K3 =0�0 1 01 0 �10 �1 0 1A bilineární formy f vzhledem ke kanoniké bázi a pak standardnìsymetriky upravujeme, tentokrát se symetrikým násobením øádkù a sloupù vy-hneme zlomkùm:0�0 1 0 ?? 1 0 01 0 �1 ?? 0 1 00 �1 0 ?? 0 0 11A �s 0� 2 1 �1 ?? 1 1 01 0 �1 ?? 0 1 0�1 �1 0 ?? 0 0 11A �s�s 0� 2 2 �2 ?? 1 1 02 0 �4 ?? 0 2 0�2 �4 0 ?? 0 0 21A �s 0� 2 0 �2 ?? 1 1 00 �2 �6 ?? �1 1 0�2 �6 0 ?? 0 0 21A �s�s 0�2 0 0 ?? 1 1 00 �2 �6 ?? �1 1 00 �6 �2 ?? 1 1 21A �s 0�2 0 0 ?? 1 1 00 �2 0 ?? �1 1 00 0 16 ?? 4 �2 21A �s�s 0�2 0 0 ?? 1 1 00 �2 0 ?? �1 1 00 0 4 ?? 2 �1 11A :Dostáváme polární bázi P = ((1; 1; 0); (�1; 1; 0); (2;�1; 1)) a matii bilineární formy[f ℄P = 0�2 0 00 �2 00 0 41A vzhledem k P .



8 (e) Tentokrát uva¾ujeme stejnì jako v (), proto upravujeme matii0�1 6 0 ?? 1 0 26 3 2 ?? 1 0 10 2 2 ?? 0 3 11A �s 0�1 0 0 ?? 1 0 20 2 2 ?? 2 0 30 2 2 ?? 0 3 11A �s�s 0�1 0 0 ?? 1 0 20 2 0 ?? 2 0 30 0 0 ?? 5 3 51A :Na¹li jsme polární bázi P = ((1; 0; 2); (2; 0; 3); (5; 3; 5)), vùèi ní¾ má bilineární formaf matii [f ℄P = 0�1 0 00 2 00 0 01A. �1.12. Najdìte bázi vrholu symetriké bilineární formy f z pøíkladu 1.11(e).Podle Vìty 13.8 staèí vzít ty vektory nalezené polární báze, na nih¾ je hodnotaf nulová. Proto bázi vrholu tvoøí právì vektor (5; 3; 5). �1.13. Buï h symetriká bilineární forma na vektorovém prostoru Z57 daná pod-mínkou h(ei; ej) = 2 pro v¹ehna i; j = 1; : : : ; n Najdìte nìjakou bázi vrholu anìjakou polární bázi h.Z podmínky, jí¾ je zadána bilineární forma h, vidíme, ¾e matie h vzhledem ke ka-noniké bází sestává ze samýh dvojek, tedy [h℄K5 = 0BBBB�2 2 2 2 22 2 2 2 22 2 2 2 22 2 2 2 22 2 2 2 21CCCCA. Hledáme-livrhol, staèí jako obvykle vyøe¹it homogení soustavu rovni s matií [h℄K5 . Vidíme,¾e napøíklad posloupnost M = ((6; 1; 0; 0; 0); (6; 0; 1; 0; 0); (6; 0; 0; 1; 0); (6; 0; 0; 0; 1))je báze vrholu h. Vzhledem k tomu, ¾e je hodnost dané bilineární formy (tj.hodnost kterékoli její matie) rovna jedné, staèí nám v tomto pøípadì pro na-lezení polární báze najít libovolný doplnìk posloupnosti M na bázi Z57 (v jed-nodimenzionálním doplòku toti¾ u¾ není o dále upravovat). Tedy napøíklad po-sloupnost N = ((6; 1; 0; 0; 0); (6; 0; 1; 0; 0); (6; 0; 0; 1; 0); (6; 0; 0; 0; 1); (1; 0; 0; 0; 0)) jepolární báze h a matie h vzhledem k N je [h℄N = 0BBBB�0 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 21CCCCA. �15.3.1.14. Rozhodnìte, zda je zobrazení h2 : R2 ! R dané pøedpisem h2(x1; x2) =x21 + 4x1y2 + 3x22 kvadratiká forma.Snadno nahlédneme, ¾e mù¾eme dané zobrazení vyjádøit ve tvaru h2(x1; x2) =(x1; x2)��1 22 3���x1x2�, a proto je h2(x1; x2) = h((x1; x2); (x1; x2)) pro symetrikou



9bilineární formu h s matií vzhledem ke kanoniké bázi [h℄K2 = �1 22 3�. Tedyh2(u) = h(u;u) je podle de�nie kvadratiká forma. �1.15. Najdìte symetrikou bilineární formu f na Z35, která vytváøí kvadratikouformu f2 danou analytikým vyjádøením f2(x1; x2; x3) = 3x21+x1x2+2x22+3x2x3+4x23. Urèete vrhol f2.Stejnì jako v pøedhozí úloze pøímoèaøe (tj. þrozpùlením" koe�ientù u èlenùxiyj pro i 6= j) urèíme matii hledané symetriké bilineární formy f vzhledemke kanoniké bázi [f ℄K3 = 0�3 3 03 2 40 4 41A. Tuto bilineární formu mù¾eme popsat ianalytiky (vzhledem ke kanoniké bázi):f((x1; x2; x3); (y1; y2; y3)) = 3x1y1+3x1y2+3x2y1+2x2y2+4x2y3+4x3y2+4x3y3:Vzhledem k tomu, ¾e vrholem kvadratiké formy je pravý (nebo levý) vrhol sy-metriké bilineární formy f , která vytváøí kvadratikou formu f2, staèí najít øe¹eníhomogenní soustavy rovni s matií [f ℄K3 . Proto¾e[f ℄K3 = 0�3 3 03 2 40 4 41A � 0�1 1 00 4 40 0 01Aje vrhol V (f) = V (f2) = h(1; 4; 1)i. �1.16. Najdìte nìjakou polární bázi kvadratiké formy f2 na vektorovém prostoruZ37 s analytikým vyjádøením f2(x1; x2; x3) = 2x21 + x1x3 + x22 + 4x2x3.Stejnì jako v pøedhozí úloze snadno urèíme matii [f ℄K3 = 0�2 0 40 1 24 2 01A syme-triké bilineární formy f , která vytváøí kvadratikou formu f2, vzhledem ke kano-niké bázi a poté postupujeme standardnì:0�2 0 4 ??1 0 00 1 2 ??0 1 04 2 0 ??0 0 11A �s 0�2 0 0 ??1 0 00 1 2 ??0 1 00 2 6 ??5 0 11A �s 0�2 0 0 ??1 0 00 1 0 ??0 1 00 0 2 ??5 5 11A :V øádíh pravé strany upravené matie vidíme, ¾e polární bázi f tvoøí napøíkladvektory (1; 0; 0); (0; 1; 0); (5; 5; 1). �1.17. Uva¾ujme kvadratikou formu g2 = x21 � 6x1y2 + 2x22 Existuje-li, najdìtenenulový vektor v 2 R2, pro který(a) g2(v) > 0,(b) g2(v) < 0,() g2(v) = 0,kde g2 je kvadratiká forma vytvoøená bilineární formou z pøíkladu 1.10.



10 (a) Snadno urèíme matii [g℄K2 = � 1 �3�3 2 � vytváøejíí symetriké bilineárníformy g vzhledem ke kanoniké bázi a okam¾itì z ní vidíme, ¾e hodnota g2 je kladnánapøíklad na obou vektoreh kanoniké báze, tedy g2(e1) = 1 a g2(e2) = 2.(b) Potøebujeme zjistit, zda je èi není kvadratiká forma g2 pozitivnì semide-�nitní. Není-li, pak existuje vektor v na nìm¾ je hodnota g2 záporná. V pøíkladu1.10 jsme na¹li polární bázi M = ((1; 0); (3; 1)) a matii [g℄M = �1 00 �7�. Proto¾emá matie g vzhledem bázi M jedno kladné a jedno záporné èíslo, je g inde�nitní.Opìt pøímo z matie vidíme, ¾e g2((3; 1)) = �7.() Vyjádøeme si hledaný vektor v pomoí známé polární báze M , tedy v =a � (1; 0) + b � (3; 1), tj. fvgM = (a; b). Nyní víme, ¾e g2(v) = fvgM [g2℄M [v℄TM : =a2 � 7 � b2. Chem-li, aby g2(v) = 0, dostáváme rovnii a2 � 7 � b2 = 0, kterouøe¹í napøíklad (a; b) = (p7; 1). Na¹li jsme tedy vektor v = p7 � (1; 0) + 1:(3; 1) =(p7 + 3; 1), pro nìj¾ platí, ¾e g2(v) = 0. �1.18. Spoèítejte signaturu symetriké bilineární formy h na R3 dané kvadratikouformou h2((x1; x2; x3)) = x21 + 2x1x2 + 6x1x3 + 3x22 + 6x2x3 + 5x23.Obvyklým zpùsobem urèíme matii [h℄K3 = 0�1 1 31 3 33 3 51A a tuto matii upravímeposloupností symetrikýh úprav na diagonální matii:0�1 1 31 3 33 3 51A �s 0�1 0 30 2 03 0 51A �s 0�1 0 00 2 00 0 �41AProto¾e víme, ¾e existuje polární bázeM vùèi ní¾ má symetriká bilineární forma hmatii [h℄P = 0�1 0 00 2 00 0 �41A, staèí podle de�nie pøepoèítat nuly, kladná èísla a zá-porná èísla na diagonále této matie a seøadit údaje do signatury (0; 2; 1) symetrikébilineární formy h. �1.19. Rozhodnìte, zda existuje vektor v a zda existuje vektor u, aby pro kvadra-tikou formu h2 z úlohy 1.18 platilo h2(v) < 0 a h2(u) = 0.V pøíkladu 1.18 jsem zjistili, ¾e je kvadratiká forma h2 inde�nitní, tedy existujívektory v a u, pro které platí h2(v) < 0 a h2(u) = 0. �1.20. Rozhodnìte, zda existují reálná èísla x1; x2; x3, pro kteráx21 � 4x1x2 � 2x1x3 + 4x22 + 3x23 < 0:De�nujeme-li kvadratikou formu g2 = 2x21�4x1x2�4x1x3+4x22+5x23, vidíme,¾e øe¹íme stejnou úlohu jako 1.19, staèí nám tedy zjistit signaturu g2. Symetrikýmiúpravami tedy bude upravovat matii [g℄K3 vytváøejíí bilineární formy g[g℄K3 = 0� 2 �2 �2�2 4 0�2 0 5 1A �s 0�2 0 00 2 �20 �2 3 1A �s 0�2 0 00 2 00 0 11A :



11Zjistili jsme, ¾e signatura g2 je (0; 3; 0), tedy g2 je pozitivnì de�nitní, a proto g2(v) �0 pro v¹ehny vektory v 2 R3. Hledaná reálná èísla tedy neexistují. �1.21. Neh» h je symetriká bilineární forma na reálném vektorovém prostoru R3s matií [h℄B = 0� 1 �1 �1�1 2 1�1 1 5 1A vzhledem k nìjaké bázi B. Rozhodnìte, zda je hskalární souèin na R3.Polo¾me A = [h℄B a oznaème Ai matii, která vznikne z A vyneháním posled-níh n� i øádkù a sloupù a vyu¾ijme tentokrát Dùsledek 13.17 z pøedná¹ky, podlenìj¾ staèí zjistit, zda jsou v¹ehny subdeterminanty detA1 kladné. Tedy poèítámedetA1 = 1, detA2 = det� 1 �1�1 2 � = 2� 1 = 1, detA3 = det0� 1 �1 �1�1 2 1�1 1 5 1A =10 + 1 + 1� 2� 5� 1 = 4, o¾ znamená, ¾e h je skalární souèin. �
Dal¹í úlohy(1) Doka¾te, ¾e je bilineární forma zobrazení f : R3 � R3 ! R de�novanépøedpisem f((x1; x2; x3); (y1; y2; y3)) = 2x1y1 + 3x1y2 � x1y3 � 2x3y2.(2) Najdìte matii f z pøedhozí úlohy vzhledem(a) ke kanoniké bázi,(b) k bázi B = ((1;�1; 0); (1; 1; 0)(1; 2; 1)),() k bázi C = ((0; 1; 0); (�1; 1;�1)(�1; 2; 0)).(3) Neh» f = fs + fa je rozklad bilineární formy f z pøíkladu 1 na symet-rikou a antisymetrikou èást, tj. fs je symetriká bilineární forma fa jeantisymetriká bilineární forma. Najdìte matie fs a fa vzhledem(a) ke kanoniké bázi,(b) k bázi B = ((1;�1; 0); (1; 1; 0)(1; 2; 1)),() k bázi C = ((0; 1; 0); (�1; 1;�1)(�1; 2; 0)).(4) Uva¾ujme symetrikou bilineární formu g na reálném vektorovém prostoruR4 s matií [g℄K4 = 0BB�1 1 0 11 1 1 00 1 0 11 0 1 01CCA vzhledem ke kanoniké bázi K4. danápøedpisem g2(x1; x2; x3; x4) = x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4(a) Najdìte polární bázi g,(b) rozhodnìte, zda je g skalární souèin na R4,() najdìte v¹ehny vektory v 2 R4, pro které g2(v) = 0.(5) Buï g2 kvadratiká forma na Z43 daná pøedpisem g2(x1; x2; x3; x4) = x1x2+x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4(a) Najdìte symetrikou bilineární formu g, pro ní¾ g2(v) = g(v;v),(b) urèete matii g vzhledem k bázi B = ((1; 1; 0; 0); (2; 1; 0; 0)(0; 0; 2; 2);(0; 0; 1; 2)),



12 () urèete matii g vzhledem k kanoniké bázi,(d) spoèítejte bázi vrholu symetriké bilineární formy g,(e) najdìte polární bázi P symetriké bilineární formy g,(f) najdìte matii g vzhledem k nalezené bázi P .


