
26.4.5. Diagonalizovatelnost a Jordanùv normální tvar5.1. Rozhodnìte, zda existuje báze, a existuje-li nejdìte ji, vùèi ní¾ má endomor-�smus ' diagonální matii, jestli¾e(a) ' je endomor�smus na R2 s matií ['℄K2 = �3 22 6� vzhledem ke kanonikébázi K2,(b) ' je endomor�smus na R3 daný pøedpisem '(x; y; z) = (x + 2y + z; 2x �y + 2z;�2y),() ' je endomor�smus na Z35 s matií ['℄K3 = 0�3 1 11 3 11 1 31A vzhledem ke kano-niké bázi K3(d) ' je endomor�smus na C4 daný pøedpisem'(x1; x2; x3; x4) = (x1; x1 + x2; x1 + x2 + x3; x1 + x2 + x3 + x4).(a) Uvá¾íme-li, ¾e máme dvì rùzná vlastní èísla endomor�smu na prostoru di-menze 2, víme, ¾e jde o diagonalizovatelný endomor�smus. V úloze 4.1 jsme na¹lidvì rùzná vlastní èísla a jim pøíslu¹né vlastní vektory, vezmem-li posloupnost slo-¾enou z jednoho vlastního vektoru pøíslu¹ného ke ka¾dému vlastnímu èíslu M =((�2; 1); (1; 2)) (¾e to muselo nastat nám øíká napøíklad Vìta 17.8), snadno nahléd-neme, ¾e dostaneme bázi R2. Zøejmì pøitom platí ['℄M = �2 00 7�.(b) V pøíkladu 4.3 jsme na¹li vlastní èísla 0, 1 a �1 endomor�smu ' i jehovlastní vektory h(1; 0;�1)i n f0g, h(3; 1;�2)i n f0g a h(�2; 1; 2)i n f0g. Tedy díkyVìtì 17.8 je posloupnost B = ((�2; 1; 2); (1; 0;�1); (3; 1;�2)) tvoøená vlastnímivektory pøíslu¹nými rùzným vlastním èíslùm lineárnì nezávislá. Proto je B bázeR3 a ['℄B = 0�1 0 00 0 00 0 �11A.() Obvyklým zpùsobem urèíme vlastní èísla �(') = f0; 2g, napøíklad jako koøenyharakteristikého polynomu p(�) = det0�3� � 1 11 3� � 11 1 3� �1A = 4�3 + 4�2 + �.Spoèítáme-li øe¹ení homogenní soustavy rovni s matií ['℄K3 � �E, zjistíme, ¾eh(4; 1; 0); (4; 0; 1)i n f0g jsou v¹ehny vlastní vektory pøíslu¹né vlastnímu èíslu 2a h(1; 1; 1)i n f0g jsou v¹ehny vlastní vektory pøíslu¹né vlastnímu èíslu 0, protoC = ((4; 1; 0); (4; 0; 1); (1; 1; 1)) je báze Z35 a platí, ¾e ['℄C = 0�2 0 00 2 00 0 01A(d) Urèíme-li matii ['℄K4 = 0BB�1 0 0 01 1 0 01 1 1 01 1 1 11CCA vzhledem ke kanoniké bázi K4,okam¾itì vidíme, ¾e 1 je jediné vlastní èíslo endomor�smu '. Pro nìj najdemeov¹em jen jednodimenzionální mno¾inu vlastníh vektorù h(0; 0; 0; 1)i n f0g, tedy z25



26vlastníh vektorù nemù¾eme sestavit bázi C4. Proto neexistuje báze vùèi ní¾ máendomor�smus ' diagonální matii. �5.2. Rozhodnìte, zda je matie A podobná diagonální, a existuje-li nejdìte regu-lární takovou matii P aby P�1AP byla diagonální, jestli¾e(a) A = 0�4 0 24 1 12 0 41A nad tìlesem Z5,(b) A = �1 �12 �1� nad tìlesem R,() A = �1 �12 �1� nad tìlesem C,(d) A = �1 20 1� nad tìlesem C.(a) Pøednì pøipomeòme, ¾e jsme v pøíkladu 4.2 na¹li lineárnì nezávislou posloup-nost B = ((1; 0; 1), (0; 1; 0), (1; 3; 4)) slo¾enou z vlastníh vektorù. Interpretujeme-limatii A jako matii endomor�smu ' zhledem ke kanoniké bázi a vezmeme-limatii pøehodu P = [Id℄BK3 , pak vidíme, ¾e P�1AP = [Id℄K3B ['℄K3 [Id℄BK3 =['℄B = 0�1 0 00 1 00 0 21A. Tedy zjistili jsme, ¾e P = [Id℄BK3 = 0�1 0 10 1 31 0 41A. 26.4.(b), () Obvyklým zpùsobem spoèítáme harakteristiký polynom det(A��E) =�2 + 1. Vidíme, ¾e nad tìlesem R tento polynom ¾ádný koøen nemá, tedy A nenínad R podobná diagonální (ani jiné Jordanovì) matii, zatímo nad tìlesem Cnajdeme dvì komplexní vlastní èísla i a �i, proto �1 �12 �1� � �i 00 �i�.Zbývá spoèítat komplexní vlastní vektory, pro vlastní èíslo i dostáváme napøíkladvlastní vektor (1; 1 � i) a pro vlastní èíslo �i zvolíme vlastní vektor (1; 1 + i).Sepí¹eme-li bázi slo¾enou z vlastníh vektorù do sloupù matie, obdr¾íme hledanoumatii P = � 1 11 + i 1� i�.(d) Matie A je Jordanova matie, tedy je sama svým Jordanovým normálnímtvarem. Podle Vìty 18.22(i) je Jordanùv normální tvar urèen jednoznaènì a¾ napoøadí Jordanovýh bunìk, tedy nemù¾e být podobný diagonální matii, která jezøejmì rovnì¾ Jordanova. �5.3. Spoèítejte A20, jestli¾e(a) A = 0�4 0 24 1 12 0 41A nad Z5,(b) A = 0�1 2 12 �1 20 �2 01A nad tìlesem R,Uvá¾íme, ¾e P�1AnP = (P�1AP)n pro libovolnou regulární matii P, tedyAn = P(P�1AP)nP�1.



27(a) Vyu¾ijeme-li hodnot spoèítanýh v 5.2(a), dostávámeA20 = 0�1 0 10 1 31 0 41A0�120 0 00 120 00 0 2201A0�1 0 10 1 31 0 41A�1 = PEP�1 = 0�1 0 00 1 00 0 11A :(b) Vyu¾ijeme-li hodnoty spoèítané v úloze 4.3 a polo¾íme P = [Id℄BK3 =0��2 1 31 0 12 �1 �21A, pak P�1AnP = [ ℄B = 0�1 0 00 0 00 0 �11A, protoA20 = 0��2 1 31 0 12 �1 �21A0�1 0 00 0 00 0 �11A200��2 1 31 0 12 �1 �21A�1 == P0�1 0 00 0 00 0 11AP�1 = A2 = 0� 5 �2 50 1 0�4 2 �41A : �5.4. Buï M = � 5 3�3 �1�, N = � 1 1�1 3�, K = �2 03 1� matie nad tìlesemreálnýh èísel.(a) Spoèítejte vlastní èísla a vlastní vektory mati M, N a K,(b) existuje-li, najdìte Jordanùv normální tvar mati M, N a K,() rozhodnìte, které dvojie mati M, N a K jsou podobné.(a) Obvyklým zpùsobem snadno zjistíme, ¾e harakteristiký polynom matieM a N je (� � 2)2 a harakteristiký polynom matie K je (� � 2)(� � 1), proto�(M) = f2g, �(N) = f2g a �(K) = f1; 2g. Nyní vyøe¹íme homogení soustavy rovnis matiemi M� 2E = � 3 3�3 �3�, N� 2E = ��1 1�1 1�, K� 1E = �1 03 0� a K�2E = �0 03 �2�. Tedy mno¾ina vlastníh vektorù matie M je h(1;�1)i n f(0; 0)g,mno¾ina vlastníh vektorù matieN je h(1; 1)inf(0; 0)g a mno¾ina vlastníh vektorùmatie K je h(0; 1)i [ h(2; 3)i n f(0; 0)g.(b) Poznamenejme, ¾e se harakteristiké polynomy v¹eh tøí mati rozkládajína souèin koøenovýh èinitelù, proto podle Vìty 17.8 v¹ehny matie mají Jordanùvnormální tvar.Zøejmì má Jordanùv normální tvar matie na diagonále právì hodnoty spektraa nad diagonálou nuly nebo jednièky. Pøitom rùzná vlastní èísla urèují rùzné Jor-danovy buòky, proto je matie K diagonalizovatelná, a tudí¾ podobná Jordanovìmatii �2 00 1�. Matie M i N mohou být podobné pouze Jordanovým matiím�2 00 2� nebo �2 10 2�, Podobnost s první z nih by ov¹em znamenala, ¾e je matieM èi N diagonalizovatelná, zatímo v (a) jsme zjistili, ¾e vlastní vektory ani ma-tie M ani matie N netvoøí bázi, tedy matie diagonalizovatelné nejsou. Tedy jeJordanùv kanoniký tvar matie M i N roven právì Jordanovì buòe �2 10 2�.



28 () Víme, ¾e dvì podobné matie mají nutnì stejná spektra, tedy matie K nenípodobná matii M ani N. Na druhou stranu, dvì matie se stejným Jordanovýmkanonikým tvarem jsou podobné, tedy M �N �5.5. Existuje-li, najdìte Jordanùv normální tvar a zjistìte, zda jsou si nad tìlesemraionálníh èísel podobné, matie A = 0��1 3 2�1 1 1�2 3 31A a B = 0� 4 3 1�3 �2 �10 0 1 1A.U obou mati snadno zjistíme, ¾e det(A � �E) = det(B � �E) = ��3 + 3�2 �3�+1 = (1� �)3 Obì tedy mají vlastní èíslo 1 násobnosti 3, proto musí být podleVìt 17.8 a 18.22(i) podobné jedné z následujííh mati v Jordanovì normálnímtvaru: J1 = 0�1 0 00 1 00 0 11A ; J2 = 0�1 1 00 1 00 0 11A ; J3 = 0�1 1 00 1 10 0 11A :To znamená, ¾e existují regulární matie PA a PB a indexy iA a iB, pro nì¾JiA = P�1A APA a JiB = P�1B BPB . Dále si v¹imnìme, ¾e pro ka¾dé � platíP�1A (A� �E)PA = P�1A APA � �P�1A EPA = JiA � �E:Zvolíme-li za � vlastní èíslo 1, vidíme, ¾e matie A � 1E a JiA � 1E se li¹í jenvynásobením zprava a zleva regulární matií, proto musí mít stejnou hodnost.Pøitom snadno nahlédneme, ¾e h(J1 � E) = h(0�0 0 00 0 00 0 01A) = 0, h(J2 � E) =h(0�0 1 00 0 00 0 01A) = 1 a h(J3 � E) = h(0�0 1 00 0 10 0 01A) = 2, tedy zbývá spoèítath(A � E) = 2 a h(B � E) = 1. Matie A nutnì podobná Jordanovì matii J3a matie B je podobná Jordanovì matii J2. Z Vìty 18.22(i) potom plyne, ¾e ma-tie J2 a J3 nejsou podobné, proto nejsou podobné ani matie A a B. �5.6. Existuje-li, najdìte Jordanùv normální tvar matie D = 0�2 0 01 2 04 3 21A nadtìlesem Z5.Proto¾e je matie D dolní trojúhelníková, okam¾itì dostaneme její harakte-ristiký polynom (2 � �)3, tedy díky Vìtì 17.8 víme, ¾e Jordanùv normální tvarmatie D existuje. Postupujeme-li stejnì jako v úloze 5.5, zjistíme, ¾e h(D� 2E) =h(0�0 0 01 0 04 3 01A) = 2:, a proto D � 0�2 1 00 2 10 0 21A. �3.5.5.7. Najdìte regulární matii P nad tìlesem reálnýh èísel, pro kterou platí, ¾eP�1� 5 3�3 �1�P = �2 10 2�.



29Vyu¾ijeme údaje, které jsme o matii M = � 5 3�3 �1� zjistili v 5.4.Oznaème ' endomor�smus na prostoru R2 s matií ['℄K2 = M vzhledem kekanoniké bázi. Podobnì jako u úloh týkajííh se diagonalizovatelnosti mù¾emeproblém pøevést na otázku nalezení báze B = (v1;v2) vùèi ní¾ bude mít matieendomor�smu ' Jordanùv kanoniký tvar, tj ['℄B = �2 10 2�. To ov¹em znamená,¾e '(v1) = 2v1 a '(v2) = v1+2v2. Odtud okam¾itì vidíme, ¾e vektor v1 je právìvlastním vektorem matie M, zvolme napøíklad vektor (1;�1) a druhý vektor v2dostaneme jako øe¹ení nehomogenní soustavy rovni (M � 2E)vT2 = vT1 s matií� 3 3 ?? 1�3 �3 ?? �1�. Vidíme, ¾e soustavu øe¹í napøíklad vektor ( 13 ; 0), na¹li jsmetak hledanou matii P = [Id℄BK2 = � 1 13�1 0�. �5.8. Mìjme komplexní matie G = 0� 1 1 21 �2 1�1 �2 �21A, H = 0��2 3 2�1 0 1�2 3 21A.(a) Najdìte Jordanùv normální tvar mati G a H,(b) spoèítejte G50,() existuje-li, najdìte pøirozené n, pro které Hn = 0.(a) Opìt nejprve spoèítáme harakteristiké polynomy det(G��E) = �(�+1)3a det(H � �E) = ��3, tedy �(G) = f�1;�1;�1g a �(H) = f0; 0; 0g. Nyní stejnìjako v 5.5 vyu¾ijeme pozorování, ¾e pro dvì podobné matie h(A��E) = h(B��E)A a B platí, ¾e h(A� �E) = h(B� �E) pro ka¾dá skalár �, speiálnì pro vlastníèísla. Proto¾e h(G+E) = 2 a h(H) = 2, dostávámeG � 0��1 1 00 �1 10 0 �11A ; H � 0�0 1 00 0 10 0 01A :(b) Známe-li Jordanùv normální tvar J matie G a spoèítáme-li regulární matiiP, pro kterou G = PJP�1 G50 = PJ50P�1, zbyde nám proto urèit J50.Matii P spoèítáme stejným zpùsobem jako v 5.7. Tedy hledáme nejdøív vlastnívektor v1, tj. vyøe¹íme homogenní soustavu rovni s matií G + E a poté øe¹ímenehomogenní soustavy rovni (G+E)vT2 = vT1 a (G+E)vT3 = vT2 (A+E)v3=v2,tedy postupnì hledáme øe¹ení soustav s matiemi:0� 2 1 2 ?? 01 �1 1 ?? 0�1 �2 �1 ?? 01A ; 0� 2 1 2 ?? 11 �1 1 ?? 0�1 �2 �1 ?? �11A ; 0� 2 1 2 ?? 131 �1 1 ?? 13�1 �2 �1 ?? 01A :Spoèítali jsme, ¾e napøíklad v1 = (1; 0;�1), v2 = 13 (1; 1; 0) a v3 = 19 (2;�1; 0). Tytovektory sepí¹eme do matie pøehodu P = 0� 1 13 290 13 �19�1 0 0 1A od kanoniké bázi k bázi(v1;v2;v3) a obvyklým zpùsobem urèíme inverzní matii P�1 = 0�0 0 �11 2 13 �3 3 1A.



30Dále urèíme podobnì jako v 5.3() hodnotu J50 = 0�(�1)50 ��501 � �502 �0 (�1)50 ��501 �0 0 (�1)501A.Koneènì zbývá dopoèítat G50 = PJ50P�1 == 0� 1 13 290 13 �19�1 0 0 1A0�1 �50 12250 1 �500 0 1 1A0�0 0 �11 2 13 �3 3 1A = 0� 3576 �3725 3575�50 51 �50�3625 3775 36241A :() Uva¾ujeme stejnì jako v (b), tedy uvìdomíme si, ¾e existuje regulární matieQ, pro kterou Hn = Q0�0 1 00 0 10 0 01AnQ�1 staèí nahlédnout, ¾e 0�0 1 00 0 10 0 01A2 6= 0 a0�0 1 00 0 10 0 01A3 = 0, tedy hledané minimální n = 3. �6. Projektivní prostory6.1. Spoèítejte poèet v¹eh geometrikýh bodù projektivního prostoru P3(Z45).Staèí si uvìdomit, ¾e projektivní prostor P3(Z45) je tvoøen právì v¹emi pøímkami(tj. jednodimenzionálními podprostory) vektorového prostoru. Ka¾dá pøímka je ge-nerována nenulovým vektorem a nad tìlesem Z5 obsahuje právì 4 nenulové vektory,proto jP3(Z45)j = jfhvij v 2 Z45 n f0ggj = 54 � 15� 1 = 156: �6.2. Rozhodnìte, zda existuje podprostor projektivního prostoru P99(V100) nad Z5,které má 1, 2, 8, 31 èi 40 prvkù.Obdobnou úvahou jako v pøedhozí úloze si rozmyslíme, ¾e projektivní podpro-stor dimenze k, tj. vektorový prostor V dimenze k+1 nad tìlesem Z5 obsahuje právì5k+15�1 =Pki=0 5i geometrikýh bodù. Neprázdný podprostor projektivního prostoruP99(V100) tedy mù¾e být tvaru Pk(Vk+1) pro èísla k = 0; 1; : : : ; 99, tedy mù¾e mítpostupnì 1, 6, 31, 156; : : : prvkù. Podprostor projektivního prostoru P99(V100) o2, 8 ani o 40 prvíh tedy neexistuje, zatímo podprostory o 1 a 31 = 1 + 5 + 25prvíh existují. �6.3. Najdìte v¹ehny geometriké body podoprostoru P (U) projektivního prostoruP3(Z45), kde U = hv1;v2i pro dvojii lineárnì nezávislýh vektorù v1, v2.Potøebujeme vypsat v¹eh ¹est pøímek le¾ííh v podprostoru U , vidíme tedy, ¾eP1(U) = fhvij v 2 U n f0gg == fhv1i; hv2i; hv1+v2i; hv1+2v2i; hv1+3v2i; hv1+4v2ig: �10.5.



316.4. Najdìte nìjakou geometrikou bázi projektivního prostoru P3(Z45).Potøebujeme najít takovou pìtii geometrikýh, aby ¾ádná jejih ètveøie nele-¾ela v jedné nadrovinì, tj. aby ka¾dá ètveøie aritmetikýh zástupù geometrikýhbodù byla lineárnì nezávislá. Podle Vìty 21.9 staèí vzít libovolnou bázi vektorovéhoprostoru Z45 a jako pátý aritmetiký zástupe vzít jejih souèet.Geometrikou bázi tvoøí napøíklad pìtie fh(1; 0; 0; 0)i; h(0; 1; 0; 0); h(0; 0; 1; 0);h(0; 0; 0; 1); h(1; 1; 1; 1)ig: �6.5. Rozhodnìte, zda mno¾ina geometrikýh bodù h(1; 2; 3)i, h(1; 2; 0)i, h4; 4; 3)i,h(4; 2; 0)i tvoøí geometrikou bázi projektivního prostoru P2(Z35).V pøedhozím pøíkladu jsme si rozmysleli, ¾e staèí zjistit, zda je (1; 2; 3), (1; 2; 0),(4; 4; 3) lineárnì nezávislá, a tedy báze Z35, a zda v¹ehny souøadnie vektoru (4; 2; 0)vzhledem k této bázi jsou nenulové. Snadno zjistíme, ¾eB = ((1; 2; 3); (1; 2; 0); (4; 4; 3))tvoøí bází a f(4; 2; 0)gB = (1; 2; 4). Tedy h(1; 2; 3)i, h(1; 2; 0)i, h(4; 4; 3)i, h(4; 2; 0)ije geometrikou bází P2(Z35). �6.6. Rozhodnìte, zda je zobrazení K projektivního prostoru P2(Z35) do sebe danépøedpisem K(hui) = huAi kolineaí, jestli¾e A = 0�2 1 23 4 12 2 01A.Podle de�nie kolineárního zobrazení nám staèí zjistit, zda je tvaru K(hui) =h'(u)i pro nìjaký prostý homomor�smus '. Jak snadno ovìøíme, matie A je regu-lární, proto urèuje právì po¾adovaný prostý endomor�smus ' s matií ['℄K3 = AT .�6.7. Existuje-li nìjaká kolineae H projektivního prostoru P2(Z35), pro ní¾ platí,¾e H(h(1; 0; 0)i) = h(1; 2; 3)i, H(h(0; 1; 0)i) = h(1; 2; 0)i, H(h(0; 0; 1)i) = h(4; 4; 3)i,H(h(1; 1; 1)i) = h(4; 2; 0)i, najdìte endomor�smus  , který ji urèuje, tj. platí, ¾eH(hui) = h (u)iPøednì poznamenejme, ¾e jsme o mno¾inì geometrikýh bodù h(1; 2; 3)i, h(1; 2; 0)i,h4; 4; 3)i, h(4; 2; 0)i ukázali, ¾e jde o geometrikou bázi. Zøejmì je geometrikou bázíi mno¾ina he1i, he2i, he3i, h(1; 1; 1)i. Proto podle Vìty 21.14 (jednoznaènì urèená)kolineae H roz¹iøujíí bijeki geometriké báze na geometrikou bázi existuje.Pro její nalezení budeme postupovat stejnì jako v dùkaze Vìty 21.14. Najdemetakové aritmetiké reprezentanty obou geometrikýh bází, aby byl poslední vek-tor právì souètem v¹eh vektorù pøedhozíh. Vektory e1, e2, e3, (1; 1; 1) jsmetak pøímo volili, tudí¾ zbývá najít souøadnie vektoru (4; 2; 0) vùèi bázi B =((1; 2; 3); (1; 2; 0); (4; 4; 3)). U¾ jsme spoèítali, ¾e f(4; 2; 0)gB = (1; 2; 4), proto de-�nujme homomor�smus  pøedpisem  (e1) = 1 � (1; 2; 3),  (e2) = 2 � (1; 2; 0) a (e3) = 4 � (4; 4; 3). Nyní mù¾eme endomor�smus popsat pomoí matie vzhledemke kanoniké bázím [ ℄K3 = 0�1 2 12 4 13 0 21A. �6.8. Rozhodnìte, zda existuje kolineární zobrazení L z projektivního prostoruP1(R2),



32 (a) do P1(R2) splòujíí podmínku L(h(1; 3)i) = h(1; 0)i, L(h(1; 1)i) = h(1; 2)i,L(h(1; 2)i) = h(0; 1)i(b) do P2(R3) splòujíí podmínku L(h(2; 1)i) = h(1; 0; 0)i, L(h(1; 1)i) = h(0; 1; 0)i,L(h(1; 3)i) = h(0; 0; 1)i() do P2(R3) splòujíí podmínku L(h(2; 1)i) = h(1; 0; 1)i, L(h(1; 1)i) = h(2; 1; 0)i,L(h(1; 3)i) = h(1; 1;�1)i.(a) Podle Vìty 21.14 staèí, kdy¾ uvá¾íme, ¾e mno¾iny fh(1; 3)i; h(1; 1)i; h(1; 2)iga fh(1; 0)i; h(1; 2)i; h(0; 1)ig tvoøí geometriké báze. Snadno zjistíme, ¾e se jedná obáze, tedy po¾adované kolineární zobrazení (dokone kolineae) existuje.(b) Vidíme, ¾e vektory (1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1) generují elé R3, tedy nemù¾eexistovat homomor�smusR2 do R3, v jeho¾ obrazu by v¹ehny tøi uvedené vektoryle¾el, iproto po¾adované kolineární zobrazení neexistuje.() Tentokrát snadno nahlédneme, ¾e mno¾ina fh(2; 1)i; h(1; 1)i; h(1; 3)ig je ge-ometriká báze projektivního prostoru P1(R2) a mno¾ina fh(1; 0; 1)i; h(2; 1; 0)i;h(1; 1;�1)ig je geometriká báze projektivního prostoru P1(h(2; 1; 0); (1; 1;�1)i),tedy podle Vìty 21.14 existuje (právì jedno) kolineární zobrazení roz¹iøujíí L. �6.9. Najdìte v¹ehny samodru¾né body kolineaí z pøíkladù 6.6 a 6.7.Hledáme geometriké body hvi, pro ne¾ platí, ¾e K(hvi) = hvi, tedy takovéaritmetiké body v, ¾e '(v) = �v, pro vhodné (víme, ¾e nenulové) �, tj. hledámevlastní vektory endomor�smu '.Nejprve obvyklým postupem zjistíme, ¾e vlastní èísla matie AT a tedy i endo-mor�smu ' jsou 1 a 4 a poté najdeme v¹ehna øe¹ení homogenníh soustav rovnis matiemi: AT �E = 0�1 3 21 3 22 1 41A ; AT � 4 � E = 0�3 3 21 0 22 1 11A :Vidíme, ¾e vlastní vektory pøíslu¹né vlastnímu èíslu 1 jsou v¹ehny nenulové vektoryz podprostoru U1 = h(2; 1; 0); (3; 0; 1)i a vlastní vektory pøíslu¹né vlastnímu èíslu4 le¾í v U4 = h(3; 3; 1)i. Zbývá popsat rùzné geometriké body projektivního pod-prostoru P1(U1) = fh(2; 1; 0)i; h(3; 0; 1)i; h(0; 1; 1)i; h(3; 1; 2)i; h(1; 1; 3)i; h(4; 1; 4)ig aP0(U4) = fh(3; 3; 1)ig. Na¹li jsme tedy právì sedm rùznýh samodru¾nýh bodùkolineae K:h(2; 1; 0)i; h(3; 0; 1)i; h(0; 1; 1)i; h(3; 1; 2)i; h(1; 1; 3)i; h(4; 1; 4)i; h(3; 3; 1)i:V pøípadì kolineae H , postupujeme stejnì. Nejprve zjistíme, ¾e endomor�smsu , který jsme na¹li v pøíkladu 6.7 má jediné vlastní èíslo 2 a poté zjistíme, ¾epøíslu¹né vlastní vektory jsou právì v¹ehny nenulové vektory z lineárního obaluh(0; 1; 2)i. Tedy H má jediný samodru¾ný bod h(0; 1; 2)i. �



337. Polární ortonormální báze7.1. Uva¾ujme symetrikou bilineární formu g na R3 s matií vzhledem ke ka-noniké bázi [g℄K3 = 0�2 1 11 2 11 1 21A. Najdìte ortonormální bázi unitárního prostoru(R3; !), která je zároveò polární bází bilineární formy g.Vyu¾ijeme dùkazu Vìty 22.17, která nám existeni ortonormální bázi unitárníhoprostoru, která je zároveò polární bází symetriké bilineární formy, zaruèuje. Pozna-menejme, ¾e v¹ehny vektory hledané báze jsou podle 22.17 vlastní vektory matie[g℄K3Nejprve urèíme vlastní èísla. Mohli byhom standardnì spoèítat harakteristikýpolynom det([g℄K3 � �E) a najít jeho koøeny. V na¹em pøípadì je ov¹em snadnéuhádnout vlastní èíslo 1, proto¾e matie [g℄K3 � 1 � E = 0�1 1 11 1 11 1 11A je zjevnìsingulární. Vyøe¹íme-li homogenní soustavu rovni s matií [g℄K3� 1 �E dostanemev¹ehny pøíslu¹né vlastní vektory v1, tedy v1 2 h(�1; 1; 0); (�1; 0; 1)i n f0g. PodleVìty 22.17 musí být dal¹í vlastní vektor kolmý na vektory pøíslu¹né vlastnímu èíslu1, tedy musí le¾et v podprostoru h(�1; 1; 0); (�1; 0; 1)i? = h(1; 1; 1)i. Proto (1; 1; 1)musí být vlastní vektor matie [g℄K3 a spoèítáme-li souèin A � (1; 1; 1)T = (4; 4; 4)T ,dostáváme druhé (a poslední) vlastní èíslo 4. Zopakujme, ¾e v4 je vlastní vektorpøíslu¹ný vlastnímu èíslu 4, právì kdy¾ v4 2 h(1; 1; 1)i n f0g, tedy, ¾e h(1; 1; 1)i jemno¾ina v¹eh øe¹ení homogenní soustavy s matií 0��2 1 11 �2 11 1 �21A.Nyní zbývá, abyhom na¹li ortonormální báze podprostorù h(�1; 1; 0); (�1; 0; 1)ia h(1; 1; 1)i. Napøíklad pomoí Gramovy-Shmidtovy ortogonalizae zjistíme, ¾e1p2 (�1; 1; 0); 1p6 (�1;�1; 2) je báze h(�1; 1; 0); (�1; 0; 1)i, tedyB = ( 1p2(�1; 1; 0); 1p6(�1;�1; 2); 1p3 h(1; 1; 1))je hledaná ortonormální báze (R3; !), pro ní¾ [g℄K3 = 0�1 0 00 1 00 0 41A.Na závìr poznamenejme, ¾e z nalezenýh vlastníh èísel a dimenzí podprostorùvlastníh vektorù (tzv. geometriké násobnosti) mù¾eme zjistit, ¾e harakteristikýpolynom matie A je det(A� �E) = �(�� 1)2(� � 4). �7.2. Najdìte reálnou ortogonální matii U, pro ní¾ je UT 0�5 2 22 5 22 2 51AU nad Rdiagonální.Polo¾meA = 0�5 2 22 5 22 2 51A a de�nujme bilineární formu f naR3 s matií [f ℄K3 =A. Potom najdeme stejným zpùsobem jako v pøedhozí úloze bázi B, která je



34ortonormální vzhledem ke standardnímu skalárnímu souèinu ! a polární vzhledemk symetriké bilineární formì fNejprve urèíme vlastní èísla jim pøíslu¹né vlastní vektory. Jedno vlastní èíslo jezøejmì � = 3 a vyøe¹íme homogenní soustavu rovni s matiíA�3�E = 0�2 2 22 2 22 2 21Aa dostaneme vlastní vektory v1 2 h(�1; 1; 0); (�1; 0; 1)inf0g, a proto¾e dal¹í vlastnívektor musí být kolmý na vektory pøíslu¹né vlastnímu èíslu 3, tj. le¾í v podprostoruh(�1; 1; 0); (�1; 0; 1)i? = h(1; 1; 1)i, je jím napøíklad vektor (1; 1; 1). Nyní spoèítámeA(1; 1; 1)T = (9; 9; 9)T , odkud dostáváme vlastnímu èíslo � = 9.Nyní najdeme ortonormální báze obou podprostorù vlastníh vektorù. Pro vlastníèíslo 9 staèí normalizovat, abyhom dostali vektor 1p3 (1; 1; 1) a pro � = 3 najdemeortonormální bázi ( 1p2 (�1; 1; 0); 1p6 (�1;�1; 2)) podprostoru h(�1; 1; 0); (�1; 0; 1)inapøíklad Gramovou-Shmidtovou ortogonalizaí. Nyní polo¾me B = ( 1p3 (1; 1; 1),1p2 (�1; 1; 0); 1p6 (�1;�1; 2)). Proto¾e je B ortonormální báze, je zøejmì matie pøe-hodu U = [Id℄BK3 ortogonální aUTAU = 0B� 1p3 1p3 1p3�1p2 1p2 0�1p6 �1p6 2p61CA0�5 2 22 5 22 2 51A0B� 1p3 �1p2 �1p61p3 1p2 �1p61p3 0 2p61CA = 0�9 0 00 3 00 0 31A : �7.3. Neh» je f symetriká bilineární forma na reálném vektorovém prostoru R3 smatií [f ℄K3 = 0�5 2 22 5 22 2 51A vzhledem ke kanoniké bázi. Najdìte bázi B, která jeortonormální vzhledem ke standardnímu skalárnímu souèinu ! a polární vzhledemk symetriké bilineární formì f .Staèí nám vzít ortonormální bázi B z 7.2, o ní¾ víme, ¾e[f ℄B = [Id℄TBK3 [f ℄K3 [Id℄BK3 = UTAU = 0�4 0 00 1 00 0 11A ;tedy B je polární báze f . �7.4. Najdìte polární bázi symetriké bilineární formy g na vektorovém prostoruR3, která je ortonormální vzhledem ke standardnnímu skalárnímu souèinu, jestli¾e[g℄K3 = 0�2 1 21 2 22 2 51APostupujeme stejnì jako v úloháh 7.2 a 7.3. Nejprve standardním zpùsobemnajdeme spektrun matie [g℄K3 , tedy �([g℄K3) = f1; 1; 7g. Pro vlastní èíslo 1 na-jdeme podprostor vlastníh vektorù V1 = h(1;�1; 0); (2; 0;�1)i a pro vlastní èíslo7 tvoøí podprostor vlastníh vektorù V7 = h(1; 1; 2)i. Zbývá nám napøíklad po-moí Grammovy-Shmidtovy ortogonalizae najít ortonormální bázi V1 (tedy na-pøíklad ( 1p2 (1;�1; 0); 1p3 (1; 1;�1)) a normalizovat vektor (1; 1; 2). Nyní je M =



35( 1p2 (1;�1; 0); 1p3 (1; 1;�1); 1p6 (1; 1; 2)) ortonormální bází R3, která je zároveò po-lární vzhledem ke g. Závìrem poznamenejme, ¾e [g℄K3 = 0�1 0 00 1 00 0 71A �8. Invariantní faktory a Jordanùv kanoniký tvar8.1. Spoèítejte invariantní faktory reálné �-matie A(�) a urèete její kanonikýtvar, jestli¾e(a) A(�) = � �2 � 1 �+ 1�2 + 3�+ 2 �2 + ��,(b) A(�) = 0��1� � 3 2�1 1� � 1�2 3 3� �1A,() A(�) = 0� 4 3 1�3 �2 �10 0 1 1A�0�� 0 00 � 00 0 �1A,(d) A(�) = 0BB�1� � 1 1 20 �1� � 0 03 0 �1� � 31 �1 �1 ��1CCA.(a) Postupujeme-li podle de�nie, spoèítáme nejprve nejvìt¹í spoleèný dìlitelDA(�)1 v¹eh subdeterminantù øádu 1, tedy nejvìt¹í spoleèný dìlitel v¹eh prvkùmatie A(�), snadno zjistíme, ¾e DA(�)1 = � + 1. Proto¾e má matie A(�) jediný(triviální) subdeterminant øádu dvì, zbývá nám spoèítat DA(�)2 = det(A(�)) =(�+ 1)2(�2 � 2�� 2). Invraiantní faktory jsou podle de�nie hodnotyEA(�)1 = DA(�)1 = �+ 1; EA(�)2 = DA(�)2DA(�)1 = (� + 1)(�2 � 2�� 2):Podle Vìty 18.4 matie A(�) má kanoniký tvar, jeho¾ invariantní faktory jsoupodle Vìty 18.12 stejné jako u matie A(�), snadno tedy nahlédneme, ¾e A(�) lzepøevést na matii  EA(�)1 00 EA(�)2 ! = ��+ 1 00 (� + 1)(�2 � 2�� 2)� :(b) Vidíme, ¾e matie A(�) =M� �E pro matii M = 0��1 3 2�1 1 1�2 3 31A. Proto¾ejsme v úloze 5.5 na¹li pro tuto matii Jordanùv kanoniký tvar a podle Vìty 18.14známe invariantní faktory matie J � �E pro Jordanovu matii J = 0�1 1 00 1 10 0 11A:EJ��E1 = EJ1 (�) = 1; EJ��E2 = EJ2 (�) = 1; EJ��E3 = EJ3 (�) = (�+ 1)3



36Nyní snadno nahlédneme, ¾e kanoniký tvar matie A(�) je0B�EA(�)1 0 00 EA(�)2 00 0 EA(�)3 1CA = 0�1 0 00 1 00 0 (�+ 1)31A :() Proto¾e opìt mù¾eme vyu¾ít znalosti Jordanova kanonikého tvaru matie0� 4 3 1�3 �2 �10 0 1 1A z úlohy5.5 a jeho invariantníh faktorù díky Vìtì 18.14, postupu-jeme stejnì jako v pøípadu (b). Nejprve urèíme invariantní faktory matie J � �Epro Jordanovu matii J = 0�1 1 00 1 00 0 11A a pak spoèítáme invariantní faktoryEJ��E1 = EJ1 (�) = 1; EJ��E2 = EJ2 (�) = �+ 1; EJ��E3 = EJ3 (�) = (�+ 1)2:Kanoniký tvar matie A(�) je 0�1 0 00 �+ 1 00 0 (�+ 1)21A(d) Nyní budeme matii A(�) upravovat øádkovými a sloupovými elementár-ními úpravami, nejprve pøehodíme 1. a 4. øádek, s jeho¾ pomoí eliminujeme hod-noty v prvním sloupi:0BB�1� � 1 1 20 �1� � 0 03 0 �1� � 31 �1 �1 ��1CCA � 0BB�1 �1 �1 ��0 �1� � 0 00 3 2� � 3(�+ 1)0 2� � 2� � ��2 + �+ 21CCA �Nyní snadno eliminujeme první øádek (0 v prvním sloupi s ostatními øádky nineprovedou), poté odeèteme 2. øádek od ètvrtého, poté pøehodíme 2. a 3. øádek aeliminujme hodnoty v druhém sloupi:� 0BB�1 0 0 00 �1� � 0 00 3 2� � 3(�+ 1)0 3 2� � ��2 + �+ 21CCA � 0BB�1 0 0 00 3 2� � 3(�+ 1)0 0 (�+ 1)(�� 2) �3(�+ 1)20 0 0 (�+ 1)2 1CCA �Opìt bez poèítání mù¾eme eliminovat a normovat druhý øádek, pak pøièteme troj-násobek tøetího sloupe k posledímu a sloupe pøehodíme:� 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 (�+ 1)(�� 2) �9(�+ 1)0 0 0 (� + 1)2 1CCA � 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 �9(�+ 1) (�+ 1)(�� 2)0 0 (� + 1)2 0 1CCA �Zbývá eliminovat tøetí sloupe a poté normovat a eliminovat zbylé øádky:� 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 �9(�+ 1) (�+ 1)(�� 2)0 0 0 19 (�+ 1)2(�� 2)1CCA � 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 �+ 1 00 0 0 (�+ 1)2(�� 2)1CCA :



37Proto¾e je nalezená matie 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 �+ 1 00 0 0 (�+ 1)2(�� 2)1CCA kanonikým tvarem,vidíme, ¾e hledané invariantní faktory jsouEA(�)1 = EA(�)2 = 1; EA(�)3 = �+ 1; EA(�)4 = (� + 1)2(�� 2): �8.2. Najdìte Jordanùv kanoniký tvar matie N = 0BB�1 1 1 20 �1 0 03 0 �1 31 �1 �1 01CCA.V pøedhozí úloze jsme na¹li invariantní faktory matie N� �E, z nih¾ snadnodíky Vìtám 18.14 a 18.20 urèím Jordanùv kanoniký tvar matie N, který musí mítstejné invariantní faktory jako matieN. Proto¾eEN3 = �+1 a EN4 = (�+1)2(��2),obsahuje Jordanùv kanoniký tvar matie N dvì Jordanovy buòku stupnì 1, jednus vlastním èíslem �1 a jednu s vlastním èíslem 2 a dále obsahuje Jordanovu buòkustupnì 2 s vlastním èíslem �1, tedy0BB�1 1 1 20 �1 0 03 0 �1 31 �1 �1 01CCA � 0BB��1 1 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 21CCA �9. Projektivní roz¹íøení afinního prostoru a kvadriky9.1. �9.2. Najdìte teènu kvadriky 4x2 � y2 = 1 (vzhledem k souøadné soustavì S =((0; 0); (1; 0); (0; 1))) v a�ním prostoru R2(R2)(a) proházejíí bodem (1;p3),(b) proházejíí bodem (1; 1). �9.3. Klasi�kujte kvadriku x2 + 4xy + y2 + 2x � 2y + 1 = 0 vzhledem k souøadnésoustavì S=((0,0), (1,0), (0,1)) v a�nním prostoru R2(R2). �
Dal¹í úlohy



38 (1) Najdìte v¹ehna vlastní èísla a v¹ehny jim pøíslu¹né vlastní vektory endo-mor�smu ' na reálném vektorovém prostoru R4 a a rozhodnìte, zda je 'diagonalizovatelný jestli¾e(a) ['℄K4 = 0BB�3 4 2 70 2 1 10 0 2 30 0 0 41CCA ; (b) ['℄K4 = 0BB�3 4 2 70 2 0 10 0 2 30 0 0 41CCA ;
() ['℄K4 = 0BB�3 4 4 44 2 4 44 4 2 44 4 4 41CCA ; (d) ['℄K4 = 0BB�3 4 0 04 2 0 00 0 2 40 0 4 41CCA ;(e) ' = Id; (f) ' = 0:(2) Najdìte v¹ehna vlastní èísla a v¹ehny vlastní vektory reálné matie A =0BB�0 3 3 33 0 3 33 3 0 33 3 3 01CCA, a rozhodnìte, zda je matie diagonalizovatelná(3) Najdìte nad tìlesem Z7 v¹ehna vlastní èísla a v¹ehny vlastní vektorymatie A = 0�3 4 42 3 13 3 21A a existuje-li, najdìte regulární matii P, pro ni¾je P�1AP diagonální.(4) Mìjme komplexní matie G = 0�3 0 02 3 04 5 31A, H = 0�3 0 02 3 04 5 31A.(a) Najdìte Jordanùv kanoniký tvar mati G a H,(b) spoèítejte G5 a H5,() najdìte Jordanùv kanoniký tvar mati GH a HG.(5) Urèete poèet v¹eh geometrikýh bodù a v¹eh podprostorù projektivníhoprostoru Pn(Zn+1p ) pro ka¾dé prvoèíslo p a pøirozené èíslo n.(6) Urèete poèet v¹eh kolineaí projektivního prostoru Pn(Zn+1p ) pro ka¾déprvoèíslo p a pøirozené èíslo n.(7) Existuje-li kolineae K projektivního prostoru P3(Z47) splòujíí K(pi) = qipro i = 1; : : : ; 5, urèete matii vzhledem ke kanoniké bázi endomor�smu ,který ji urèuje, a najdìte v¹ehny její samodru¾né body, jestli¾e(a) p1 = h(1; 1; 1; 2)i, p2 = h(1; 2; 3; 2)i, p3 = h(1; 2; 1; 1)i, p4 = h(1; 2; 5; 6)i,p5 = h(4; 0; 3; 4)i a q1 = h(1; 1; 1; 1)i, q2 = h(1; 1; 1; 2)i, q3 = h(1; 1; 2; 1)i,q4 = h(1; 2; 1; 1)i, q5 = h(1; 0; 0; 0)i(b) p1 = h(1; 1; 1; 1)i, p2 = h(1; 1; 1; 2)i, p3 = h(1; 1; 2; 1)i, p4 = h(1; 2; 1; 1)i,p5 = h(1; 0; 0; 0)i a q1 = h(1; 1; 1; 2)i, q2 = h(1; 2; 3; 2)i, q3 = h(1; 2; 1; 1)i,q4 = h(1; 2; 5; 6)i, q5 = h(4; 0; 3; 4)i.() p1 = q2 = he1i, p2 = q=he2i, p3 = q4 = he3i, p4 = q5 = he4i ap5 = q1 = h(6; 5; 4; 3)i(8) Najdìte polární bázi symetriké bilineární formy f na vektorovém prostoruRn, která je ortonormální vzhledem ke standardnnímu skalárnímu souèinu,jestli¾e



39(a) n = 3 a [g℄K3 = 0�1 1 21 2 22 2 41A,(b) n = 3 a [g℄K3 = 0�0 1 11 0 11 1 11A,() n = 8 a g(ei; ej) = 1 + Æij ,(d) n = 4 a g(ei; ej) = i+ j.


