24.2.

1. ZAKLADNI ALGEBRAICKE STRUKTURY A DELITELNOST

Pfipomenme, ze (asociativnim) okruhem (s jednotkou) rozumime néjakou mno-
zinu R opatfenou dvojici bindrnich operaci + a -, jednou unarni operaci — a dvéma
vyznacnymi prvky 0 a 1, které spliiuji podminky

(1) (R,+,—,0) je komutativni grupa,
(2) operace - je asociativni aa-1=1-a = a pro vechna a € R,
B)a-(b+c)=a-b+a-ca(b+c)-a=b-a+c-apro viechna a,b,c € R.

Je-li operace - komutativni, mluvime o komutativnim okruhu. Konkrétni zapis okruhu

jako (univerzalni) algebry neni ustédlen, my zvolime napiiklad zapis (R, +, -, —,0,1).
Je-li (R, +, -, —,0,1) komutativni okruh, nazveme mnozinu I C R ideélem, jestlize

(1) T je podgrupou grupy (R, +,—,0) a
(2) i-r el provsechnaiel ar € R.

Komutativni okruh (R, +, —, 0, -, 1) nazveme oborem integrity, plati-li pro kazdou
dvojici nenulovych prvki a,b € R, 7Ze a - b # 0. O oboru integrity hlavnich idedla
mluvime v p¥ipadg, Ze jsou vSechny jeho idealy hlavni, tj. tvaru iR = {i-r| r € R}.
Dobfte zndmymi priklady oborii integrity hlavnich idealt jsou okruhy celych cisel
(Z,+,—,0,-,1) ¢ polynomi o jedné nezndmé nad libovolnym komutativnim télesem

Bud (R,+,—,0,-,1) obor integrity a a,b € R. V souladu s pojmem délitelnosti
na celych ¢islech nebo redlnych polynomech fekneme, 7ze a déli b (piseme a/b),
existuje-li takové ¢ € R, 7e b = a - ¢. Déle fekneme, 7e je a asociovdno s b (piSeme
al|b), jestlize a/b a b/a.

Vsimnéme si, Ze v oboru integrity 0 déli pouze opét 0 (a tedy s 0 je asociovéna
jen 0), obvykle ji proto z nagich Gvah budeme vypou$tét. V nasledujicivh tivahéch
si nejprve uvédomime, jak vyjadrit otdzky délitelnosti pomoci idedli.

1.1. Necht (R, +,—,0,,1) je obor integrity a a,b € R\ {0}.
(1) Dokazte, ze a/b, pravé kdyz bR C aR.
(2) Dokazte, 7e a||b, pravé kdyz aR = bR.
(3) Dokazte, Ze a||b, pravé kdyz existuje invertibilni u € R, pro které b = a - u.

(1) (=) Existuje-li ¢ € R, pro které b =a - ¢, pak b € aR, a protoi b-s € aR
pro kazdé s € R.

(<) Méme-li bR C aR, potom b =1b-1 € bR C aR, tedy existuje takové ¢ € R,
zeb=a-c

(2) Staci dvakrat pouzit (1).

(3) (=) ProtoZe a/b, existuje u € R, pro néz b = a-u, a protoZe také b/a existuje
takové v € R, ze a = b - v, Dosadime-li do prvni rovnosti, dostaneme

b=a-u=(0b-v) - u=b-(v-u),

a proto b- (1 —wv-u) = 0. Z definice oboru integrity je 1 —v-u =0, tedy v-u=1a
u je invertibilni prvek.

(<) Okamzité z piedpokladu b = a - u mdme a/b. Protoze a = b-u~!, vidime,
7e b/a. O

1.2. Je-li R = (R, +,-,—,0,1) komutativni okruh, dokazte nésledujici tvrzeni.
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(a) Jsou-li I a J dva idedly okruhu R, pak I +J = {i+j| i € I,j € J} je
nejmensi idedl okruhu obsahujici idedly I a J.

(b) Je-li Iy, I,... posloupnost idedlt okruhu R, pro které plati, ze I; C I;11,
pak |J; I; je rovnéz idedl.

(c) Je-li Sp,S1,... posloupnost okruht, pro které plati, ze S; je podokruh
okruhu S;; 1, pak [J; Si je okruh s takovymi operacemi, ze v§echny okruhy
S; jsou jeho podokruhy.

(a) Nejprve ukdZeme, Ze mnozina I + J tvoii idedl. Pfedné 0 =0+ 0 € [ + J.
Zvolme r € R a x1,z2 € I + J libovolné. Potom existuje i1,i2 € I a ji,j2 € I,
pro né7z z, = i, + j,, kde v = 1,2, a proto —z1 = —i, + (—j,) € I + J, déle
1 +x0=(l1+i2)+ (1 +j)el+Jaxs-u=a-(rn-u)+b-(s1-u) €aR+bR.

(b) Opét vezméme r € R a a,b € |, I; libovolné. Potom existuje n, pro néz
a,be I, tudiz 0, —a,a-r,a+bel, CU, L

(¢c) Uvaha je obdobné jako v tloze (b), sta¢i si opét uvédomit, 7e pro kazda
dvojici prvki a,b € | J; S; existuje n, pro které a,b € S,,. O

Obor integrity R je noetherovsky, jestlize neobsahuje zadny nekonecny ostie ros-
touci fetézec idedld. Jestlize jsou v oboru vSechny idedly hlavni, mluvime o oboru
integrity hlavnich idedli.

1.3. Je-li R = (R, +,—,0,-,1) obor integrity hlavnich idealt, dokaZte tvrzeni:

(a) Pro kazdé a,b € R\ {0} aR + bR = cR pravé tehdy, kdyz ¢ je NSD(a, b).
(b) R je noetherovsky.

(a) (=) Pfedpokladejme, 7ze aR+bR = cR. Potom podle 1.2 mame aR,bR C cR,
a proto podle 1.1 je ¢/a a ¢/b. Vezmeme-li d € R, pro néz d/a a d/b, tedy diky 1.1
aR,bR C dR. Z minimality aR + bR = cR, potom dostavame, ze cR = aR + bR C
dR, tedy d/c.

(«=) Je-li ¢ je NSD(a,b) a vezmeme-li takové d € R, 7e aR + bR = dR (to musi
existovat, protoze kazdy idedl (R, +, —,0,-, 1) je hlavni), pak i d je NSD(a, b), proto
jsou podle definice NSD prvky ¢ a d asociovany a 1.1 fika, ze aR + bR = dR = cR.

(b) Pfedpokladejme, Ze obor neni neoetherovsky, tedy existuje nekoneény ostie
rostouci fetézec idedlt Iy, I, ..., tj. plati, ze I; C L1 a I; # Lix1. V 1.2(b) jsme
dokézali, 7e je I = |J, I; rovnéz idedl. Kdyby existovalo ¢ € R, pro néz cR = I, pak
by ¢ € I, pro néjaké n, proto I,,;+1 C I =cR C I, coz je spor. Tedy idedl I neni
hlavni. O

Ptipomenme, Ze oborem integrity hlavnich ideald je kazdé téleso, okruh celych
¢isel a okruh polynomil jedné neurcité nad télesem. Jde tedy podle dokézaného
tvrzeni o noetherovské obory.

25.2.

Okruh polynomi jedné neur¢ité s celo¢iselnymi koeficienty Z[z] je (napfiklad
podle Hilbertovy véty o bazi) noetherovsky, ovSem idedl xZ[z] + 2Z[x] by v oboru
integrity hlavnich idealii musel byt generovan nejvétsim spoleénym délitelem prvki
x a 2, tedy prvkem 1, coZ zjevné neplati, tedy Z[z] neni obor integrity hlavnich
idealt.



1.4. Uvazujme podokruh R = {3, piz’ € Q[z]| po € Z} okruhu Q[z].

(a) Rozhodnéte, zda R obsahuje nekoneénou posloupnost a; vlastnich déliteld,
tj. aiy1/a; a a; neni s a;11 asociovan,

(b) rozhodnéte, zda je R noetherovsky,

(c) rozhodnéte, zda v R existuji ireducibilni rozklady kazdého neninvertibilniho
nenulového prvku.

(a) Uvédomme si, 7e 2 "z € R, 27 "zR C 2-("tUzR, protoze 27"z = 2 -
2-(ntlg g 27 mgR # 2= ("tUzR, protoze 2= "tz ¢ 27"zR, ¢im7 jsme nagli
nekonecnou posloupnost vlastnich délitelt z/2'x/ ... /2 "x/2- ("

(b) V (a) jsme nasli rostouci posloupnost idedli, tedy R neni noetherovsky.

(c) Kdyby existoval ireducibilni rozklad & = py - -- - - p,, pak by pravé jeden z
polynomu p; = %’I‘ a soucin ostatnich by byl roven ¢, kde ¢ € Z. OvSem polynom
%CU umime napsat jako soucin %CU =2- %CU, kde 2, iaz € R nejsou invertibilni, tedy

%m neni inreducibilni a polynom x nelze ireducibilné rozlozit. O

Pfipomeiime, Ze podokruhy télesa komplexnich ¢isel Z[i], Z[v/2] a Z[V/3] jsou
eukleidovské s euklidovskymi normami v_; (a + bi) = a® 4+ b*, vo(a + bv/2) = |a® —
20%| a v3(a + bv/2) = |a® — 2b%|. Déle poznamenejme, 7e jsou viechny tii normy

mulriplikativni, tedy plati vs(a - ) = vs(a) - vs(B) (dikaz je zcela pFimocary).

1.5. Najdéte viechny invertibilni prvky okruhu Z[i] a ukazte, ze okruh Z[v/2] ob-
sahuje nekonec¢né invertibilnich prvki.

ProtoZe prvek a € ZJ[i] je invertibilni existuje-li § € Z[i], pro nkteré a - f = 1,
proto v(a - B) = 1, tedy v(a) = 1. Vidime, ze @ € {1, 1,4, —i}.

Viimneme si, 7e invertibilni je pravé prvek a + bv/2 € Z[V/2], pro ktery p(a +
bv2) = 1. Jakmile a®> — 2b> = —1, potom (a + bV2) - (—a + bv/2) = 2b* — o> =
1, a v piipadé, kdy a® — 20 = 1, pak (a + bv/2) - (a — bV2) = a® — 2b*> = 1.
Protoze pu(1 4+ v/2) = 1, je i p((1 + v/2)?) = 1" = 1 pro kazdé n, tedy prvky
(1 ++/2)™ jsou invertibilni. P¥itm 1 + /2 > 1, proto (1 + v/2)" < (1 + v/2)"*1,
tedy jsme nasli nekone¢nou mnozinu {(1++/2)"| n € N} invertibilnich prvki oboru
(Z[V2],+,—,0,-,1). O

1.6. Dokaite, e okruh Z[v/5] neni Gaussiiv.

Staci uvazit dva rozklady ¢sla 4 = 2-2 = (v/5+ 1) - (v/5 — 1), o nichZ snadno
dokazeme, 7e jsou ireducibilni, ovSem ¢islo 2 zfejmé neni v Z[\/g] asociovano s
¢islem /5 — 1 ani s &slem /5 + 1 O

Vgimnéme si, ze pomoci &sel 2, v/5 — 1, v/5 + 1 mizeme vytvoiit dvojici prvki,
kterd nemda v Z[v/5] nejvétsi spolecny délitel, konkrétnd lze vzit dvojici 2(v/5 + 1)
4. To samozfejmé nutné znamena, ze Z[\/g] neni obor integrity hlavnich idedli.
Déle poznamenejme, 7ze okruh Z[\/g] je noetherovsky, protoze tuto vlastnost splhuje
okruh Z[z] a nas obor Z[/5] je izomorfni faktoru Z[z]/(z? — 5)Z[z].

3.5



1.7. Je-li Q[z1] C Q[z1, 2] C ... nékonecny retézec okruhti (okruh méné neurdi-
tych lze vZdy pfirozené chépat jako podokruh okruhu vice neur¢itych), uvazujme

mnozinu Q[X] = (J; Q[z1,. .., x;], kde X = {z1,2,,...}. DokaZte nasledujici tvr-
zeni.

(a) Q[X] je obor integrity, jehoz jsou viechny obory |J; Q[z1, . . ., ;] podokruhy,

(b) Q[X] neni noetherovsky,

(c) jestlize a € Qzy,...,zn] a a = b-¢, kde b,c € Q[X] \ {0}, pak b,c €
Qlz1,. .., xn],

(d) v Q[X] neexistuje nekoneénd posloupnost vlastnich délitela (tj. takova, ze
by kazdy nasledujici prvek délil pFedchozi, ale nebyl by s nim asociovén),

(e) v Q[X] neexistuje nekone¢ny ostie rostouci fetézec hlavnich ideéli,

(f) existuji NSD kazdé dvojice (nenulovych a neinvertibilnich prvk).

(g) QIX] je Gaussuv.

(a) Plyne okamzité z 1.2(c).

(b) Polozime Iy = {0} a indukci definujme mnozinu I,11 = I, + 2n41Q[X].
Ziejmé I,41 C I, a protoze xn41 ¢ I, mame I, # I,,. Navic I,, je pro kazdé n
podle 1.2(a) idedl, tedy Q[X] neni noetherovsky.

(c) Uvazme, Ze pro kazdé m lze na kazdy prvek okruhu Q[X] nahliZet jako na po-
lynom S,,[z,,], kde S, je podokruh Q[X], ktery sestavé z polynomu neobsahujicich
(s nenulovym koeficientem) proménnou z,,. Viimnéme se, ze je Sp, jako podokruh
oboru integrity opét oborem integity. Vezmeme-li b,¢ € Q[X] \ {0} a pfedpokla-
dejme, Ze b ¢ Qlz1,...,x,], pak existuje m > n, pro které b obsahuje nezndmou
Zm, tedy b ma jako polynom z oboru S,,[z,,] kladny stupen. Tudiz i b- ¢ ma jako
polynom z oboru S,,[z,,] ma kladny stupen, a proto b-c ¢ Q[z1,...,x,].

(d) Predpokladejme, Ze mame posloupnost délitelt, tj. prvky a; € Q[X], pro
které a;11/a;. ProtoZe existuje n, pro néz a; € Q[z1,...,xz,], a a;/a; , plati podle
(c), ze a; € Q[x1,...,xy,] pro viechna i. Diky Gaussové vété vime, Ze je obor
Q[z1,...,z,] Gausstv, proto existje takové m, Z%e a;||a,, pro vSechna i > m v
okruhu QJz1,...,,]. Konetné z pozorovani, ze prvky asociované v Q[z1,...,z,)
jsou nutné asociované i v Q[X] plyne zavér.

(e) Jedné se jen o reformulaci (d) z jazyka délitelnosti do aritmetiky ideédld (viz
tvrzeni alohy 1.1).

(f) Vezmeme-li p,q € Q[X], existuje n, pro které p,q € Q[z1,...,z,]. ProtoZe
je obor Q[z1,...,z,] Gaussiv, existje v ném NSD(p,q), ozna¢me ho d. Ziejmé
d déli pigq v oboru Q[X]. Vezmeme-li e, které déli p i ¢ v oboru Q[X], potom
e € Q[x1,...,x,] podle (c). ProtoZe d je NSD(p,q) v Q[z1,...,z,], nutné e/d v d
v oboru Qz1,...,x,], a tudiz i e/d v oboru Q[X].

(g) Plyne z bodi (d) a (f). O

2. HOMOMORFISMY CYKLICKYCH GRUP A RADY PRVKU

Pf¥ipomenme, %e zobrazeni f : G — H grupy (G,-,”',1) do grupy (H,-,”',1)
se nazyva homomorfismus, jestlize pro v8echna a,b € G plati f(a-b) = f(a) - f(b),

flaY)y =(fla)tafl)=1a

2.1. Dokaite, ze zobrazeni f : G — H grupy (G,-,”',1) do (H,-,7!,1), které
spliwje f(a-b) = f(a) - f(b) pro vSechna a,b € G, je homomorfismus.



Protoze f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1), staci rovnost f(l) = f(1) - f(1) pfendsobit
prvkemn /(1) 1, abychom dostali 1= £(1) - /(1) * = £(1) - /()< £(1) " = J(1)
Déle 1 = f(1) = f(a™" -a) = f(a~ )'f()apodobnel f(a) - f(a™"), proto
fla™h) = (f(a) ™" O

17.3.

Jsou-li G, H grupy, ozna¢me Hom (G, H) mnozinu vSech homomorfismt G do H.

2.2. Popiste vSchny prvky mnoziny

a) HOm(Zgg Z49)7
om(Zzo, Z30),
om(Zzo, Zeoo),
Om(Zgo, Z6)7
Om(Zgo, Zgoo).

UvaZzujeme-li homomorfismus ¢ : Zzg — H pro libovolnou kone¢nou grupu
H, v8&imneme si, 7e ¢(Z30) je podgrupa grupy H, tedy podle Lagrangeovy véty
|p(Z30)|/|H|. VyuZijeme-li 1. vétu o izomorfismu, vidime, ze ¢(Z3q) = Zzq/Kerp,
proto opét diky Lagrangeové Vété |¢(Zso)| - Kerp = |Zso| = 30, tudiz |¢(Z30)|/30.

(a) Je-li ¢ : Zzg — Zs9 homomorfismus, z pfedchoziho pozorovéani vyplyvé, Ze
|p(Z30)| déli ¢islo 30 i ¢islo 49, tedy |p(Zs0)| = 1. To zamend, ze Hom(Zsg, Z4g)
obsahuje pouze nulovy homomorfismus. Poznamenejme, 7e bychom dostali stejny
vysledek i kdybychom uvazovali obecné grupy radu 30 a 49.

(b) Uvazujme homomorfismus ¢ : Zzg — Zgg. Jestlize ¢(1) = k, snadno na-
hlédneme, ze p(1 + 1) = p(1) + ¢(1) = (2k)mod 30, (2 + 1) = p(2) + ¢(1) =
(3k)mod 30,..., tedy ¢(a) = (ak)mod 30 pro kazdé a € Zszp. Uvédomili jsme
si, 7¢ homomorfismus je dan obrazem prvku 1 (nebo jiného generatoru). Nao-
pak, definujeme-li pro libovolné k € Zsg zobrazeni ¢y : Zzy — Zs3g predpisem
vr(a) = (ak)mod 30, vidime, Ze

er(a+b) = ((a+b)k)mod 30 = ((ak)mod 30+ (bk)mod 30)mod 30 = ¢y (a)+ ¢k (b),

tedy jednd se o homomorfismus. Ukdzali jsme , ze Hom(Zsg, Z3o) = {¢r| k € Z3}.

(c) Opét méjme homomorfismus ¢ : Zzg — Zgog. VSimnéme si, ze 30/600, tedy
existuje pravé jedna tficetiprvkova podgrupa grupy Zgoo fadu 30, konkrétné jde o
podgrupu

(20) = 20Zgg0 = {0, 20,40, .. ., 560, 580}..

Obdobné nahlédneme, Ze i pro kazdy délitel d ¢isla 30 existuje jednoznacné urcend
podgrupa (@> fadu d, kterd je zfejmé obsazena v grupé (20). Oznacime-li d =
(©(Zs30)|, vidime, 7e ©(Zz) = (82) C (20), tedy ¢(1) € (20). Naopak, zvolime-li
k € Z3q definujeme-li zobrazeni oy : Zso — Zgoo predpisem ¢ (a) = (20ka)mod 30,
vidime, Ze

vk (a+b) = (20k(a+b)mod 30)mod 600 = ((20ka)+(20kb))mod 600 = ¢y (a)+vk (D),

tedy i tentokrat je ¢ homomorfismus. Tim jsme ovéfili, ze Hom(Zs3g, Zgoo) =

{er| k € Zso}.
(d) Zvolme libovolné ¢ : Zgg — Zg. I tentokrat je homomorfismus uréen obrazem
prvku 1, a protoZe 6/30 je zobrazeni py : Zszg — Zg dané piedpisem pi(a) =



(ka)mod 6 homomorfismus, nebot
or(a+b) = (k(a + b)mod 30)mod 6 = ((ka) + (kb))mod 6 = g (a) + ¢ (b).

Dokézali jsme, ze Hom(Zsg, Zg) = {pr| k € Zg}.

(e) Bud ¢ : Z3sy — Zsgpp homomorfismus a polozme d = |¢(Zsp)|. Z Gvodniho
uvahy plyne, ze d/NSD(30,800) = 10, proto obdobnou tivahou jako v piipadé (c),
dostavame, ze p(Zszo) = (23°) C (382)(80). Zaroven obvyklym argumentem nahléd-
neme, ze je zobrazeni ¢y, : Zsg — Zgoo dané predpisem ¢ (a) = (10ka)mod 30 pro
kazdé k € Zyy homomorfismus, tedy Hom(Zsg, Zgoo) = {¢k| k € Z10}. O

2.3. Které z homomorfismt uvazovanych v 2.2 jsou prosté a které jsou na?

Uvazujme opét homomorfismus ¢ : Z3o — H pro libovolnou koneénou grupu H.
Snadno nahlédneme, Ze ¢ je prosté, pravé kdyz |¢(Zsg)| = 30, a ¢ je na, pravé kdyz
(1) je generdtor H. V konkrérnich pfipadech to znamend, Ze

(a) 7adny prosty ani surjektivni homomorfismusu Zsg do Z,9 neexistuje;

(b) homomorfismus ¢y : Zzg — Zso dany predpisem ¢i(a) = (ak)mod 30
je prosty, pravé kdyZz je na a to nastavd pravé pro k € Zj, (takovych
homomorfismt je praveé 8);

(c) samoziejmé zadny homomorfismus Zsg na Zggo neexistuje a homomorfismus
i = Zzg = Zggo dany predpisem ¢ (a) = (20ka)mod 600 je prosty, pravé
kdyz k € Z3, (tedy opét mame 8 prostych homomorfismii);

(d) zfejmeé neexistuje Zddny prosty homomorfismus Zzg na Zg a homomorfismus
@k & Zzg = Zg definovany vztahem @ (a) = (ka)mod 6 je na Zg, pravé kdyz
k € Z} (tedy epimorfismy jsou zobrazeni ¢1 a ¢s);

(e) 7&dny monomorfismus ani epimorfismusu Zgy do Zggo neexistuje. O

2.4. Urcete Fad prvku 4 v grupé (Z3,,-,"*,1).

Pfedné piipomenme, ze Fad grupy Zj., je ¢(Z3,) = (3 — 1)3%, kde ¢ znadi
Eulerovu funkci, tedy podle Lagrangeovy véty musi byt fad prvku 4 tvaru 23°
pro a € Zy a 8 € Zy. Dale pozrnamenejme, 76 4 =1+ 3 € G = {1+ 3al a € Z3o}
a 7e je G podgrupa grupy (Z3.,,,-,”",1) fadu 3° (zfejmé jde o prvky nesoudélné
s 3, tedy invertibilni v (Z31w0,-,1), déle je G uzaviend na soudiny, obsahuje 1, a
protoZe je G kone¢né, musi pro kazdé a existovat n, pro néz (1 + 3a)” = 1, tedy
(14+3a)"! = (1+3a)" ! € G). To znamena, ze ¥ad 4 musi délit ¥ad G, a proto
a=0.

Nyni si zbyva uvédomit, ze podle Tvrzeni 2.9 z prednasky pro kazdé prirozené
e > 2 a kazdé liché prvodislo p plati, ze (1+p)?" =1+ p° ! mod p°, proto 1 + 3
neni fadu 37 pro zadné i = 1,...,8, tudiz je nutnd fadu 3°. g

24.5.

2.5. Najdéte generédtor cyklické grupy (Z%.,,-,~ ', 1).

V tloze 2.4 jsme zjistili, %e podgrupa (4) je ¥ddu 3°, proto snandno pomoci
Z b . .
Lagrangeovy véty spocitdme, ze [Z3., : (4)] = % = 23—:39 = 2. Najdeme-li tedy
prvek a € Z3,,, pro ktery plati, ze a ¢ (4) a (4) C (a), potom to uz nutné musi byt
prvek fadu ¥ddu 2 - 3, tedy generdtor grupy 7.
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Vidime, Ze 2 ¢ (4) = {1+ 3a| a € Z3o} a 22 = 4, proto (4) C (2). Hledanym
generatorem je tedy naptiklad prvek 2. O
2.6. Rozhodnéte, zda je prvek b generdtorem cyklické grupy (Z3.o, -, 71 1), jestlize

(a) b=2'3,
(b) b= 216,
(c) b=2'7,
(d) b=13,
(e) b=31—2

(a) - (c) Mame-li generator 2 cyklické grupy (Z%.,,-,~',1), vime, Ze zobrazeni
Y 2 Zygo — L1, dané piedpisem (k) = 2* je izomorfismem grup (Z,.30, +, —,0) a
(Z310.-,7 ", 1). Rozhodujeme-li otazku, zda je 2% generdtorem multiplikativni grupy
(Z%,-,7 1, 1), stadi tedy abychom zjistili, zda je prvek k generatorem aditivni grupy
(Zy.30,+, —,0), tedy zda je ¢islo k nesoudélné s &slem 2-3°. To znamena, ze 2! ani
216 generdtorem nejsou, nebot NSD(15,2 - 3%) = 3 a NSD(16,2 - 3%) = 2, zatimco

2!7 je generatorem, protoze NSD(17,2-3%) = 1.

(d), (e) Pfedn& vidime, 7e NSD(13,2-3%) = 1 a NSD(3!% — 2,2.39) = 1, proto
13,3 -2 € Z%,,. Protoze 3'"° —2=1+3(3-1) € (4) a 13 =1+3-4 € (4), prvek
13 ani prvek 3'° — 2 negeneruji grupu VASTR g

2.7. Spocitejte fady prvka 2'°, 216 a 310 — 2 grupy (Z3.0,-,7 ", 1).

U ¢isel 215, 216 sta¢i diky izomorfismu ¢ uréit ¥ad prvku 15 a 16 v grupé

. 9 . 9
(Zs.30,4,—,0), tedy [(2'%)] = W =2-3% a|(2'%)| = W = 3%
Uvédomime-li si, ze (3' — 2)? = 4 v grupé (Z}o,-, ' ,1) a7e 3" —2 € (4),
vidime, ze (310 — 2) = (4), tedy ¥4d prvku 30 — 2 je 39, O

2.8. UvaZujme v grupé (Zi,-,”',1) prvek a fadu 57 a prvek b fddu 4 - 55, kde
0 < B < 7. Dokaite, 7e a - b generuje ZZs.

7 Lagrangeovy véty vime, ze fad prvku a-b je 2% -57 pro néjakd o € Zg a vy € Zg.
Nejprve nahlédneme, 7e (a - b)57 = b = b57, tedy s vyuzitim faktu, Zze zobra-
zeni k — b indukuje izomorfismus cyklickych grup (Z,.5s, 4, —,0) a ((b),-, 1, 1),
dostavame, 7e b°" je prvek fadu 4. Protoze (b57) C (b), davd ndm Lagrangeova véta
zévér, ze 4/2% - 57, tedy a = 2. Obdobnym argumentem pro grupu ({(a - b),-,~ ", 1)
dospé&jeme k pozorovani, ze (a - b)* je prvek fddu 57. Ukazeme, ze v = 7.

Piedpoklédejme, ze v < 7. Protoze (a* - b*)>" = a*3” . p15” = a*5° £ 1, musi
v > B, oviem potom dostavame, ze 1 = (a* - b*)® = a* - b*® = a*", tudiz
v = 7. Nyni znovu vyuzijeme Lagrangeovu vétu, abychom zjistili, ze fdd prvku a-b
je 4-57, tedy, 7e a - b generuje grupu 7. O

2.9. Najdéte generédtor cyklické grupy (Z%,-, ', 1).

Vyzijeme-li vysledek piedchozi tlohy, sta¢i najit prvek ¥adu 57 a prvek fadu 4-5°
pro 8 < 7.

Stejnym postupem jako v tloze 2.4 (tj. v disledku Tvrzeni 2.10 ze skript) zjis-
time, ze 6 = 1+ 5 je prvek faddu 57. Protoze 22,2% ¢ (6) = {1 + 5a| a € Zs7}
a 2* € (6), je rozkladovd t¥ida 2 - (6) generdtorem ¢tyiprvkové faktorové grupy
Z::/(6), tedy opét diky Lagrangeové vété vidime, ze 4 déli fad prvku 2 v grupé



*

Z:s. Nevime ovSem, zda 2 je ¢i neni generdtorem celé grupy Z:s, zodpovézeni této
otézky odpovid4 nalezeni diskrétniho logaritmu prvku 2* o zékladu 6 (coZ je obecné
obtizna tiloha). Vezmeme-li oviem prvek 2°, obvyklym zptisobem nahlédneme, ze
je fadu 4 - 5m2x(0.8=1) jakmile 4 - 58 je ¥ad prvku 2. Tedy podle pozorovani 2.8 je
prvek 25 - 6 = 192 generatorem grupy 7. O

2.10. Najdéte v grupé (Z3,s,-,~ ', 1) prvky fadu 2, 3 a 5.

Nejprve si uvédomme, ze prvkem fadu 2, tedy involuci, je zfejmé 225 — 1 = 224.

Podle Cinské véty o zbytcich je zobrazeni f : Zoss — Zg X Zos dané piedpisem
f(k) = (kmod 9, kmod 25) okruhovy izomorfismus, proto indukuje izomorfismus
mezi grupami invertibilnich prvkia fi : Z3,; — Zg x Z35. Tvrzeni 2.10 ze skript,
jehoz dikazu jsme vénovali pozornost v tloze 2.4 ndm dava prvek 4 fadu 3 v grupé
75 =173, a prvek 6 faddu 5 v grupé Z55 = ZZ,. ProtoZe se v grupé Zg x Z35 nasobi
po slozkach, vidime, 7e prvek (4, 1) je zde fadu 3 a prvek (1,6) je fadu 5, tedy ndm
zbyva (obecné pomoci rozsifeného Eukleidova algoritmu, zde spiSe zkusmo) najit

prvky f,1((4,1)) a f,1((1,6)).
Tedy v prvnim pfipadé hleddme a € Zoo5, pro které

a = 4(mod 9), a = 1(mod 25).
Vyjadriime-li si z druhé kongruence a = 1+ 25-b pro vhodné b € Zg a dosadime do
prvni kongruence, dostdvame
14+25-b=4 (mod9),
7-b=3 (mod 9),
b=3 (mod?9).
Tedy a = 1+ 25-3 = 76 je prvek grupy (Z3,s,-, *,1) fadu 3.
Podobné v druhém pripadé hledame a € Zso5, pro néz
a = 1(mod 9), a = 6(mod 25).
Upravujme obdobné jako vySe: a =6 +25-b pro b € Zg a
6+25-b=1 (mod9),
7-b=4 (mod9),
b=7 (mod?9).
Spocitali jsme, 7e a = 1+ 25-7 = 176 je prvek fadu 5. O

31.3.

2.11. Urcete pro kazdé ptirozené k, kolik je v grupé (Z3s,,-,” ', 1) prvki fadu k.

Nejprve si rozmyslime, pro kterd k v grupé (Z3s,,-, ', 1) existuje n&jaky pr-
vek fadu k. VyuZijeme nékolikrat Cinskou vétu o zbytcich. Nejprve spoéitame pr-
voliselny rozklad 231 = 3 -7 - 11 a nahlédneme, 7e jsou izomorfni okruhy Zs3; a
Z3 x Z7 x 7211, tedy jsou izomorfni i grupy invertibilnich prvkt Z3,, a Z; x Z3 x Z7,.
Protoze jsou grupy (Z;, -,~1 1) pro viechna prvocisla p cyklické, dostavame izomor-
fismus

(Z5 x 25 x Z7,,-, ", (1,1,1)) = (Zgy x Zg x Z1o,+,—,(0,0,0))



a vyuzijeme-li Cinskou vétu o zbytcich pro aditivni grupy Zg a Z;o mame
ZQXZGXZH]%ZQX(ZzXZg)X(Z2XZ5)EZ3XZ3XZ5.

Protoze je grupa (Z3s,,-, ", 1) izomorfni grupé (Z3 x Zz x Zs, +, —, ((0,0,0),0,0)),
mizeme otdzku faddu prvkd v multiplikativni grupé Z5;; zodpovédét v aditivni
grupé Z3 x Zs x Zs. Ozna¢ime-li o(g) ¥a4d prvku g a zvolime a € Z3, b € Z3 a
¢ € Zs, vidime, Ze o((a, b, ¢)) = nsn(o(a), o(b),0(c)), pfifemz v grupé Z3 nachézime
1 prvek fddu 1 a 7 prvkt fddu 2, v grupé Zs mame 1 prvek fddu 1 a 2 prvky
fadu 3 a konecné grupa Zj; obsahuje pravé 1 prvek fddu 1 a 4 prvky fadu 5. To
znamend, 7e grupa Z3 x Zs x Zs, a proto i grupa Z3,, obsahuje prvky faddu 2u3857
pro a:ﬁ:’y € {07 1}

Nyni uz snando ur¢ime pocty prvkt daného radu:

k=1 V kazdé grupé mame ziejmé pravé 1 prvek radu 1.

k=2 Pocitdme pocet prvki mnoziny

{(a,b,c) € Z3 x Z3 x Zs| nsn(o(a),o(b),o0(c)) =2} =
= {(a,h,c) € Z3 x Z x Zs| ofa) = 2,0(b) = 1,0(c) = 1} =
={(a,0,0) € Z3 x Z3 x Zs| a # (0,0,0)},
tedy mame 7 prvka fadu 2.

k=3 Pocitame pocet prvki mnoziny

{(a,b,¢) € Z3xZ3xZs| nsn(o(a),o(b),o(c)) =3} = {(0,b,0) € Z3 xZ3xZs| b # 0},

tedy mame 2 prvky rfadu 3.
k=5 Tentokrat pracujeme s mnozinou
{(a,b,c) € Z3xZ3xZs| nsn(o(a),o(b),o(c)) =5} = {(0,0,¢) € Z3 xZzxZs| ¢ # 0},
kterd obsahuje vSechny 4 prvky fadu 5.
k=6 Nyni spoc¢itdme |{(a,b,c) € Z3 x Z3z x Zs| nsn(o(a),o(b),o(c)) = 6} =
= |{(a,b,0) € Z3 x Z3 x Z5| a # (0,0,0),b # 0} = 14 prvki fadu 6.
k=10 Pocitdme
{(a,0,c) € Zi x Z3 x Zs| a # (0,0,0),c # 0}/,
tudiz mame 28 prvkd fadu 10.
k=15 Tentokrat dostavame prave |{(0,b,c) € Z3 x Zz X Zs| b # 0,¢ # 0} = 8
prvka radu 15.
k=30 Kone¢né |{(a,b,c) € Z3 x Zz x Zs| a # (0,0,0),b # 0, ¢ # 0}| = 56 je pocet
prvki fadu 30.
(|

2.12. Najdéte v grupé (Z35,,-,~ ', 1) tfi involuce a jeden prvek faddu 30.

Oznatme f : Zis, — Z% x Z% x Z7, izomorfismus dany predpisem f(k) =
((k)mod 3, (k)mod 7, (k)mod 11) a postupujeme stejné jako v 2.10.

Nejprve snadno nahlédneme, ze 230 = 231 — 1 je involuce. VSimnéme si, ze
f(230) = (2,6, 10). Nyni potiebujeme najit dalsi prvky fadu 2 v grupé Z% x Z3 x Z7,,
zvolime napftiklad (2,1,1) a (2,1,10) a hleddme a,b € Z3,,, aby f(a) = (2,1,1) a
f(b) =(2,1,10), tedy fesime kongruence:

a = 2(mod 3) a = 1(mod 7)
b = 2(mod 3) b= 1(mod 7)

a = 1(mod 11),
b= 10(mod 11),

3 3
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Vyjadiime a = 2 + 3¢; a upravujme jako v 2.10:
2+3-¢4=1 (mod7)
3-c4 =6 (mod7),
c1 =2 (mod 7),

3

tedy a =24+3-2+ 21cy = 8 4+ 21cy a stejnym zplisobem pokracujeme
8+21-¢cy =1 (mod 11)

10-¢cs =4 (mod 11)

¢y =7 (mod 11)

3

3

proto a = 8+ 21 -7 = 155.
Prvni krok druhého vypoctu probéhne stejné, tedy vyjaddiime b = 8 + 21d a
dosadime

8421 -d=10 (mod 11),
10-d=2 (mod 11)
d=9 (mod 11)

3

tudiz b =8 + 21 -9 = 197.

Pro nalezeni prvku fadu 30 v grupé (Z3,,,, ', 1) nejprve najdeme prvek fadu
10 v (Z3,,-,%,1) a prvek fadu 3 v grupé (Z3,-,7!,1). V prvnim ptipadé tedy
hleddme generdtor Z?, jimz je napiiklad prvek 2, nebof 22 # 1 # 2%(mod 11). V
druhé grupé snadno nahlédneme, 7e 4 je fadu 3, proto tentokrat pocitame soustavu
kongruenci

x = 1(mod 3) x = 4(mod 7) z = 2(mod 11)

kterou standardnim postupem vyfesime: polozime £ = 2 + 11¢; a upravujme
24 11-¢; =4 (mod 7),
4.-¢4 =2 (mod 7),
g =4 (mod 7),
T =46 + T7cy
464+ 77-c2 =1 (mod 3),
2-¢; =0 (mod 3),
x = 46.

Zjistili jsme, Ze ¢islo 46 ma v grupé (Z3s,,-,” ', 1) fad 30. O

2.13. Najdéte v grupé (Z35,,-,” ', 1) aspon 3 prvky a, pro kterd a?*'~! = 1. Kolik
takovych prvki existuje?

Hledédme tedy 3 Fermatovy lhéare, presnéji feceno 3 béaze pseudoprvocisla 231,
tj. ¢isla a € Z35;, pro néz a?3® = 1(mod 231). Vidime, 7e tuto podminku spliuji
pravé ty prvky grupy (Z3s;,-, ', 1), jejichz rad déli &slo 231 —1 =230 =2-5-23,
tedy, jak jsme ukazali v Gloze 2.11 praveé prvky radu 1,2, 5 a 10. Ziejmé tedy tuto
podminku splauje prvek 1 a déle prvky 155 a 197, ktera jsou podle 2.12 radu 2.
Koneéné poznamenejme, Ze prvki fadu 1,2, 5 a 10 je v grupé (Z3;,,-,” 1, 1) celkem
40. O
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2.14. Uvazujme grupu (Z3qe,,-,~ ', 1).

(a) Spocitejte, kolik v grupé Z3,, existuje bazi pseudoprvodisla 297 (tj. Ferma-
tovych 1héi),

(b) urcete, kolik &isel a € Zagr nesplni podminku a??¢ = 1 (mod 297) (tj.
neprojdou Fermatovym testem),

(c) najdéte véechny baze pseudoprvodisla 297,

(d) najdéte v8echny béaze silného pseudoprvodisla 297 (tj. ¢isla, kterd neprojdou
Rabinovym-Millerovym testem).

(a) Protoze, 297 = 3% - 11, opét si uvédomime, ze
Loy 2 Zhs x L7, = Zyg x Zyg 275 x Zg x Zs.

(zdlraznéme, 7e dvé grupy vlevo maji multiplikativni strukturu a dvé grupy vpravo
maji aditvni strukturu). Zodpovime tedy otézku v grupé Z3 x Zg x Zs, kde hleddme
pocet prvkda, jejichz fad déli ¢islo 296. Stejné jako v tloze 2.11 si tedy uvédomime,
7e pro prvek (a,b,c,d) € Zo x Zo x Zg x Z5 plati z(a,b,c,d) = (za,xb, xc,zd) =
(0,0,0,0), pravé kdyz nsn(o(a),o(b),o(c),o(d))/z. Protoze chceme, aby zaroven
x/296 = 23-37, hleddme tedy takové (a, b, c,d), aby y = nsn(o(a), o(b), o(c),o(d))/23-
37. Protoze vime, 7e y = 2% - 3% . 57 pro vhodna o,y € Z, a € Z3, sta¢i ndm
uvazovat délitele NSD(2! -32.5!,23.37) = 2. Vidime, Ze staci spocitat prvky expo-
nentu 2 (tedy radi, které déli 2), jimiz jsou pravé (a,b,0,0), kde s,b € Z2. Zjistili
jsme, ze mame praveé ¢tyri Fermatovy lhare.

(b) Plati-li pro néjaké a € Zag7, ze a™ = 1 (mod 297) pro né&jaké kladné m,
potom (@™ ')mod 297 je inverz k &islu a, a proto a € Z3,,, To znamend, %e pro
¢islo a soudélné s hodnotou 297 podminka a?*® = 1 (mod 297) nemiiZe byt splnéna.
Fermatovym testem tedy neprojdou pouze 4 hodnoty z grupy Z3y; spocitané v
prikladu (a).

(c) Diky tGvaze z (a) postupujeme stejné jako v piikladu 2.11. Nejprve snadno
najdeme (jediné) prvky fadu 2 v grupach Z3, a Z3,, jimiz jsou zfejmé prvky opa¢né
k jednicéce, tedy —1 = 10 (mod 11) a —1 = 26 (mod 27). Déle bez pocitani uvazime,
ze jedinym prvkem fadu 1 je v grupé Z3,, prvek 1 a zjevnym prvkem radu 2 je
zde —1 = 296 (mod 297) (pfitom zjevné plati, Ze —1 = 296 (mod 11) a —1 =
296 (mod 27)). Tedy zbyva najit bize a,b € Z3q, spliwujici

a = —1(mod 11), a = 1(mod 27) b= 1(mod 11), b= —1(mod 27).

ProtoZe a = —b(mod 297), sta¢i vyfesit pouze jednu z dvojic kongruenci. Obvyklym
zpusobem vyjadiime a = 1 + 27¢ a upravujme:

1427¢= -1 (mod 11),

5¢ = —2 (mod 11

10¢ = —4 (mod 11

—c¢=—4 (mod 11),
¢c=4 (mod 11),

)

)
),
)
)

protoa = 1427-4 = 109 a b = 297109 = 188. Nasli jsme mnozinu {1, 109, 188,296}
v8ech Fermatovych 1har.
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(d) Ptipomenme, Ze pro N — 1 = 2¢ - m, kde je m liché, je a € Zy bézi silného
pseudoprvodisla N, jestlize bud a™ = 1 (mod N) nebo existuje nezdporné j < e, pro
néz a® ™ = —1 (mod N) (a zjisfovani, zda plati tato podminka se nazyva Rabintiv-
Millertiv test prvociselnosti ¢isla N v bazi a). Pro jakékoli liché N zjevné plati, Ze

™ =1 (mod N) a (—1)™ = =1 (mod N), tedy 1 a —1 jsou baze pseudoprvocisla
N. Déle poznamenejme, ze Cislo, které projde Rabinovym-Millerovym testem nutné
splni podminku aV~! =1 (mod N), tedy projde i Fermatovym testem.

Zbyva nam Rabinovym-Millerovym testem otestovat ¢isla 109 a 188 pro N —
1 = 296 = 22 - 37. Protoze mizeme vyuzit Cinskou vétu o zbytcich pro kanonicky
okruhovy izomorfismus f : Z3y; — Zj; x Zj3;, nebudeme samoziejmé opravdu

pocitat (109%7)mod 297, protoze
F109°7) = £(109)7 = ((—1)°7,157) = (=1, 1) = £(109),
tedy (109°7)mod 297 = 109. Podobné (2883")mod 297 = 288. Dale
F109%37) = £(109)2%7 = (27 - 37,177T) = (17, 1) = (1,1) = £(1),

tedy (1092’ 37)mod 297 = 1 pro kazdé kladné j. Podobnou tivahu miizeme udélat i
pro ¢islo 188. Vidime, ze baze 109 a 188 Rabinovym-Millerovym testem neprojdou.
Jedinymi bazemi silného pseudoprvocisla 297 jsou ¢isla 1 a 296. O

2.15. Rozhodnéte, ktera z ¢isel 429, 561, 663, 1105 jsou Carmichaelova.

Mame za tikol pro dané liché NV zjistit, zda pro vSechna a € Z7, plati kongruence
a¥~!' =1 (mod N). Uvazujme prvoéiselny rozklad N = [, pi*. V tloze 2.14 jsme
nahlédli, Zze potfebujeme zjistit, zda fddy vSech prvkd grupy Zj = ?:1 Z;m kde

Z;,;i jsou cyklické grupy fadu (p; — 1)pi*~*, déli &éfslo N — 1. Tedy diky cykli¢nosti

grﬁp Z;,_ﬂi budeme zjistovat, zda

nsn((pr — Dp* ', ..., (ps — Dpl= 1) /N — 1.
Uvazejme nyni jednotlivé pripady:

(N=429) Spocitdme-li prvociselny rozklad 429 = 3 - 11 - 13 a nsn(2,10,12) = 60,
snadno nahlédneme, ze 60 nedéli ¢islo 428, tedy existuje prvek grupy Zj.g,
ktery neni bazi pseudoprvocisla 429, proto ¢islo 429 neni Carmichaelovo.
Konkrétné si uvédomme, ze umime najit napiiklad prvek a € Z},, fadu 5,
pro ktery tudiz plati, ze a??® = a??® - a® = a® £ 1 (mod 429).

(N=561) Opét spocitdme prvociselny rozklad 561 = 3 - 11 - 17 a nsn(2,10,16) =
80. Nyni vidime, ze 80/560, proto jsou vSechny prvky grupy Z%s, baze
pseudoprvodisla 561 a ¢islo 561 je Carmichaelovo.

(N=663) ProtoZe 663 = 3-13-17 a nsn(2,12,16) = 48 nedéli ¢islo 662, ¢islo 663 neni
Carmichaelovo.

(N=1105) Tentokrat 1105 =5-13-17 a nsn(4,12,16) = 48 déli ¢islo 1104, ¢&islo 1105
tudiz je Carmichaelovo.
O

14.4.

2.16. Spocitejte kolik existuje bazi silného pseudoprvocisla 561.



13

Vime, Ze 560 = 2% - 35 a 561 = 3-11-17. Obvyklym zplisobem pielozime otazku
poétu &isel a € ZZ, spliujicich bud a®® = 1 (mod 561) nebo a*’*®> = —1 (mod 561)
pro néjaké nezaporné j < 4 do aditivni grupy Zy X Zs X Zs X Z1¢, ktera je izomorfni
multiplikativni grupé Z%s = Z3 x Z7, X Z7,.

Nejprve uvazime, ze involuci —1 grupy Zz,, odpovida pfi kanonickém izomor-
fismu Cinské véty o zbytcich prvek (1,1, 1) grupy Z} x Z}, x Z},. Protoze je
kazda z grup Z3, Z7, a Z], cyklicka, obsahuje jedinou involuci, tedy jsou tyto mul-
tiplikativni grupy izomorfni aditivnim grupam po fadé Zs, Zs X Zs a Zy¢ s involu-
cemi 1, (1,0) a 8. Proto involuci —1 z grupy Zzs, odpovida v grupé Zo x Zo X Zi5 x Z16
prvek (1,1,0,8).

Nyni hleddme a = (a1, a2, a3,a4) € Zo X Zo x Zs x Zy, pro kterd plati

35 a = (35a1, 35a9, 35a3,35a4) = (a1,a9,0,3a4) = (0,0,0,0)
nebo pro néjaké nezdporné j < 4
35-27 -a = (27a;,27a5,0,3-27a4) = (1,1,0,8).

Poznamenejme, Ze 27a; = 1 miiZe nastat pouze pro j = 0, proto druh4 podminka
plati pro 7 =0, a1 = a; = 1, ag = 8 a ag libovolné ze Zj, tedy pro pét riznych
a. Podobné prvni podminka je spolhena pro a1 = a2 = a4 = 0 a ag € Zs, tedy i
v tomto pripadé nachdzime 5 bazi. Zjistili jsme, ze existuje celkem 10 bazi silného
pseudoprvodisla 561. O

Zéavérem poznamenejme, Ze je ¢islo 561 Carmichaelovo, tedy existuje ¢(561) =
320 bazi pseudoprvocisla 561, coz znamend, ze zatimco pii Fermatové testu pro na-

hodné zvolené ¢islo a € Zsgr \ {0} mame pravdépodobnost % = %, 7e neodhalime,
7e se nejednd o prvocislo, v pripadé Rabinova-Millerova testu bude pravdépodob-
nost neodhaleni neprvociselnosti pouze % = %.

Dalsi tlohy

Rozhodnéte, zda je okruh Z[iv/3] Gaussiiv.

Kolik prostych homomorfismti lezi v mnoziné Hom(Zy10, Zy20)7

Kolik homomorfismi na obsahuje mnozina Hom(Zggg, Z333)7

Uréete #4d prvku 4° v grupé (Z4o,-, ", 1) pro kazdé celé 1.

Najdtéte v grupé (Zz,,-,~ ', 1) viechny prvky fadu 2,3 a 7.

Najdéte generator cyklické grupy (Zi.-,-,”',1).

Najdéte v grupé (Z3sq3,+, *,1) viechny prvky fddu 2, 3,4, 6, 7 a 9.

Najdéte v grupé (Z3igp0, - ', 1) vSechny involuce.

Najdéte najmensi pfirozené s, aby a® = 1(mod 999) pro v8echna a € Zgg,.

Najdéte v grupé (Zo00,, ' 1) aspoir 3 prvky a, pro kterd a®?® = 1. Kolik

takovych prvki existuje?

Spocitejte, kolik existuje bazi pseudoprvocisla 2465 a najdéte néjakou bazi

nejvyssiho mozného radu.

(12) Rozhodnéte, kterd z ¢isel 1547 1547, 1729, 2717, 3003 jsou Carmichaelova.

(13) U kazdého 7 ¢isel z predchozi tlohy najdéte ¢islo, které je s nim nesoudélné
a neni jeho bazi jako silného pseudoprvocisla.
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