21.4.

3. GAUSSOVA CELA CGisLA

3.1. Uvazujme cisla 3, 5, 19, 101, 103, 149 a 157.
(a) Kterd z nich jsou prvocinitelé oboru Z[i]?
(b) Cisla, pro néz je to mozné, napiste jako soucet ¢tverci.
(c) Ta disla, kerd nejsou prvocinitely rozlozte v oboru Z[i] na souéin prvoéini-
teld.

(|

Vsimnéme si, ze vSechna uvedend ¢isla jsou lichd prvocisla.

(a) Podle véty z prednésky stadi zjistit, zda je zbytek po déleni daného prvocisla
¢tyrkou roven jedné ¢i tfem. Ziejmé

3=3, 5=1, 19=3, 101=1, 103=3, 149=1, 157=1 (mod 4).
Proto jsou prvodinitelem v oboru Z[i] pravé ¢isla 3, 19 a 103.

(b) Pfipomenuté véta z prednésky, ¥ikd, Ze souctem Gtverct jsou praveé prvodisla,
kterd jsou rozloZitelna nad Z[i]. Snadno zkusmo spocitdme, ze

5=1%2+2%2 101 =12+410%, 149 =7?410%, 157 =62 + 11°.

(c¢) Z prednéasky opét vime, 7ze prvocinitelé Z[i] jsou pravé ta prvocisla, kterd
nejsou soudet ¢tverct, a jakmile p = a% + b?> = (a + bi)(a — bi) pro n&jaké prvocislo
p, pak jsou Gausova ¢isla (a + bi) a (a — bi) zfejmé prvocinitelé (jejich norma je
totiZz prvociselnd). Piimo z (b) tedy dostavame rozklady na prvodinitele:

5= (1+2i)(1—2i), 101 = (1+ 10i)(1— 10i),
149 = (7 + 10i)(7 — 10i), 157 = (6 + 113)(6 — 113).

(]
3.2. Najdéte v grupach Z; Z3,,, Z749 a Z75; vSechny druhé odmocniny z —1.
Pro kazdé z prvocisel p hledame prvky a € Zj, pro néz a?> = —1(mod p), tedy

p/a* + 1. To znamen4, %e potiebujeme najit koreny polynomu z? + 1 v télese Z,,.
VEimnéme si, ze —1 je v grupé Z; (jediny) prvek fddu 2 a hleddme prvky Zj fadu
4. Protoze 4 déli 5—1, 101 — 1, 149 — 11 157 — 1, druhé odmocniny z —1 existuji a
jsou prave 2.

Uz jsme nasli rozklady 5 = 12422 = 124+(-2)2 = 12432 v Z5 a 101 = 12+10% =
12 + (=10)2 = 12 + 912 v Zy¢1, proto okam?ité dostdvame 2 a 3 druhé odmocniny
z —1 v grup v grupé Z; a 10 a 91 druhé odmocniny z —1 v grup v grupé€ Zj.

Nyni predpklddejme, 7e a® = —1(mod 149), tedy 149/a> + 1 v oboru celych ¢isel,
proto 149/a® +1 v oboru Z[i]. V tloze (b) jsme zjistili, ze 149 = (7+104)(7 — 10i) je
rozklad na prvocinitele, tedy napiiklad (7 +10i) déli a®> +1 = (a+i)(a — i) v oboru
Z[i]. Podle definice prvocinitele vime, ze bud (7+10¢)/(a+14) nebo (74 10%)/(a —1).
Predpoklddame-li naptiklad, ze (7 + 10i)/(a + i), vime, Ze existuje (x + yi) € ZJi],
pro které (7 + 10¢) - (z + yi) = (72 — 10y) + (10z + 7y)i = a + i, a proto

7x — 10y =a, 10z+T7y=1.

Snadno najdeme feSeni (z,y) = (5, —7) druhé rovnice (poznamenejme, Ze jde pravé
o Bezoutovy koeficienty nutné nesoudéluych hodnot 7 a 10), diky némuz spocitdme
14
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a="7-5+10-7 = 105. Zbylou odmocninu nemusime hledat pomoci Gvahy (7 —
104)/(a+1), staéi vzit v télese Z149 prvek opaény k nalezenému, tedy 149—105 = 44.
Cisla 44 a 105 jsou obé& druhé odmocniny 7 —1 v grupé Z; .

Analogicky budeme postupovat i v grupé Zj,;. Opét uvdzime, ze hleddme a €
737, aby v oboru ZJi]

(6 +11i)(6 — 11i) = 157/a* + 1 = (a +i)(a — i),
coze vede na rovnice
6z — 11y =a, 1lz+ 6y =1.
Snadno najdeme (z,y) = (5, —9) spliiujici druhou rovnici, protoa =6-5+11-9 =
129. Tedy Cisla 129 a 157 — 129 = 28 jsou obé druhé odmocniny z —1 v grupé
Z37. O

3.3. Uvazujme grupu Z3,,.
(a) Rozhodnéte, pro kterd m existuje a,, € Z37, pro néz a2, = 2™.
(b) Oveite, 7e je prvek 279 prvek fadu 4.
(c) Najdéte vsechny prvky fadu 4.

Predné si v§imnéme, 7e 317 je prvocislo a 317 — 1 =4 - 79, kde 79 je prvocislo.
Grupa Z3,; je proto cyklickd rddu 316 a obsahuje pravé dva prvky radu 4.

(a) Na prednasce bylo dokézéno pro kazdé prvocislo p, ze 2 = a? v grupé Zy,
préavé kdyz p = +1mod 8. Protoze 317 = 5mod 8, vidime, Ze 2 neni ¢tvercem.
Uvédomme si, 7e mnozina D = {a®| a € Z};} je podgrupa grupy Z3,, indexu
2 (v izomorfni cyklické grupé Zsi¢ s aditivnim zapisem odpovidd pravé podgrupé
nasobki dvojky, tedy podgrupé 2Zs16 = (2)), proto 2™ € D, pravé kdyz je m liché.

(b) Protoze (27°)* = 2316 = 1 podle Lagrangeovy véty, musi mit prvek 27°
exponent 4, tedy je fddu 1,2 nebo 4. OvSem prvek rddu 1 i prvek fadu 2 je v cyklické
grupé jediny (1, resp. 316) a protoZze Z%,, obsahuje pogrupu faddu 4, musi byt oba
¢tvercem (1 = 3162 a 316 je ¢tvercem odmocniny z —1, tedy pravé kteréhokoli
prvku f4du 4). Diky (a) je tedy 2™ nutné fadu 4.

(c) Sta¢i abychom vy¢islili 27 v grupé Z3,,, coz lze snadno provést i ru¢né:

20 =1024 =73, 2°°=73>= 60, 2'® = ~15, (mod 317)
238 =4.152 = —51, 279 =8-512=8-65=203 (mod 317)

Zjistili jsme, 7ze 203? = (—203)? = —1(mod 317), tedy 203 a 317 — 203 = 114 jsou
oba prvky rddu 4 grupy Z3,. O

28.4.

3.4. Najdéte piirozena ¢isla a, b, aby 317 = a® + b>.

V piedchozi tloze jsme zjistili, Ze 1142 +1 = 0(mod 317), tedy, 7e 317/1142+1 =
(114 4 i)(114 — 4) v oboru Z[i]. O hledanych hodnotach a, b ovSem vime, ze 317 =
a?+b2 = (a+bi)(a—bi) a ze a+bi i a— bi jsou prvocinitelé oboru Z[i], proto nutné
bud a+bi/114+i nebo a+ bi/114 — i, budeme-li hledat celd a, b, miZzeme si vybrat
napfiiklad podminku a+bi/114+74. Zjistili jsme, 7e hledany prvocinitel je spoleénym
délitelem c¢isel 317 a 114 + 4, tudiz staci abychom Eukleidovym algoritmem nasli
nejvétsi spolecény délitel téchto dvou Gaussovych celych Cisel:

0. zg = 317.
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1.z =114 4.
& : . 317 _ 317T(114—d) _ 317-(114) . 317
2. Ur¢ime nejprve komplexni ¢\ = 7775 = 1707 = Tiee 4 i, a
317-(114)

okamzité vidime, ze 3 je nejblizsi celé ¢islo k ¢islu Tz a0 je nejblizsi
celé ¢islo k —217—. Nyni dostaneme zo = 317 — 3 - (114 +i) = —25 — 3i.

14741 -
3. Abychom uréili podil pii déleni se zbytkem, opét spocitdme ¢y = S14EL =
(114+44)-(—=25+34) _ —114-(25)—3  -114.3-25 _ _ 5 -1 4 iz
252132 = 31 i=gsr = —5 +1i3, a zbyva najit zbytek

6
23 =114 4§+ 4. (=25 — 3i) = 14 — 11i.
4. Snadnu uz nahlédneme, 7e 14 — 11i/ — 25 — 3i, tedy 14 — 11i je hledany
nejvétsi spoleény délitel.
Zjistili jsme, 7e 317 = (14 — 114)(14 + 117) = 142 + 112,
Zévérem poznamenejme, ze kdybychom spoéitali 1142 +1 = 317 - 41 a uvédomili
si, ze 41 = 4% + 52 = (4 — 5i)(4 + 5i), stacilo by ndm pro nalezeni ireducibilniho

rozkladu ¢isla 317 v oboru Z[i] spocitat bud podil 141;;;-;’ nebo %. Vidime, ze
zatimco YL ¢ Z[i], dostavdme LAEL = 11 4 144[[14 — 114, O

4. CHARAKTERY A KVADRATICKE ZBYTKY

Pripomenme, ze charakterem komutativni grupy rozumime kazdy jeji homomor-
fismus do grupy (C*,-,71,1). Je-li x charakter komutativni grupy A jehoz obraz
x(A) je kone¢ny, potom ziejmé |y(a)| = 1 pro viechna a € A.

4.1. Najdéte vSechny charaktery

(a) aditivni grupy Zo,

(b) aditivni grupy Zs,

(c) aditivni grupy Z, pro kazdé ptirozené n,
(d) aditivni grupy Zs x Zo,

(e) multiplikativni grupy Z?,

o

(a) Jisté x(0) = 1 pro kazdy charakter y, tedy zbyva rozhodnout kam se zobarazi
prvek 1 grupy Zs. ProtoZe je x(1)-x(1) = x(14+1) = x(0) = 1 musi byt x(1) kofenem
polynomu z2 —1. Ziejmé tedy mame pravé dva charaktery, prvni konstatntni yo = 1
a druhy dany podminkou x;(1) = —1.

(b) Uvazime-li, Ze je Z3 cyklickd grupa fadu 3, sta¢i ndm najit obraz generdtoru
v grupé C*, ktery bude exponentu 3. Prvky exponentu 3 jsou pravé vSechny kotfeny

V3 1 _ V8

polynomu z3 — 1, tedy ¢&isla 1, —% + 731 a —y — 57, proto najdeme pravé tii

charaktery: konstantni yg = 1 a dva nekonstatntni x; a x» dané podminkou x; (1) =

_% + él a x2(1) = —% - @z} pro pofddek uvedme jejich hodnoty na celém
definiénim oboru:
1 V3 1 V3,
Xl(o)_ll Xl(]-)—fg‘l'Tl, X1(2)_—§7727
1 V3 1 V3,
X2(0):1: X2(1):*—*—Z, )(2(2):7_4__27

2 2 2 2

(c) Podobné jako v tloze (b) sta¢i uvazit, Ze je charakter x urfen obrazem
generdtoru grupy Z, a %e x(Z,) lezi v mnoziné v8ech kofeni polynomu z™ — 1.
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Uvazime-li, ze kofeny polynomu z” — 1 tvoii cyklickou grupu

(627”> = {1,6227”.6327” ..... e("fl)QT"i},

3 3 3

kde ek3Fi = cos(k%”) + isin(k%”), mame pro kazdé j € Z, charakter x; dany
vztahem y;(1) = /5. Tedy existuje pravé n rizngch charaktert a determinuje je
piedpis y;(k) = ek,

(d) Uvazujme charakter x grupy Zs X Zs. V ptikladu (a) jsme popsali homo-
morfismy Z, do C*. Protoze jsou inkluze vy a vy grupy Zs do grupy Zs X Z, dané
predpisem v; (a) = (a,0) a vy (a) = (0, a) zfejmé homomorfismy, zobrazeni xvy a xva
jsou charaktery grupy Zs. Protoze x((1,1)) = x((1,0)+(0,1)) = x((1,0))-x((0, 1)),
urcuji obrazy prvki (1,0) a (0,1) pravé jeden homomorfismus. Tedy mame pravé 4
charaktery grupy Zs x Zs; konstantu y44 = 1 a dale

X7+((0=0)) =1, X7+((170)) = -1, X7+((0= 1)) =1, X7+((1= 1)) =-1,
x+-((0,0) =1, x+-((1,0) =1, x+-((0,1)) = ~1, x4+-((1,1)) = -1,

x—-((0,0) =1, x——((1,0)) =1, x-—((0,1)) = -1, x——((1,1)) =1
(e) Protoze je Zf cyklicka grupa Fadu 4, stac¢i ndm najit jeji generdtor a vyuzit
prikladu (c) (tentokrat ovSem pracujeme s cyklickou grupou v multiplikativnim za-
pisu). Generatorem je napiiklad prvek 2, proto podle (c¢) existuji pravé 4 charaktery
Z? dané predpisem x;(2¥) = e/k21 = /% pro j € Z4. Opét mizeme snadno viechny
charaktery po prvcich popsat:

xo(1) = x0(2) = x0(3) = x0(4) =1,

O

Protoze charaktery kone¢né komutativni grupy mtizeme po slozkach nésobit,
déle konstanta 1 je jisté charakter a pro charakter Y komplexné sdruzeny k cha-
rakteru x plati x - ¥ = 1, mdme na mnoziné charaktert strukturu (multiplikativni)
komutativni grupy.

4.2. Ovérte, ze je grupa charaktertd grupy Zj; cyklickd a najdéte vSechny jeji ge-
neratory.

Na pfednésce bylo dokazano, Ze je grupa charaktert grupy A izomorfni grupé
A. Protoze je grupa Z7, cyklickéd fadu 10, je i grupa charakteri cyklickd radu 10 a
musime najit pravé 4 jeji generatory. Navic si uvédomme, ze pro kazdy charakter x je
obraz x(Z3,) podgrupou desetiprvkové cyklické podgrupy (e%?) grupy C*. Protoze
generatory grupy charakterd musi byt prosté homomorfismy a prosté homomorfimsy
grupy Z%, do grupy (e5?) jsou pravé ¢ty¥i (obé grupy jsou totiz cyklické ¥fddu 10),
potfebujeme najit pravé izomorfismy grupy Z3¥, do grupy (e%?). Homomorfismus
cyklické grupy je ovSem urcen obrazem generatoru a o izomorfismus ptjde pravé
tehdy, kdyz se generator defini¢nidho oboru zobrazi na generator oboru hodnot (tj.
cyklické grupy stejného radu).
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Nyni zbyva nahlédnout, ze napfiklad prvek 2 je generatorem grupy Z7,, nebot
2° = —1 (mod 11), a ze generatory grupy (e5') jsou pravé prvky e*%? pro k nesou-
délné s ¢islem 10 pomoci popisu 4.1(c) a analogicky k tivaze 4.1(e) jsou hledanymi
generatory charaktery

x1(28) = €81, xy(28) = B xq(2F) = €THET, x(2F) = e F
Viimnéme si, ze Yo = X1 = X; ' @ X7 = X3 = X5 Z popisu 4.1(c) vidime, Ze kazdy
z charakterd je mocninou (napiiklad) charakteru xi, tedy na to, abychom ovéfili,
ze je grupa charaktert cyklicka jsme nemuseli pouzivat vétu z prednasky. O

5.5.

4.3. Popiste konec¢né grupy, pro néz existuje prosty charakter.

Vezméme grupu (G, -, %, 1) fadu n a n&jaky jeji charakter y. Podle Lagrangeovy
véty g" = 1, proto i x(9)" = x(¢™) = 1 pro kazdy g € G, tedy vSechny prvky grupy
x (@) jsou koteny polynomu x™ — 1 nad télesem komplexnich ¢isel. To znamend, 7e
x(@) je podgrupa grupy (e %) C C*. Protoze je grupa (e ') cyklicka, je cyklickd
i jeji podgrupa x(G). Predpokladame-li, Ze je x prosté, potom musi jit izomorfis-
mus grup G a x(G) = (627”>, tudiz je nutné cyklickd grupa G. Vidime, Ze prosty
charakter existuje pravé pro cyklické konecné grupy. O

4.4. Dokazte pro kone¢nou cyklickou grupu (G, ,~',1) a né&jaky jeji charakter x
ekvivalenci nasledujicich tvrzeni:

(1) x je prosté,

(2) x) £1prozadné j =1,...,|G| -1,

(3) x generuje grupu charakterti grupy (G,-,~ 1, 1),

(4) je-li g generator G, pak existuje k nesoudélné s |G|, pro které x(g) = e

2km ;
<(4) x je prosté pravé kdyZ zobrazi generdtor grupy G na generdtor grupy
, je ov8em snadné nahlédnout, Ze generétory gruipy (627”> jsou pravé prvky

27 )
)

¢ pro k nesoudélné s |G|.
(2)=(3) je ziejmé. _
(4)=(2) Jeslize NSD(k, |G|) = 1, potom x(g)! = e # 1 pro v8echna j =

1,...,|G| — 1, protoZe x(g) generuje grupu x(G) fadu |G|.
(2)=(1) Kdyby x nebylo prosté, zddné x? by nebylo prosté, ackoli prosty cha-
rakter podle pfedchozi tlohy existuje, proto (x) neni celd grupa charakter. O

4.5. Popiste vSechny charaktery x grupy Z? spliujici podminku x? = 1, jestlize
(a) n =31,
(b) n =65

Ptedné si uvédomme, ze hledame prvky grupy charakteri exponentu 2. Jednim
takovym charakterem je konstantni jednicka, zbyva tedy najit vSechny involuce
grupy charakteri. V§imnéme si, ze pro kazdou involuci y grupy charakterid plati,
e x(Z3) = {~1,1}.

Piipomenime navic, Ze grupa charaktert je izomorfni ptivodni grupé, tedy ob-
vyklym zptisobem snadno nahlédneme kolik involuci je tfeba najit.

(a) Protoze je Z3%, cyklickd, a proto obsahuje jedinou involuci, zbyva ndm najit
jediny charakter. Zjistime-li, ze napiiklad 3 je generatorem grupy Z3;, pak hledany
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charakter uréuje podminka x(3) = —1, proto x(3/) = (—1)7. Kromé& toho jsme si
mohli uvédomit, ze jedinou involuci grupy Z3; mame z prednasky oznacenu Legen-
drovym symbolem, tj x(a) = (&), coz fika, Ze x(a) = 1 pravé tehdy, kdyZ je a
kvadratickym zbytkem modulo 31.

(b) Protoze Zgy; = Z; x 275 = Zy X Z3 x Z4 %, vidime, ze budeme hledat pravé 3
involuce. Uvazujme-li x5 néjaky charakter grupy Z; a xi3 néjaky charakter grupy
Z3,, pak je zobrazeni x dané predpisem x((a, b)) = x5(a) - x13(b) charakter grupy
Z: x 77,.

Pripomenme, 7e Legendriiv symbol urcuje jedinou involuci (%) na grupé Z:
a podobné (ﬁ) je jedind involuce na grupé Zj,. Protoze Cinskd véta o zbytcich
indukuje homomorfismus multiplikativnich grup dostaneme hledané charaktery jako
slozeni:

= (222 (3. (22 (£)
- (220 (=243 (3)(3) - (2)

V poslednim radku jsme pouzili Jacobiho symbol. O

4.6. Rozhodnéte, zda jsou kvadratickym zbytkem
(a) prvky 5 a 7 grupy Z7;,
(b) prvky 9, 27 a 32 grupy Zj,,
(c) prvky 55, 111 a 112 grupy Zjs;.
Budeme vyuZzivat Vétu o reciprocité a (vySe uzivand) tvrzeni o tom, zda jsou

prvky —1 a 2 kvadratické zbytky:
(a) Pocitame:

1 15— -1 2
13 5 5 5 5
1 13—-1 -1 —1
l = _3 (_1)3T7T = —) —1.
13 7 7
Tedy ani 5 ani 7 nejsou modulo 13 kvadratické zbytky.

(b) Protoze 9 = 32 je urcité 9 kvadraticky zbytek modulo 47, dal pocitdme jako

v (a):

27 3 9 3 3-1 a7-1 [ —1
= = — ) == =(-1)72 2z [|[— | =(=-1)-(-1)=1
()= () (&) = (&) = 0= () = m 2
32\ _(2) _(2\_,
47) \47) \47)
Zjistili jsme, Ze vSechny hodnoty 9, 27 a 32 jsou kvadratické zbytky modulo 47
(c) Opét pracujeme s Lagendrovymi symboly:

(#)- () ()~ ) ()0 () -~
(8)- () () () () -+ () - ()
()~ ()-8 () 1o
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Tentokrat jsme zjistili, ze 55 a 111 nejsou kvadratické zbytky modulo 134, zatimco
112 je kvadraticky zbytek modulo 134. g

12.5.

4.7. Rozhodnéte, zda jsou kvadratickym zbytkem cisla 4301 a 7367 modulo prvo-
Cislo 24851.

Budeme tentokrat pracovat s Jacobiho symboly, s kterymi diky dokdzanému
lemmatu mizeme pracovat stejné jako s Lagendrovymi symboly, ovSem nemu-
sime pro pouziti Véty o reciprocité licha ¢isla rozkladat na prvodciselny rozklad.
Pro zptehlednéni zépisu vyuZijme ziejmého faktu, Ze a = 1(mod 4), pravé kdyz
(a)mod 100 = 1(mod 4), tudiz v exponentech zjistujicich sudost ¢isla ";1 budeme
psat jen posledni dvé cifry ¢isla n — 1.

4301 EPEREEU 24851\  (3346\ [ -1 955 \
24851 ) 4301 /)~ \4301/)  \ 4301 4301)
1.1 1-1 s5-1 [ 481 81-1 s55-1 [ 9HH -7
= (-2 (-1 =2 [—|=(-1)"2 2 |[—)|=|—] =
(=1)= (=1 (955) (=1) <481> <481>
-1 7 s (481 (-1 2\

- () (@) =0 (F)=(7) ()=

Stejné uvazujeme i v druhém piipadu:

7367 - (1) 2750\ _ ([ 2\ (1375) _
24851 ) 7367 ) 7367 7367 )
_ (. (92 _ (2 P13 22
h 1375 ) = \ 1375 1375 ) 123 )

2 11 2

== ([—)==(-1)- (=) - [=]) =1.
<123> (123) (=1)-(=1) <11>

Zjistili jsme, ze ¢isla 4301 neni kvadratickym zbytkem modulo 24851, zatimco ¢islo
7367 kvadratickym zbytkem je. O

Kvadratické zbytky mutzeme zjistovat i modulo slozena ¢isla, uvédomme si ovSem,
ze k tomu nelze pfimocafe pouzit Jacobiho symboly.

4.8. Najdéte vsechny kvadratické zbytky grupy Z3;.

Najprve vyuzijeme Cinskou vétu o zbytcich, abychom kvadratické zbytky spoéi-
tali. Protoze
Z;ngEXZ;EZ2XZ2XZ3,
staci spocitat pocet prvka podgrupy 2(Zs X Zs x Z3) = {0} x {0} x Z3 grupy
Z, x 7y x Z3, vidime tedy, Ze grupa Z3, obsahuje pravé 3 kvadratické zbytky. Nyni
snadno uz snadno nahlédneme, 7Ze se jednd o prvky 12 =1,22 =424 =16. O

Vsimnéme si, ze 5 neni kvadraticky zbytek modulo 21. OvSem 5 neni kvadraticky
zbytek ani modulo 3 ani modulo 7, proto je hodnota Jacobiho symbolu (i) =

(5)(3) =1

4.9. Spocitejte kvadratické zbytky grupy Zj; a Z3,5.
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Opét vyuzijeme Cinskou vétu o zbytcich, kterd nam dava izomorfismus
* A * * A
Z75:Z3XZ25:Z2XZ4XZ5.

Protoze 2(Zy x Z4 x Z5) = {(0,2a,b)| a € Zs,b € Z5}, mame v grupé Z3. pravé 10
kvadratickych zbytk.
S grupou Z3,; pracujeme stejné, tentokrdt mame izomorfismus

Z;25gZ§2 XZ;QgZGXZQOgZ2><Z4XZ3XZ5
a2(Zy xZyx7ZsxZs)=1{0,2a,b,c)| a€Zy,beZs,ceZs}, tudiz v grupé Z3,.
je pravé 30 kvadratickych zbytkd. O

2

Konec¢né poznamenejme, Ze hodnota Jacobiho symbolu (ﬁ) = (%)2 (% =
1 pro kazdé a € Z3,;, ackoli jsme zjistili, ze Z3,; obsahuje ¢(225) — 30 = 90

kvadratickych nezbytkii.

5. HusTOoTA PRVOCISEL

5.1. Najdéte na zadkladé dokazanych tvrzeni dolni odhad pocétu vSech deseticifer-
nych prvocisel.

Na prednésce byl dokdzan horni a dolni odhad poétu 7(n) prvocisel mensich jak
n. Vyzijeme horni odhad pro n = 10° a dolni odhad pro n = 107, tedy

10° 10'° log(10'° + 1)
10°) <3 ————, 10> ——— - (log2 - =—~——~
T(109) <3~ eaony 10 2 gy - (o8 1010
Odecteme-li od sebe tyto hodnoty dostaneme dolni odhad poétu prvocisel mezi ¢isly
10° a 10'°, tedy pravé deseticifernych prvodisel
1 10 1 1 10 1 1 9 1 9
_107 (log2 — M) —3. 0 > 0
log(1010) 1010 log(10%) ~ log(10)

1
(0.693 — 5) >1.5-10%

Dalsi dlohy
(1) Uvazujme prvocisla p = 13,113, 313,613.
(a) Rozlozte ¢isla na soudin prvocinitelit v oboru Z[i],
(b) napiste ¢isla jako soucet étverci.
(c) najdéte v grupdch Z; vSechny druhé odmocniny z —1.
(2) Najdéte v grupé Z3%,5.5;7 vSechny druhé odmocniny z —1.
(3) Spocitejte rozklad na prvocinitele ¢isla 330 v oboru Z[i].
(4) Najdéte vechny generatory grupy grupy charaktert grup Zj,, Z3,.
(5) Najdéte vSechny charaktery fadu 7 grupy Z3qg.
(6) Popiste vSechny involuce grup charaktert grupy Zgq, Zi47 a Zior -
(7) Spotitejte hodnoty (3811), (2233), (S12) (222T).
(8)

T \3533/> \3533/> \20359) \128713
Spocitejte kvadratické zbytky grup Zg.s, Zi155 @ Zigg3-




