
ALGEBRA I PRO INFORMATIKYJAN ®EMLIÈKAÚvodVelmi zhruba øeèeno je entrálním objektem zájmu algebry mno¾ina opatøenájistým systémem operaí. Pøitom nás mohou zajímat nejen strukturní vlastnosti ta-kové mno¾iny popsané podmínkami vyjádøené právì pomoí operaí, nýbr¾ i vztahyrùznýh mno¾in s podobnými systémy operaí èi vlastnosti tøíd takovýh mno¾in.Døíve ne¾ se zaèneme systematiky zabývat abstraktními úvahami o takovýhalgebraikýh objekteh (které se budou zpravidla opírat o nìjaký systém axioma-tikýh po¾adavkù na operae), uveïme nìkolik motivaèníh pøíkladù, které by námpomohly usnadnit porozumìní dùvodùm (a» u¾ praktikým tak historikým), proèprávì tu èi onu vlastnost sledujeme.Pøíklad 0.1. Uva¾ujme mno¾inu elýh èísel Z a na ní obvyklé operae sèítání +a násobení �. Pro libovolné pøirozené èíslo n polo¾me nZ = fn � zj z 2 Zg. Nynísi mù¾eme v¹imnout, ¾e je mno¾ina nZ þuzavøená" na obì uva¾ované operae, tj.pro ka¾dou dvojii a; b 2 nZ platí, ¾e a+ b; a � b 2 nZ, tedy operae + a � mù¾emeuva¾ovat také omezenì na mno¾inì nZ. Aèkoli pro ¾ádné n > 1 mno¾iny nZ a Znesplývají, nelze pomoí vlastností operae + obì mno¾iny odli¹it (tj. mají stejnéþalgebraiké" vlastnosti vzhledem ke sèítání), o¾ ozøejmíme, zavedeme-li zobrazenífn : Z ! nZ pøedpisem fn(k) = kn. Zjevnì se jedná o bijeki, která naví splòujepodmínku fn(a+ b) = fn(a) + fn(b).Poznamenejme, ¾e taková vlastnost zobrazení není nijak samozøejmá, napøíkladvzhledem k operai násobení fn obdobnou podmínku nesplòuje. Uvá¾íme-li navípodmínku þexistuje prvek e tak, ¾e pro v¹ehny prvky a platí a �e = a", pak je tatopodmínka na mno¾inì Z splnìna pro e = 1, zatímo na mno¾inì nZ zjevnì neplatí.Pøíklad 0.2. V souladu se znaèením zavedeným na kurzu lineární algebry polo¾meZn = f0; 1; : : : ; n � 1g pro nìjaké elé èíslo n > 1. Zaveïme na Zn operae + a �pøedpisem a+ b = (a+ b)mod n a a � b = (a � b)mod n, kde mod n znamená zbytekpo eloèíselném dìlení hodnotou n a v závore uva¾ujeme v¾dy obvyklé sèítání anásobení elýh èísel. Koneènì de�nujme zobrazení Fn : Z! Zn pøedpisem Fn(k) =(k)mod n. V¹imnìme si, ¾e tentokrát zobrazení F sie není bijeke, ale obì operaesèítání a násobení þpøevádí" na novì zavedené + a �, tedy Fn(a+b) = Fn(a)+Fn(b)i Fn(a � b) = Fn(a) � Fn(b).De�nie. Binární operaí na mno¾inì A budeme rozumìt libovolné zobrazení A�A ! A (obvykle ji budeme zapisovat entrálnì). Máme-li binární operai � namno¾inì A, nìjakou podmno¾inu U mno¾iny A a binární operai Æ na mno¾inì B.Øekneme, ¾e U je uzavøená na operai �, jestli¾e pro v¹ehna x; y 2 U platí, ¾ex � y 2 U , a zobrazení f : A ! B nazveme sluèitelné s operaemi � a Æ je-li prov¹ehna x; y 2 A splnìna rovnost f(x � y) = f(x) Æ f(y).Date: 24.2.2012. 1



2 JAN ®EMLIÈKAV¹imnìme si, ¾e zobrazení fn z 0.1 je sluèitelné s operaemi + a není sluèitelnés operaemi �, zatímo zobrazení Fn z 0.2 je sluèitelné s obìma páry operaí + i �.Pøíklad 0.3. Vezmìme pøirozené èíslo n � 2 a oznaème � (mod n) relai namno¾inì elýh èísel Z danou pøedpisem: a � b (mod n) $ n=(a � b). Není tì¾kési uvìdomit, ¾e se jedná o ekvivaleni (obvykle se jí øíká kongruene na Z), kterásplòuje pro v¹ehna taková elá a1; a2; b1; b2, ¾e a1 � b1 (mod n) a a2 � b2 (mod n)podmínky (a1 + a2) � (b1 + b2) (mod n) a (a1 � a2) � (b1 � b2) (mod n). Navísi mù¾eme v¹imnout jejího tìsného vztahu k zobrazení Fn z 0.2, nebo» platí, ¾ea � b (mod n), právì kdy¾ Fn(a) = Fn(b).Pøipomeòme, ¾e relaí na mno¾inì A rozumíme libovolnou podmno¾inu A�A.De�nie. Uva¾ujme na mno¾inì A binární operai � a relai �. Øekneme, ¾e � jesluèitelná s operaí �, jestli¾e pro v¹ehny takové prvky a1; a2; b1; b2 2 A, pro nì¾a1 � b1 a a2 � b2 platí, ¾e (a1 � a2) � (b1 � b2).V Pøíkladu 0.3 jsme tedy zjistili, ¾e je þkongruene" �n sluèitelná s obìmaoperaemi + i �.Pøíklad 0.4. Mìjme kladná elá èísla n1; : : : ; nk a polo¾me n = n1 � n2 � � � � �nk. Zaveïme nyní na kartézském souèinu Qki=1 Zni po slo¾káh operae + a �:(a1; a2; : : : ; ak) + (b1; b2; : : : ; bk) = (a1 + b1; a2 + b2; : : : ; ak + bk) a (a1; a2; : : : ; ak) �(b1; b2; : : : ; bk) = (a1 � b1; a2 � b2; : : : ; ak � bk) a de�nujme zobrazení G : Z!Qki=1Znipøedpisem G(a) = ((a)mod n1; : : : ; (a)mod nk) a stejným pøedpisem zavedeme izobrazení H : Zn !Qki=1Zni . Obì zobrazení jsou opìt sluèitelná s + a �.Tvrzení této a následujíí kapitoly budou bez dùkazu vyu¾ívat základníh po-znatkù teorie èísel, pøedev¹ím jednoznaènost (a¾ na poøadí) ireduibilního rozkladua Euklidova algoritmu na nalezení nejvìt¹ího spoleèného dìlitele.V následujíí poznáme budeme uva¾ovat operae na kartézskýh souèineh za-vedené v Pøíkladu 0.4.Poznámka 0.5 (Èínská vìta o zbytíh). Neh» n1; n2; : : : ; nk jsou po dvou nesou-dìlná kladná elá èísla a n = n1 � n2 � � � � � nk, potom zobrazení f : Zn ! Qki=1 Znidané pøedpisem f(x) = (x mod n1; x mod n2; : : : ; x mod nk) je bijeke sluèitelnás operaí + a s operaí �.Dùkaz. Pøímo z de�nie snadno vidíme, ¾e je f zobrazení sluèitelné s obìma ope-raemi. Zbývá nahlédnout, ¾e jde o bijeki. Proto¾e jsou Zn a Qki=1 Zni stejnìvelké koneèné mno¾iny, staèí ovìøit, ¾e je f prosté. Neh» pro a � b 2 Zn platí, ¾ef(a) = f(b). Potom f(b � a) = 0, tedy ni=b� a pro v¹ehna i = 1; : : : ; k. Proto¾ejsou ni po dvou nesoudìlná a 0 � b� a � n� 1, máme i n=b� a, tudí¾ b = a. �Èínská vìta o zbytíh nám umo¾òuje þalgebraiky" pøesnì reprezentovat vìt¹ímno¾inu Zn pomoí poèítání v men¹íh mno¾ináh Zni , o¾ je postup, který se pøipotøebì exaktního poèítání s velkými èísly (napøíklad pøi prái s velkými prvoèísly)èasto pou¾ívá.De�nie. Zobrazení ' : N! N dané pøedpisem '(n) = jf0 < k < nj NSD(k; n) =1gj nazveme Eulerovou funkí.Poznámka 0.6. Je-li p prvoèíslo a k kladné elé èíslo, pak '(pk) = (p� 1) � pk�1.



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 3Dùkaz. Èíslo men¹í ne¾ pk je soudìlné s pk, právì kdy¾ je násobkem èísla p. Klad-nýh násobkù èísla p men¹íh ne¾ pk je zøejmì právì pk�1 � 1. To znamená, ¾enaopak kladnýh èísel nesoudìlnýh s pk máme '(pk) = (pk � 1) � (pk�1 � 1) =pk � pk�1 = (p� 1)pk�1. �Vìta 0.7. Buï p1 < p2 < � � � < pk prvoèísla a r1; r2; : : : ; rk kladná elá èísla.Potom '(Qki=1 prii ) =Qki=1 '(prii ) =Qki=1(pi � 1)pri�1i .Dùkaz. Zvolme libovolné a 2 Zn. Dále polo¾me ni = prii a uva¾ujme zobrazeníf : Zn ! Qki=1 Zprii z Poznáýmky 0.5. Proto¾e jsou n1; : : : ; nk nesoudìlná èísla,je f podle 0.5 bijeke. Nyní polo¾me (a1; : : : ; ak) = f(a). Abyhom ovìøili rovnost'(Qki=1 prii ) = Qki=1 '(prii ), staèí nám nahlédnout, ¾e NSD(a; n) = 1 právì tehdy,kdy¾ NSD(ai; ni) = 1 pro v¹ehna i = 1; : : : ; k, proto¾e Qki=1 '(ni) = jQki=1fa 2Zni n f0gj NSD(a; ni) = 1gj.Jestli¾e NSD(a; n) 6= 1, existuje prvoèíslo p, které dìlí n, a díky jednoznaènostiprvoèíselného rozkladu tudí¾ existuje i, pro nì¾ p dìlí ni. Tedy buï ai = 0 nebo pdìlí ai, proto NSD(ai; ni) 6= 1. Naopak, jestli¾e NSD(ai; ni) 6= 1, pak existuje dìlitel > 1 èísel ai i ni, proto  dìlí i a = ai + xni i n = n1 : : : ni : : : nk.Koneènì rovnost Qki=1 '(prii ) =Qki=1(pi � 1)pri�1i plyne okam¾itì z 0.6 �1. Mno¾iny s asoiativní binární operaíPøipomeòme, ¾e binární operae � na A je asoiativní (resp. komutativní), platí-lipro v¹ehna x; y; z 2 A rovnost x � (y � z) = (x � y) � z (resp. x � y = y � x).De�nie. Uva¾ujme binární operaí � na mno¾inì A. Neutrálním prvkem operae� rozumíme takový prvek e 2 A, ¾e g � e = e � g = g pro v¹ehna g 2 A.Poznámka 1.1. Ka¾dá binární operae má nejvý¹e jeden neutrální prvek.Dùkaz. Jsou-li e; f dva neutrální prvky, pak e = e � f = f . �Pøíklad 1.2. Je-li X aspoò dvouprvková mno¾ina a de�nujeme-li na X binárníoperai � pøedpisem x � y = x, je operae � asoiativní, ale X neobsahuje ¾ádnýneutrální prvek. Pøitom dokone ka¾dý prvek X splòuje první z rovností, kterou jeneutrální prvek de�nován.De�nie. Neh» � je binární operae na mno¾inì S a 1 její neutrální prvek. Øek-neme, ¾e prvek s 2 S je invertibilní, existuje-li takový prvek s�1 2 S, ¾e s�1 � s =s � s�1 = 1. Prvek s�1 nazveme inverzním prvkem k prvku s.De�nie. Mno¾inì G s binární operaí � budeme øíkat grupoid (a budeme psátG(�)). O grupoidu G(�) øekneme, ¾e je:- pologrupa, je-li operae � asoiativní,- monoid, je-li operae � asoiativní a v G le¾í její neutrální prvek,- grupa, je-li G(�) monoid, jeho¾ ka¾dý prvek je invertibilní,- komutativní grupa (nebo abelovská grupa), je-li G(�) grupa a � je komuta-tivní.V Pøíkladeh 0.1 a 0.3 jsme pøipomnìli asoiativní a komutativní operae + a �na mno¾inì elýh èísel (a v Pøíkladeh 0.2 a 0.4 jsme si uvìdomili, ¾e asoiativitu



4 JAN ®EMLIÈKAi komutativitu splòují jimi indukované operae na mno¾ináh Zn). Jistì zde nenítøeba opakovat, jak vypadají odpovídajíí neutrální a invertibilní prvky. Uveïmeje¹tì nìkolik dobøe známýh, aè ménì elementárníh pøíkladù asoiativníh binár-níh operaí.Pøíklad 1.3. (1) Neh» X je neprázdná mno¾ina písmen aM(X) je mno¾ina v¹ehslov, tj. v¹eh koneènýh posloupností písmen. Zaveïme na této mno¾inì binárníoperai skládání �: x1 : : : xn � y1 : : : ym = x1 : : : xny1 : : : ym a dále oznaème � prázdnéslovo. Snadno nahlédneme, ¾e je operae � asoiativní (je-li X aspoò dvouprvkovámno¾ina, pak operae není komutativní) a platí, ¾e � � s = s � � = s pro ka¾dés 2M(X), tedy M(X)(�) je tzv. slovní monoid.(2) Buï X nìjaká neprázdná mno¾ina a oznaème T (X) mno¾inu v¹eh zobrazenímno¾inyX do sebe. Potom T (X)(Æ) tvoøí (s operaí skládání Æ) (tzv. transformaèní)monoid.(3) Ètverové matie Mn(T ) nad tìlesem T stupnì n spolu s násobením tvoøímonoid Mn(T )(�) (neutrálním prvkem je zde jednotková matie).Nestanovíme-li jinak, bude v následujíím 1 oznaèovat neutrální prvek operae �(a 0 pro operai +) a s�1 bude inverzní prvek k s vzhledem k operai � (a �s budeinverz vzhledem k operai +).Poznámka 1.4. Buï S(�) monoid a a; b;  2 S. Platí-li, ¾e a � b =  � a = 1, potomb =  je jednoznaènì urèený inverzní prvek k prvku a.Dùkaz. Staèí ovìøit, ¾e b = . S vyu¾itím asoiativity poèítejme:  = �1 = �(a�b) =( � a) � b = 1 � b = b. �Pøíklad 1.5. Uva¾ujme transformaèní monoid T (N) na mno¾inì v¹eh pøirozenýhèísel a neh» �(k) = 2k a �(k) = [k2 ℄. Pak �� = Id a �� 6= Id. Prvky � a � monoiduT (N) splòují právì jednu z de�nitorikýh rovností invertibilního prvku, invertibilnítedy nejsou (a podle 1.4 být nemohou).Poznámka 1.6. Mno¾ina v¹eh invertibilníh prvkù monoidu S(�) je uzavøená naoperai �. Je-li naví s invertibilní prvek, pak i s�1 je invertibilní a (s�1)�1 = s.Dùkaz. Oznaème S� mno¾inu invertibilníh prvkù monoidu S(�) Vezmeme prvkyg1 a g2 z S� a uká¾eme, ¾e je jejih souèin také invertibilní, tedy ¾e g1 � g2 2 S�.Pøedpoklad g1; g2 2 S� znamená, ¾e existují (inverzní) prvky h1; h2 2 S, pro nì¾gi � hi = hi � gi = 1, kde i = 1; 2. Tedy (g1 � g2) � (h2 � h1) = g1 � (g2 � h2) � h1 =g1 �1 �h1 = g1 �h1 = 1 a symetriky (h2 �h1) � (g1 �g2) = 1. Dokázali jsme, ¾e (h2 �h1)je inverzní k prvku (g1 � g2), proto g1 � g2 2 S�.Druhá vlastnost plyne okam¾itì z de�nitoriké podmínky s � s�1 = s�1 � s = 1 az 1.4. �V¹imnìme si, ¾e jsme v pøedhozí úvaze pro invertibilní prvky g1 a g2 libovolnéhomonoidu dokázali poèetní pravidlo (g1 � g2)�1 = g�12 � g�11 .Poznámka 1.7. Neh» S(�) je monoid a S� mno¾ina v¹eh jeho invertibilníhprvkù. Oznaèíme-li �S� restriki �jS��S� operae � na mno¾inu S��S�, pak S�(�S�)je grupa.Dùkaz. Podle 1.6 je mno¾ina S� uzavøená na operai �, proto je �jS��S� dobøede�novaná asoiativní binární operae na S�. Proto¾e 1 �1 = 1, le¾í neutrální prvek1 v mno¾inì S�. Koneènì, S� obsahuje inverzní prvky opìt díky 1.6. �



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 5Pøíklad 1.8. (1) Grupa invertibilníh prvkù M(X)(�) obsahuje pouze neutrálníprvek �.(2) Grupu invertibilníh prvkù transformaèního monoidu T (X)(Æ) tvoøí právìv¹ehny bijeke S(X) na mno¾inì X (mluvíme o symetriké grupì nebo grupìpermutaí).(3) Grupu invertibilníh prvkù monoidu ètverovýh mati Mn(T )(�) stupnì ntvoøí právì v¹ehny regulární matie stupnì n (znaèíme je GLn(T )).De�nie. Podgrupou grupyG(�) budeme rozumìt ka¾dou neprázdnou podmno¾inuH mno¾iny G, která je uzavøená na � a pro její¾ ka¾dý prvek h 2 H platí, ¾eh�1 2 H . Normální podgrupa je podgrupa H grupy G splòujíí naví podmínkug � h � g�1 2 H pro ka¾dé g 2 G a h 2 H .Poznámka 1.9. Neh» G(�) je grupa, H a Hi, i 2 I její podgrupy.(1) 1 2 H,(2) H(�) tvoøí s operaí omezenou na mno¾inu H opìt grupu,(3) Ti2I Hi je podgrupa grupy G(�),(4) jsou-li v¹ehny podgrupy Hi normální, pak je i podgrupa Ti2I Hi normální,(5) je-li G(�) komutativní grupa, pak je podgrupa H v¾dy normální.Dùkaz. (1) Proto¾e je H neprázdná, obsahuje nìjaké h 2 H . Tedy h�1 2 H a1 = h � h�1 2 H .(2) Díky (1) obsahuje H neutrální prvek vzhledem k �, zbytek plyne okam¾itì zde�nie podgrupy a vlastností operae � na G (srovnej s 1.6).(3) 1 2 Hi pro v¹ehna i 2 I podle (1), tedy Ti2I Hi je neprázdná. Zvolmelibovolnì a; b 2 Ti2I Hi. Potom a � b 2 Hi pro ka¾dé i 2 I díky uzavøenosti Hi naoperai �, tedy a � b 2 Ti2I Hi. Podobnì podle de�nie a�1 2 Hi pro ka¾dé i 2 I ,proto a�1 2 Ti2I Hi.(4) Zvolme h 2 Ti2I Hi a g 2 G. Pak g � h � g�1 2 Hi pro v¹ehna i 2 I , a tudí¾g � h � g�1 2 Ti2I Hi.(5) Díky komutativitì binární operae platí pro ka¾dé g 2 G a h 2 H , ¾e g � h �g�1 = g � g�1 � h = h 2 H . �Pøíklad 1.10. (1) V¹imnìme si, ¾e v ka¾dé grupì G(�) tvoøí mno¾iny f1g a G (tzv.triviální) pøíklady normálníh podgrup.(2) Uva¾ujme grupu permutaí na mno¾inì f1; : : : ; ng, obvykle se znaèí Sn(Æ)(viz také 1.8(2)). Snadno nahlédneme, ¾e mno¾ina v¹eh sudýh permutaí An jenormální podgrupou Sn(Æ). Naví lze (elementárními prostøedky) dokázat, ¾e grupaSn(Æ) neobsahuje pro n 6= 4 jiné normální podgrupy ne¾ fIdg, Sn a An (v pøípadìS4 se vyskytuje je¹tì jedna dal¹í výjimeèná normální podgrupa). Uveïme alespoòpøíklad zjevné podgrupy T = fId; (12)g grupy S3, která není normální, proto¾enapøíklad (13) Æ (12) Æ (13)�1 = (23) 62 T .(3) Proto¾e det(A � B) = det(A) � det(B), snadno spoèítáme, ¾e mno¾iny S =fA 2 GLn(T )j det(A) = 1g a P = fA 2 GLn(T )j det(A) = �1g jsou normálnípodgrupy grupy GLn(T )(�).(4) Uva¾ujeme-li komutativní grupu elýh èísel Z(+) (s neutrálním prvkem 0a inverzními prvky znaèenými standardnì symbolem �), potom mno¾iny tvarunZ = fn � zj z 2 Zg jsou pro ka¾dé nezáporné elé n podgrupou grupy Z(+)(viz 0.1). Naopak, uva¾ujme libovolnou nenulovou podgrupu P grupy Z(+). Proto¾eP obsahuje nìjaký nenulový prvek a s ka¾dým a 2 P je i �a 2 P , le¾í v P



6 JAN ®EMLIÈKAjistì nìjaký kladný prvek a my mù¾eme zvolit nejmen¹í kladné èíslo obsa¾ené v P ,oznaème ho n. Uka¾me, ¾e nutnì P = nZ. Indukí díky uzavøenosti P na sèítánínahlédneme, ¾e 2n = n + n 2 P , 3n 2 P , . . . , kn 2 P , . . . , pro ka¾dé pøirozenék. Proto¾e �n 2 P , dostaneme stejným argumentem, ¾e nZ � P . Nyní zvolmelibovolnì a 2 P . Potom vydìlíme se zbytkem èíslo a èíslem n, t.j. najdeme elé qa nezáporné elé z < n, pro která a = qn + z. Z uzavøenosti P na + pou¾ité proprvky a;�qn 2 P plyne, ¾e z = a+ (�qn) 2 P , a z minimality volby n dostáváme,¾e z = 0, tedy nZ = P .De�nie. Neh» H a K jsou dvì podmno¾iny grupy G(�) a g 2 G. De�nujmemno¾iny HK = fh � kj h 2 H; k 2 Kg, gH = fggH a Hg = Hfgg.Pøíklad 1.11. (1) Mìjme dvì normální podgrupy H a K grupy G(�). Pak proka¾dé h0 2 H a k 2 K existuje h1 2 H , pro které k � h0 � k�1 = h1, tedy k � h0 =h1 � k a KH � HK. Symetriký argument dokazuje i obráenou inkluzi, protoKH = HK. Nyní snadno nahlédneme, ¾e je souèin HK rovnì¾ podgrupou G(�):zøejmì je HK neprázdné a zvolíme-li h0; h1 2 H a k0; k1 2 K, potom (h0 � k0)�1 =k�10 � h�10 2 KH = HK a dále existuje takové h2 2 H , ¾e k0 � h1 = h2 � k0, protoh0 � k0 � h1 � k1 = h0 � h2 � k0 � k1 2 HK. Koneènì vezmeme-li libovolné prvky g 2 G,h 2 H a k 2 K, pak platí g � h � k � g�1 = (g � h � g�1) � (g � k � g�1) 2 HK díkypøedpokládané normalitì obou podgrup. Vidíme, ¾e þsouèin" normálníh podgrup(napøíklad tedy souèin libovolnýh podgrup komutativní grupy) dává opìt normálnípodgrupu. Poznamenejme, ¾e souèin podgrup, které normální nejsou, vùbe nemusíbýt podgrupou (staèí uvá¾it napøíklad podgrupy H = fId; (12)g a K = fId; (13)ggrupy S3).(2) Uva¾ujeme-li komutativní grupu A(+) a H , K její podgrupy, pak H +K =fh+ kj h 2 H; k 2 Kg je podle pøedhozího pozorování opìt podgrupa. Speiálnì,vezmeme-li grupu elýh èísel Z(+), pak 30Z + 54Z = f30x + 54yj x; y 2 Zg =NSD(30; 54)Z = 6Z.V¹imnìme si také, ¾e 30Z \ 54Z = fz 2 Zj 30=z; 54=zg= nsn(30; 54)Z = 270Z.Relaí na mno¾inì A budeme rozumìt ka¾dou podmno¾inu A � A Neh» � jerelae na A, oznaème:- ��1 = f(b; a)j (a; b) 2 �g (opaèná relae),- �+ = f(a; b)j 9a = a0; a1; : : : ; an�1; an = b 2 A; (ai; ai+1) 2 �g (tranzitivníobal),- id = f(a; a)j a 2 Ag (identita).Øekneme, ¾e relae � je symetriká, jestli¾e ��1 � �, tranzitivní, pokud �+ � �,a reexivní, v pøípadì, ¾e id � �. Ekvivalení budeme nazývat ka¾dou symetrikou,tranzitivní a reexivní relai. Je-li � ekvivalene na mno¾inì A, pøipomeòme, ¾efaktorem mno¾iny (èasto se také mluví o kvoientu) A podle ekvivalene � jakomno¾inu A=� = f[a℄�j a 2 Ag, kde [a℄� = fb 2 Aj (a; b) 2 �g jsou rozkladové tøídy(kosety).De�nie. Je-li H podgrupa G, de�nujme na G relai rmod H (resp. lmod H)podmínkou: (a; b) 2 rmod H (resp. (a; b) 2 lmod H) , a � b�1 2 H (resp. �a�1b 2H).V¹imnìme si, ¾e je-li � ekvivalene na A, pak A=� = f[a℄�j a 2 Ag tvoøí rozkladmno¾iny A. Naopak máme-li fBij i 2 Ig rozklad mno¾iny A, pak relae � urèenápodmínkou: (a; b) 2 �, 9i 2 I : a; b 2 Bi je ekvivalení a A=� = fBij i 2 Ig.



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 7Poznámka 1.12. Neh» G(�) je grupa a H její podgrupa. Potom platí:(1) rmod H i lmod H jsou ekvivalene na G,(2) (a; b) 2 rmod H , (a�1; b�1) 2 lmod H pro ka¾dé a; b 2 G,(3) jG=rmod H j = jG=lmod H j,(4) rmod H = lmod H, právì kdy¾ je H normální podgrupa G(�),(5) [a℄rmod H = Ha a [a℄lmod H = aH pro ka¾dé a 2 G,(6) j[a℄rmod H j = j[a℄lmod H j = jH j pro ka¾dé a 2 G.Dùkaz. (1) Tvrzení doká¾eme jen o rmod H , pro lmod H bude dùkaz symetriký.Podle 1.9(1) podgrupa H obsahuje neutrální prvek 1, proto pro ka¾dé a 2 G mámea � a�1 = 1 2 H , tedy (a; a) 2 rmod H . Pøedpokládáme-li, ¾e (a; b) 2 rmod H ,pak a � b�1 2 H , proto i b � a�1 = (a � b�1)�1 2 H (podle 1.4 a 1.6), tudí¾ (b; a) 2rmod H . Nyní pøedpokládejme, ¾e (a; b); (b; ) 2 rmod H , o¾ podle de�nie na¹írelae znamená, ¾e a � b�1; b � �1 2 H . Z uzavøenosti H na binární operai plyne,¾e (a � b�1) � (b � �1) 2 H , tedy a � �1 = a � b�1 � b � �1 2 H a (a; ) 2 rmod H . Tímjsme ovìøili, ¾e je relae rmod H reexivním, symetriká a tranzitivní.(2) Díky 1.6 máme rovnost a � b�1 = (a�1)�1 � b�1, proto a � b�1 2 H , (a�1)�1 �b�1 2 H , èím¾ jsme dokonèili dùkaz.(3) Podle (2) je zobrazení [a℄rmod H ! [a�1℄lmod H korektnì de�novanou bijekí,tedy faktorové mno¾iny G=rmod H a G=lmod H mají stejnì prvkù.(4) Pøedpokládejme, ¾e rmod H = lmod H a zvolme h 2 H a g 2 G. Potom(g �h)�1 �g = h�1 �g�1 �g = h�1 2 H , tedy (g �h; g) 2 lmod H = rmod H . Z de�niermod H dostaneme g � h � g�1 2 H .Nyní pøedpokládejme, ¾e je H normální podgrupa grupy G(�). Zvolíme-li (a; b) 2rmod H , víme, ¾e a � b�1 2 H . Podle de�nie normální podgrupy b�1 � a = b�1 �a � b�1 � (b�1)�1 2 H , tedy (b; a) 2 lmod H a díky (1) (a; b) 2 lmod H , èím¾ jsmeovìøili, ¾e rmod H � lmod H . Symetriký argument dokazuje obráenou implikai.(5) Opìt se budeme vìnovat jen ekvivaleni rmod H . Pou¾ijeme de�nii rozkla-dové tøídy:[a℄rmod H = fb 2 Aj (a; b) 2 rmod Hg = fb 2 Aj 9h 2 H : a � b�1 = hg == fb 2 Aj 9h 2 H : b = h�1 � ag = fb 2 Aj 9h0 2 H : b = h0 � ag = Ha:(6) De�nujme zobrazení b : H ! Ha (resp. H ! aH) pøedpisem b(h) = h � a(resp. b(h) = a �h). Zøejmì jde o zobrazení na Ha (resp. na aH) a pøedpokládejme,¾e b(h0) = b(h1), tedy h0 �a = h1 �a. Tuto rovnost zprava (resp. zleva) pøenásobímehodnotou a�1, abyhom dostali h0 = h0 � a � a�1 = h1 � a � a�1 = h1. Tedy b jebijeke a v¹ehny mno¾iny H , aH , Ha mají stejný poèet prvkù. Nyní zbývá pou¾ít(5). �De�nie. Buï H podgrupa grupy G(�). Potom èíslu [G : H ℄ = jG=rmod H j (=jG=lmod H j podle 1.12) budeme øíkat index podgrupy H v grupì G a velikosti jGjmno¾iny G budeme øíkat øád grupy G.Vìta 1.13 (Lagrange). Je-li H podgrupa grupy G(�), pak jGj = [G : H ℄ � jH j.Dùkaz. Podle 1.12(1) je rmod H ekvivalene, proto G = _SA2G=rmod HA, kde sjed-noujeme disjunktní mno¾iny. Vyu¾ijeme-li dále poznatek 1.12(6), který øíká, ¾e



8 JAN ®EMLIÈKAv¹ehny ekvivalenèní tøídy mají poèet prvkù stejný jako mno¾ina H , pak dostá-vámejGj = j Æ[A2G=rmod HAj = XA2G=rmod H jAj = XA2G=rmod H jH j = [G : H ℄ � jH j: �Dùsledek 1.14. Je-li G koneèná grupa, potom øád ka¾dé její podgrupy dìlí øádgrupy G.Pøíklad 1.15. Z pøedhozího dùsledku okam¾itì plynou následujíí pozorování:(1) Grupa prvoèíselného øádu obsahuje jen triviální podgrupy.(2) Proto¾e jS10j = 10! a 11 nedìlí 10!, permutaèní grupa øádu S10(Æ) neobsahuje¾ádnou podgrupu øádu 11.(3) Jsou-li H a K dvì koneèné podgrupy nìjaké grupy G(�) a platí-li, ¾e jsouøády H a K nesoudìlné, pak H \K = f1g.Vìta 1.16. Neh» G(�) je grupa a � relae na G. Pak � je ekvivalene sluèitelnás operaí � právì tehdy, kdy¾ H = [1℄� je normální podgrupa G(�) a � = rmod H(= lmod H).Dùkaz. ()) Nejprve pøedpokládejme, ¾e je � je ekvivalene sluèitelná s operaí �.Proto¾e je � reexivní relae, le¾í 1 v tøídì [1℄� a ta je tudí¾ neprázdná. Zvolmea; b 2 [1℄� a g 2 G. Vidíme, ¾e (1; a); (1; b) 2 �, naví, z reexivity � plyne, ¾e(a�1; a�1); (g�1; g�1); (g; g) 2 �. Nyní vyu¾ijeme sluèitelnosti � s �, abyhom dostali,¾e (1 �1; a �b) 2 �, dále ¾e (1 �a�1; a �a�1) 2 � a (g �1 �g�1; g �a �g�1) 2 �. Vyu¾ijeme-livlastností neutrálního prvku a symetrie �, vidíme, ¾e (1; a�b); (1; a�1); (1; g�a�g�1) 2�, tedy a �b; a�1; g �a �g�1 2 [1℄�, èím¾ máme ovìøeno, ¾e je [1℄� normální podgrupaG(�). Pøipomeòme, ¾e podle 1.12(4) rmod [1℄� = lmod [1℄�.Nyní byhom mìli dokázat, ¾e (a; b) 2 �, právì kdy¾ (a; b) 2 lmod [1℄�. Jestli¾enejprve (a; b) 2 �, potom (1; a�1 � b) = (a�1 �a; a�1 � b) 2 �, proto¾e je � ekvivalenesluèitelná s �, tedy (a; b) 2 lmod [1℄�. Naopak, zvolíme-li (a; b) 2 lmod [1℄�, pak(a; b) = (a � 1; a � a�1 � b) 2 �.(() Pøedpokládejme, ¾e je H normální podgrupa G(�) a de�nujme relai � jakormod H (tj. (a; b) 2 � $ a � b�1 2 H). Podle 1.12(1) je � ekvivalene a pøímýmvýpoètem zjistíme, ¾e [1℄� = H . Zvolme nyní (a0; b0); (a1; b1) 2 �, tj. a0 � b�10 ia1 � b�11 jsou prvky H . Nyní pou¾ijeme normalitu H , abyhom dostali, ¾e b�10 � a0 =b�10 � (a0 �b�10 ) �b0 2 H . Uzavøenost H na � zaruèuje, ¾e b�10 �a0 �a1 �b�11 2 H a dal¹ímvyu¾itím normality získáme a0 � a1 � (b0 � b1)�1 = b0 � (b�10 � a0 � a1 � b�11 ) � b�10 2 H ,tedy (a0 � a1; b0 � b1) 2 �, èím¾ jsme ovìøili sluèitelnost � s s operaí �. �V¹imnìme si, ¾e kongruene� (mod n) na mno¾inì Z(+) popsaná v Pøíkladu 0.3je právì ekvivalení rmodnZ = lmodnZ.Poznámka 1.17. Neh» G(�) a H(�) jsou grupy a f : G! H je zobrazení sluèitelnés operaí �. Pak je f(1) = 1 a f(g�1) = (f(g))�1 pro ka¾dé g 2 G.Dùkaz. Proto¾e f(1) = f(1 � 1) = f(1) � f(1), staèí rovnost f(1) = f(1) � f(1)pøenásobit prvkem f(1)�1, abyhom dostali 1 = f(1)�f(1)�1 = f(1)�f(1)�f(1)�1 =f(1). Dále 1 = f(1) = f(g�1 � g) = f(g�1) � f(g) a podobnì 1 = f(g) � f(g�1), protof(g�1) = (f(g))�1. �



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 9De�nie. Zobrazení f : G ! H grup G(�) a H(�) sluèitelné s jejih binárnímioperaemi se nazývá (grupový) homomor�smus. Bijektivní homomor�smus budemenazývat izomor�smus. Podmno¾inì Kerf = fg 2 Gj f(g) = 1g i relai ker f =f(g1; g2) 2 G�Gj f(g1) = f(g2)g budeme øíkat jádro homomor�smu.Jestli¾e mezi dvìma grupami G1 a G2 existuje izomor�smus, øíkáme, ¾e G1 a G2jsou izomorfní a pí¹eme G1 �= G2.Poznámka 1.18. Neh» G1(�), G2(�) a G3(�) jsou grupy, f : G1 ! G2 a g : G2 !G3 jsou homomor�smy a H podgrupa grupy G2(�).(1) gf je také homomor�smus,(2) je-li f bijeke, pak f�1 je izomor�smus,(3) obraz g(H) je podgrupa G3(�) a úplný vzor f�1(H) je podgrupa G1(�),(4) Kerf je normální podgrupa G1(�) a ker f = rmod Kerf ,(5) ker f je ekvivalene sluèitelná s operaí � na G1,(6) f je prostý homomor�smus, právì kdy¾ Kerf = f1g a to nastává, právìkdy¾ ker f = id.Dùkaz. (1) Je-li a; b 2 G1, pak gf(a � b) = g(f(a) � f(b)) = g(f(a)) � g(f(b)).(2) Staèí ovìøit, ¾e f�1 je homomor�smus. Zvolíme-li ; d 2 G2, potom f(f�1() �f�1(d)) =  � d, proto f�1() � f�1(d) = f�1( � d).(3) Nejprve uká¾eme, ¾e je g(H) podgrupa G3(�). g(H) je zjevnì neprázdnámno¾ina. Vezmìme u; v 2 g(H), tj. existují ; d 2 H , pro která g() = u a g(d) = v.Proto¾e  � d; �1 2 H , dostáváme pøímo z de�nie, ¾e u � v = g() � g(d) = g( � d) 2g(H), a u�1 = g()�1 = g(�1) 2 g(H) podle 1.17.Poznamenejme, ¾e 1 2 f�1(H), tedy jde o neprázdnou mno¾inu a zvolme a; b 2f�1(H), tj. f(a); f(b) 2 H . Potom opìt f(a) � f(b) = f(a � b) 2 H , a f(a�1) =f(a)�1 2 H , tedy a � b; a�1 2 f�1(H), proto je f�1(H) podgrupa.(4) Proto¾e f1g je podgrupa G2(�) a Kerf = f�1(f1g), je Kerf podgrupa podle(3). Vezmeme-li libovolné g 2 G1 a h 2 Kerf , potom f(g � h � g�1) = f(g) � f(h) �f(g�1) = f(g) � 1 � f(g)�1 = 1, tedy g � h � g�1 2 Kerf . Zbývá si uvìdomit, ¾ef(a) = f(b), f(a) � f(b)�1 = 1, f(a � b�1) = 1, a � b�1 2 Kerf .(5) Plyne okam¾itì z (4) a 1.16.(6) Je-li f prosté, pak existuje jediný vzor jednotky, tedy Kerf = f1g a jestli¾ekerf = id, pak je zøejmì f prosté. Koneènì, jestli¾e Kerf = f1g, potom ker f =rmod Kerf = rmod f1g = id podle (4). �De�nie. Je-liGmno¾ina a � ekvivalene naG, pak pøirozenou projeki na faktoro-vou mno¾inu G=� rozumíme zobrazení �� : G! G=� dané podmínkou ��(g) = [g℄�,kde g 2 G.Vìta 1.19. Neh» G(�) je grupa a � ekvivalene na G sluèitelná s �. Na faktorovémno¾inì G=� de�nujeme operai � pøedpisem [a℄� � [b℄� = [a � b℄�. Tato de�nie jekorektní, G=�(�) je opìt grupa a pøirozená projeke �� je homomor�smus.Dùkaz. Abyhom ovìøili korektnost de�nie, musí ukázat, ¾e de�nie nezávisí navolbì zástupe ekvivalenèníh tøíd. Mìjme tedy [a℄� = [℄� a [b℄� = [d℄�, tj. (a; );(b; d) 2 �. Potom díky sluèitelnosti � s operaí máme (a � b;  �d) 2 �, proto [a � b℄� =[ � d℄�.Vezmeme-li [a℄�; [b℄�; [℄� 2 �, pak pøímo z de�nie vidíme, ¾e[a℄� � ([b℄� � [℄�℄) = [a � (b � )℄� = [(a � b) � ℄� = ([a℄� � [b℄�)� [℄�;



10 JAN ®EMLIÈKAtedy operae � je asoiativní. To, ¾e je neutrálním prvkem právì [1℄� a inverznímprvkem k prvku [a℄� právì prvek [a�1℄�, dostaneme pøímým výpoètem. Koneènì��(a � b) = [a � b℄� = [a℄� � [b℄� = ��(a)� ��(b) z de�nie. �Grupu zavedenou na faktorové mno¾inì budeme nazývat faktorovou grupou.Vìta 1.16, která øíká, ¾e ka¾dé ekvivaleni � sluèitelné s binární operaí na grupìjednoznaènì odpovídá normální podgrupa H , nám umo¾òuje faktorovou mno¾inuzapisovat ve tvaru G=H , naví je bì¾né, ¾e se operae na faktorové grupì oznaèujestejnì jako operae na pùvodní grupì. Obvyklý zápis faktorové grupy G=�(�) budetedy G=H(�), kdeH = [1℄� a [a℄� �[b℄� = [a�b℄�. Podobnì budeme pøirozenou projekiG na G=H oznaèovat symbolem �H a místo [a℄� budeme psát [a℄H = aH = Ha(poslední rovnosti platí podle 1.12(4) a (5)).Pøíklad 1.20. Uvá¾íme-li na grupì Z(+) ekvivaleni � (mod n) zavedenou vPøíkladu 0.3, jedná se o ekvivaleni sluèitelnou s operaí + a [0℄�(mod n) = nZ, tedy� (mod n) = rmod nZ a na faktorové mno¾inì Z=nZ = Z=(� (mod n)) mámedobøe zavedenu strukturu grupy Z=nZ(+) pøedpisem [a℄�(mod n) + [b℄�(mod n) =[a+ b℄�(mod n).Poznámka 1.21 (Vìta o homomor�smu). Buï f : G1 ! G2 homomor�smus grupG1(�) a G2(�) a neh» H je normální podgrupa G1(�). Pak existuje homomor�smusg : G1=H ! G2 splòujíí podmínku g�H = f právì tehdy, kdy¾ H � Kerf (tj.rmodH � rmod Kerf). Naví, jestli¾e g existuje, je g izomor�smus, právì kdy¾ fje na a Kerf = H.Dùkaz. Nejprve pøedpokládejme, ¾e existuje homomor�smus g : G1=H ! G2 splòu-jíí g�H = f , tedy g([a℄H) = f(a). Zvolme a 2 H . Pak [a℄H = H = [1℄H je neutrálníprvek grupy G1=H(�), a proto f(a) = g([a℄H) = 1 podle 1.17. Tedy a 2 Kerf , èím¾jsme ovìøili, ¾e H � Kerf .Naopak, neh» H � Kerf . Musíme ovìøit, ¾e jediná mo¾ná de�nie g daná pøed-pisem g([a℄H) = f(a) je korektní. Vezmìme proto [a℄H = [b℄H . Potom a �b�1 2 H �Kerf , tedy 1 = f(a � b�1) = f(a) � f(b)�1 podle 1.17, a proto f(a) = f(b). Koneènìg([a℄H � [b℄H) = g([a � b℄H) = f(a � b) = f(a) � f(b) = g([a℄H) � g([b℄H);tedy g je homomor�smus.Zbývá ovìøit závìreènou ekvivaleni. Pøednì si uvìdomme, ¾e g(G1=H) = f(G1),tedy g je na, právì kdy¾ je f na. Neh» je g naví prosté a zvolme a 2 Kerf .Pak g([a℄H) = f(a) = 1. Proto¾e g([1℄H) = g(H) = 1, plyne z prostoty g, ¾e[a℄H = H , tedy a 2 H . Ovìøili jsme, ¾e Kerf � H , a proto¾e u¾ víme, ¾e H � Kerf ,máme rovnost H = Kerf . Koneènì pøedpokládejme, ¾e g([a℄H) = g([b℄H). Potomf(a) = f(b) a a � b�1 2 Kerf = H . Tudí¾ (a; b) 2 rmodH a [a℄H = [b℄H , èím¾ jsmeovìøili, ¾e je g prosté. �Vìta 1.22 (1. vìta o izomor�smu). Neh» f : G1 ! G2 homomor�smus grup G1(�)a G2(�). Pak f(G1) je podgrupa G2 (tedy opìt grupa) a G1=Kerf(�) je izomorfníf(G1)(�).Dùkaz. Z 1.18(3) dostáváme, ¾e f(G1) je podgrupa G2. Omezíme-li obor hod-not zobrazení f , mù¾eme ho hápat jako homomor�smus f : G1 ! f(G1). Nyníaplikujeme 1.21 pro H = Kerf a dostaneme pøímo po¾adovaný izomor�smus g :G1=Kerf ! f(G1). �



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 11Pøíklad 1.23. Mìjme homomor�smus fn : Z ! Zn grupy Z(+) do grupy Zn(+)s poèítáním modulo n daný pøedpisem fn(k) = (k)mod n. Pak máme podle 1.22izomor�smus Z=Ker fn(+) �= Zn(+), naví je zjevnì (a; b) 2 ker fn, právì kdy¾n=(a� b), a Ker fn = nZ.Vìta 1.24 (2. vìta o izomor�smu). Neh» G(�) je grupa a H, K její normální pod-grupy. Jestli¾e H � K , pak K=H je normální podgrupa grupy G=H(�) a faktorovágrupa G=K(�) je izomorfní grupì (G=H)=(K=H)(�).Dùkaz. Opìt nejprve pou¾ijeme 1.21 pro homomor�smy �K : G ! G=K (jakof z 1.21) a �H : G ! G=H (jako �H z 1.21). Proto¾e podle pøedpokladu H �K = Ker�K , dává nám 1.21 homomor�smus g : G=H ! G=K splòujíí vztahg([a℄H) = [a℄K . V¹imnìme si, ¾e je g zjevnì na. Nyní pøímoèaøe spoèítáme Kerg =f[a℄H 2 G=H j g([a℄H) = [a℄K = [1℄Kg = K=H . Poznamenejme, ¾e je Kerg = K=Hnormální podgrupa G=H(�) podle 1.18(3). Nyní pro homomor�smus g vyu¾ijeme1.22, abyhom dostali G=K = g(G=H) �= (G=H)=Kerg = (G=H)=(K=H). �2. Cykliké grupyPøipomeòme, ¾e podle 1.9(3) je prùnik libovolného systému podgrup zase pod-grupou. Uvá¾íme-li grupu G(�) a podmno¾inu X � G, pak prùnik v¹eh podgrupG(�) obsahujííh X je rovnì¾ podgrupou obsahujíí X , oznaème ho hXi, zjevnì sejedná o nejmen¹í takovou podgrupu vzhledem k inkluzi. Speiálnì budeme psát hgimísto hfggi, je-li g 2 G.De�nie. Buï G(�) grupa a X � G. Podgrupu hXi nazveme podgrupu G(�) gene-rovanou mno¾inou X . Øekneme, ¾e G(�) je ykliká grupa, existuje-li takový prvekg 2 G, ¾e hgi = G.Neh» G(�) je grupa a 2 G. De�nujme indukí:a0 = 1,an = an�1 � a pro ka¾dé n > 0,an = (a�1)�n pro ka¾dé n < 0.Poznámka 2.1. Neh» G(�) je grupa a a 2 G. Zobrazení � : Z! G dané pøedpisem�(n) = an je homomor�smus grupy Z(+) do grupy G(�) a �(Z) = hai = fanj n 2Zg.Dùkaz. Potøebujeme pro ka¾dou dvojii m;n 2 Z ovìøit, ¾e �(n +m) = an+m =an �am = �(n) ��(m). Pøitom an+m = an �am zjevnì platí pro obì nezáporná a obìzápornám;n. Je-li n záporné am+n nezáporné, pak an �am = (a�1)�n �am = an+m.Podobnì pro n záporné, m kladné a m+n záporné máme an �am = (a�1)�n �am =(a�1)�n�m = an+m.Závìrem poznamenejme, ¾e �(Z) je právì tvaru �(Z) = fanj n 2 Zg, a proto sejedná o nejmen¹í podgrupu G(�) obsahujíí a. �Dùsledek 2.2. Neh» G(�) je grupa a a 2 G. Potom pro ka¾dé n;m 2 Z platí, ¾ea�n = (an)�1 a (an)m = anm.Pøíklad 2.3. (1) Z(+) je ykliká grupa, kde Z = h1i = h�1i.(2) Zn(+) je pro ka¾dé pøirozené n ykliká grupa s operaemi de�novanýmimodulo n, kde Zn = hai, právì kdy¾ NSD(a; n) = 1.



12 JAN ®EMLIÈKAVìta 2.4. Buï G(�) ykliká grupa.(1) Je-li G nekoneèná, pak G(�) �= Z(+).(2) Je-li n = jGj koneèné, pak G(�) �= Zn(+).Dùkaz. Vezmìme nìjaký generátor g ykliké grupy G(�), tedy hgi = G a de�nujmezobrazení � : Z ! G dané pøedpisem �(n) = gn. Podle 2.1 jde o homomor�smusa �(Z) = hgi = G, tedy � je zobrazení na. Nyní podle 1.22 je Z=Ker�(+) �= G(�).Zbývá si rozmyslet, jak vypadá Z=Ker�. Z 1.10(4) víme, ¾e Ker� = nZ pro vhodnénezáporné elé n. V pøípadì, ¾e n = 0, pak Z=Ker� = Z=f0g �= Z, a v pøípadìkladného n je Z=Ker� = Z=nZ �= Zn podle 1.23. �Poznámka 2.5. Ka¾dá faktorová grupa i podgrupa ykliké grupy je opìt ykliká.Dùkaz. Snadno nahlédneme, ¾e je-li g generátor ykliké grupy G(�), pak [g℄H jegenerátor její faktorové grupy G=H(�).Díky 2.4 staèí tvrzení o podgrupáh dokázat pro grupy Z(+) a Zn(+). Nejprveho doka¾me pro grupu Z(+). V 1.10(4) jsme ovìøili, ¾e Z(+) jiné podgrupy ne¾podgrupy tvaru nZ neobsahuje. Pøitom hni = nZ je ykliká grupa, èím¾ je tvrzeníovìøeno.Nyní vyu¾ijeme homomor�smu fn : Z ! Zn z 1.23. Zvolíme-li podgrupu Hgrupy Zn(+), pak f�1n (H) je podle pøedhozí úvahy a 1.18(3) ykliká podgrupaZ, tedy H = fn(f�1n (H)) je ykliká podgrupa Zn(+). �Pøíklad 2.6. Uva¾ujme podgrupu h30i grupy Z72(+), v¹imnìme si, ¾e hledáme-li generátor grupy h30i stejným zpùsobem jako v pøedhozím dùkazu, vezmemef�172 (h30i) = h30; 72i, proto¾e h72i tvoøí jádro homomor�smu f72. Obdobnou úva-hou jako v 1.10(4) a s pomoí Eukleidova algoritmu nahlédneme, ¾e h30; 72i =hNSD(30; 72)i = h6i, tedy h30i = h6i v grupì Z72(+).Poznámka 2.7. Buï G(�) koneèná grupa. Potom gjGj = 1 pro ka¾dý prvek g 2 G.Dùkaz. hgi je ykliká grupa øádu n, tedy je podle 2.4 izomorfní Zn(+), protogn = 1. Podle 1.13 n=jGj, tedy gjGj = (gn) jGjn = 1 jGjn = 1, kde 1. rovnost plyne z2.2. �Vìta 2.8. Neh» G(�) je koneèná ykliká grupa. Pak pro ka¾dé pøirozené k, kterédìlí øád grupy G, existuje právì jedna podgrupa grupy G øádu k.Dùkaz. K dùkazu vyu¾ijeme harakterizae yklikýh grup 2.4, díky nìmu¾ staèítvrzení dokázat pro (izomorfní) grupu Zn(+). Jestli¾e k = 1, je tvrzení triviální,pøedpokládejme tedy, ¾e k > 1. Potom snadno nahlédneme, ¾e mno¾ina hnk i =f0; nk ; 2nk ; : : : ; (k� 1)nk g je podgrupa a jhnk ij = k. Mìjme nyní nìjakou podgrupu Hgrupy Zn(+) øádu k. Podle 2.7 (k � h)mod n = 0, proto k � h =  � n pro vhodnéelé èíslo . Tedy h =  � nk . Tím jsme ovìøili, ¾e H je èástí podgrupy hnk i. Proto¾ese jedná o dvì koneèné stejnì velké mno¾iny, dostáváme, ¾e H = hnk i, èím¾ jsmeovìøili jednoznaènost volby. �Pro ka¾dé pøirozené k (resp. k 2 Zn) oznaèujme kZ = hki = fkzj z 2 Zg (resp.kZn = hki = fk � zj z 2 Zng).Nyní zobeníme úvahu pøíkladu 2.6.Poznámka 2.9. Neh» n 2 N, a 2 Zn n f0g a k=n. Pak aZn = kZn, právì kdy¾NSD(a; n) = k. Speiálnì platí, ¾e aZn = Zn (tj. a generuje grupu Zn(+)), právìkdy¾ NSD(a; n) = 1.



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 13Dùkaz. Nejprve pøedpokládejme, ¾e aZn = kZn. Potom k 2 aZn, tedy existuje eléx, pro které (a �x)mod n = k. Proto také existuje takové elé y, ¾e a � x+n � y = k.Odtud plyne, ¾e NSD(a; n)=k. Podobnì, proto¾e a 2 kZn existují elá u a v, pronì¾ k � u+n � v = a, a proto¾e k=n, nutnì musí k=a. Vidíme, ¾e k=NSD(a; n), tudí¾NSD(a; n) = k.Nyní pøedpokládejme, ¾e NSD(a; n) = k. Potom díky Euklidovu algoritmu exis-tují x 2 Zn a elé y, pro nì¾ a �x+n � y = k. Proto (a �x)mod n = k, tudí¾ k 2 aZna kZn � aZn. Koneènì, proto¾e k=a, vidíme, ¾e a 2 kZn, a proto aZn � kZn, o¾znamená, ¾e kZn = aZn. �Dùsledek 2.10. Je-li n 2 N, pak èíslo '(n) udává poèet prvkù, které generujígrupu Zn(+) a poèet invertibilníh prvkù monoidu Zn(�).Pøíklad 2.11. (1) Uva¾ujme koneènou yklikou grupu G(�). Potom nám 2.10øíká, ¾e G(�) obsahuje právì '(jGj) generátorù, a podle 2.8 G(�) obsahuje právì tolikpodgrup, kolik je dìlitelù jejího øádu. Máme-li n =Qki=1 pri , kde p1 < p2 < � � � < pkjsou prvoèísla a ri 2 N, pak dìliteli n jsou právì èísla Qki=1 psi , kde 0 � si � ri,tedy G(�) obsahuje právìQki=1(ri+1) podgrup a podle 0.7 právìQki=1(pi�1)pri�1igenerátorù.(2) Vezmìme yklikou grupu Z50(+). Proto¾e 50 = 2 �52, dostáváme z bodu (1),¾e Z50(+) obsahuje '(50) = 20 generátorù a právì 6 = 2 � 3 podgrup. Vezmeme-linapøíklad podgrupu h42i grupy Z50(+) (a jiné ne¾ ykliké podgrupy tato grupapodle 2.5 neobsahuje), pak díky 2.9 víme, ¾e h42i = hNSD(42; 50)i = h2i = 2Z50, ajedná se tedy o podgrupu øádu 25 = 502 .Vìta 2.12 (Malá Fermatova vìta). Pro nesoudìlná kladná elá èísla a; n > 1 je(a'(n))mod n = 1.Dùkaz. Nejprve uvá¾íme, ¾e (a'(n))mod n = ((a)mod n'(n))mod n, o¾ znamená,¾e tvrzení staèí dokázat pro a < n. Nyní vezmeme jako grupu G z 2.7 grupuinvertibilníh prvkù Z�n(�) monoidu Zn(�) tj. prvkù nesoudìlnýh s n podle 2.10.Proto¾e a 2 Z�n, je (a'(n))mod n = (ajZ�nj)mod n = 1 díky 2.7 a 2.10. �Poznámka 2.13. Buï p a q dvì rùzná lihá prvoèísla a m = nsn(p � 1; q � 1).Potom pro ka¾dé a 2 Zpq a u 2 N platí, ¾e (amu+1)mod pq = a.Dùkaz. Nejprve uká¾eme, ¾e (am+1)mod pq = a.Podle Vìty 2.12 (xm)mod p = 1 a (ym)mod q = 1 pro x, která nejsou ná-sobkem p a y, která nejsou násobkem q. Dále zøejmì platí ((up)m+1)modp = 0a proto i (xm+1)mod p = (x)mod p a (ym+1)mod q = (y)mod q pro ka¾dé ne-záporné elé x a y. Vezmìme nyní a 2 Zpq . Z pøedhozího pozorování plyne, ¾e((a)mod p; (a)mod q) = ((am+1)mod p; (am+1)mod q), a díky Vìtì 0.5 pou¾ité probijeki Zpq ! Zp�Zq dostáváme, ¾e shodné jsou i vzory prvkù ((a)mod p; (a)mod q)a ((am+1)mod p; (am+1)mod q), tedy, ¾e (am+1)mod pq = a.Nyní indukí díky 2.2 dostáváme, ¾e aum+1 = a(u�1)m � am+1 = a(u�1)m+1 = apro ka¾dé u 2 N a a 2 Zpq . �Pøíklad 2.14 (Rivest, Shamir, Adleman). Opìt zvolme p a q dvì rùzná liháprvoèísla a polo¾me m = nsn(p� 1; q � 1).Vezmìme e < m nesoudìlné s m a pak (napøíklad pomoí Euklidova algoritmu)najdeme takové d < m, ¾e (ed)mod m = 1. Nyní podle 2.13 pro ka¾dé a 2 Zpqplatí, ¾e (ae)d = aed = aum+1 = a (poèítáno v Zpq , tedy modulo pq).



14 JAN ®EMLIÈKAPomoí vlastnosti èísel p, q, m, d, e mù¾eme nyní popsat protokol asymetri-kého ¹ifrování známý pod zkratkou RSA. Polo¾íme-li n = p � q, je veøejným klíèemdvojie èísel (n; e) a soukromý klíè tvoøí tajný exponent d. Cheme-li informai vy-jádøenou posloupností hodnot a1; : : : ; ak 2 Zn adresovat majiteli soukromého klíèe,staèí ji za¹ifrovat pomoí monìní veøejnì známou hodnotou e v monoidu Zn(�),tj. odeslat zprávu (ae1)mod pq; : : : ; (aek)mod pq. K jejímu rozlu¹tìní staèí umonit vZn(�) pomoí tajného exponentu, proto¾e (aei )d = aedi = ai. Naopak, zveøejnìní-limajitel soukromého klíèe za¹ifrovanou zprávu (ad1)mod n; : : : ; (adk)mod n, mohou sipøíjemi zprávy stejným zpùsobem (tj. umonìním na veøejnì známý exponent e:((ad1)e)mod n; : : : ; ((adk)e)mod n = a1; : : : ; ak) ovìøit, ¾e odesilatel zprávy opravduzná tajný exponent (vlastnitví soukromého klíèe tedy garantuje pravost elektro-nikého podpisu).Poznamenejme, ¾e je ze znalosti n = pq a e obtí¾né najít d (odpovídá to nalezeníprvoèíselného rozkladu èísla n, o¾ je úloha, pro ní¾ není znám algoritmus polyno-miální slo¾itosti), zatímo monìní èísel v Zpq je (i pro velké exponenty a velké pq)velmi snadné a ryhlé.Dùkaz následujíího tvrzení o yklikýh grupáh je elegantnìj¹í vyu¾ijeme-lijistýh znalostí z teorie polynomù nad obeným tìlesem, proto ho provedeme a¾ vpøí¹tím semestru:Vìta 2.15. Neh» T (+; �) je komutativní tìleso a neh» G je koneèná podgrupamultiplikativní grupy T n f0g(�;�1 ; 1). Potom G je ykliká grupa.3. Univerzální pohled: pojem algebryDe�nie. Pro ka¾dé elé n � 0 nazveme n-ární operaí na mno¾inì A ka¾dézobrazení An ! A (èíslo n budeme nazývat aritou nebo èetností operae). Je-liI mno¾ina, budeme øíkat zobrazení 
 : I ! N typ. Øekneme, ¾e A(�ij i 2 I) jealgebra typu 
, jestli¾e pro ka¾dé i 2 I je �i právì 
(i)-ární operaí na A.1-ární operae se obvykle nazývají unárními operaemi, 2-árním operaím se øíkábinární operae a 3-ární se nazývají ternárními operaemi. Uvìdomme si, ¾e nulárníoperae vyznaèuje v algebøe jeden její prvek, proto ji mù¾eme se tímto vyznaèenýmprvkem ztoto¾nit.Pøíklad 3.1. (1) Uvá¾íme-li grupu G(�) s unární operaí inverzního prvku �1 anulární operaí 1, pak G(�), G(�;�1 ), G(�;�1 ; 1) tvoøí (formálnì rùzné) pøíkladyalgeber.(2) Je-li T tìleso, pak je algebrouT(+; �) èi T(+;�; �; 0; 1), pro vektorový prostorV nad T, je algebrou V (+; �tjt 2 T).De�nie. Buï � n-ární operae na A. Øekneme, ¾e podmno¾ina B � A je uzavøenána operai �, jestli¾e �(a1; : : : ; an) 2 B pro v¹ehna a1; : : : ; an 2 B. Øekneme, ¾eB � A je podalgebra algebry A(�ij i 2 I), je-li B uzavøená na v¹ehny operae �i,i 2 I .Oznaèíme-li �i = �ijBn omezení n-ární operae �i na Bn, potom pro podalgebruB le¾í v¹ehny hodnoty zobrazení �i opìt v B. Zobrazení �i tedy mù¾eme hápatjako operae na mno¾inì B a tak dostáváme strukturu algebry B(�ij i 2 I) naka¾dé podalgebøe B.



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 15De�nie. Neh» symbol � oznaèuje n-ární operai na mno¾inì A i B. Øekneme,¾e zobrazení f : A ! B je sluèitelné s operaí �, jestli¾e f(�(a1; : : : ; an)) =�(f(a1); : : : ; f(an)). Zobrazení f : A ! B mezi dvìma algebrami A(�ij i 2 I) aB(�ij i 2 I) stejného typu 
 budeme øíkat homomor�smus, je-li sluèitelné se v¹emioperaemi �i, i 2 I . Bijektivní homomor�smus budeme nazývat izomor�smus.Pøíklad 3.2. (1) Buï Gi(�) pro i = 1; 2 grupy s unární operaí inverzního prvku�1 a nulární operaí 1. pak ka¾dý homomor�smus grup G1(�) a G2(�) je podle 1.17homomor�smem algeber G1(�) a G2(�), G1(�;�1 ) a G2(��1) i G1(�;�1 ; 1) a G2(��1; 1)(2) Neh» U a V jsou dva vektorové prostory nad tìlesem T . Potom ka¾dé line-ární zobrazení (homomor�smus) vektorovýh prostorù je homomor�smem algeberU(+; �tjt 2 T ) a V (+; �tjt 2 T ).(3) Oznaème Mn(T ) mno¾inu v¹eh ètverovýh mati nad tìlesem T a � budi¾symbolem násobení mati. Potom zobrazení, které ka¾dé matii pøiøadí její deter-minant, je homomor�smem algebry Mn(T )(�) do T (�) (poznamenejme, ¾e se jednáprávì o monoidy).De�nie. Neh» � je ekvivalene a � je n-ární operae na mno¾inì A. Øekneme,¾e � je sluèitelná s �, jestli¾e pro ka¾dý systém prvkù a1; : : : ; an; b1 : : : ; bn 2 A,pro které (ai; bi) 2 �, i = 1; : : : ; n, platí, ¾e (�(a1; : : : ; an); �(b1; : : : ; bn)) 2 �. Je-liA(�ij i 2 I) algebra a � ekvivalene na mno¾inì A, pak � nazveme kongruení, je-li� sluèitelná se v¹emi operaemi �i, i 2 I .Pøíklad 3.3. (1) id a A�A jsou kongruene na libovolné algebøe A.(2) Ka¾dá ekvivalene je sluèitelná s libovolnou nulární operaí.(3) Ekvivalene sluèitelná s operaí � na grupì G(�) je kongruení algeber G(�),G(�;�1 ) a G(�;�1 ; 1).Pøipomeòme, ¾e je-li f : A ! B zobrazení, rozumíme jeho jádrem ker f relaidanou pøedpisem: (a; b) 2 ker f , f(a) = f(b). Nyní jsme pøipraveni vyslovitobdobu Poznámky 1.18 pro obené algebry:Poznámka 3.4. Neh» A1(�ij i 2 I), A2(�ij i 2 I) a A3(�ij i 2 I) jsou algebrystejného typu, f : A1 ! A2 a g : A2 ! A3 jsou homomor�smy a B je podalgebraalgebry A2(�).(1) gf je také homomor�smus,(2) je-li f bijeke, pak f�1 je izomor�smus,(3) obraz g(B) je podalgebra algebry A3(�ij i 2 I) a úplný vzor f�1(B) jepodalgebra algebry A1(�ij i 2 I),(4) ker f je kongruene na algebøe A1(�ij i 2 I).Dùkaz. Dùkaz je snadným zobenìním dùkazu pøíslu¹nýh bodù 1.18.(1) Je-li �i n-ární operae na A1, A2 a A3 a vezmeme-li a1; : : : an 2 A1, pakgf(�i(a1; : : : an)) = g(�i(f(a1); : : : f(an))) = �i(gf(a1); : : : gf(an)).(2) Staèí opìt ovìøit, ¾e f�1 je homomor�smus. Zvolíme-li libovolnì n-ární ope-rai �i a prvky a1; : : : an 2 A2, potom f(�i(f�1(a1); : : : ; f�1(an))) = �i(a1; : : : an),proto �i(f�1(a1); : : : ; f�1(an)) = f�1(�i(a1; : : : an)).(3) Neh» je opìt �i libovolná n-ární operae na A2 i A3. Vezmìme nejprve1; : : : n 2 g(B), tj. existují b1; : : : bn 2 B, pro která g(bj) = j , j = 1; : : : ; n.Proto¾e �i(b1; : : : bn) 2 B, dostáváme bezprostøednì z de�nie, ¾e �i(1; : : : n) =�i(g(b1); : : : g(bn)) = g(�i(b1; : : : bn)) 2 g(B).



16 JAN ®EMLIÈKANyní zvolme a1; : : : an 2 f�1(B), tj. f(aj) 2 B. Potom f(�i(a1; : : : an)) =�i(f(a1); : : : f(an)) 2 B.(4) Vezmìme n-ární operai �i na A1 a A2 a prvky a1; : : : an; b1; : : : bn 2 A1, onih¾ víme, ¾e (aj ; bj) 2 ker f , tedy f(aj) = f(bj), pro ka¾dé j = 1 : : : n. Potom zde�nie homomor�smu dostaneme rovnostf(�i(a1; : : : an)) = �i(f(a1); : : : f(an)) = �i(f(b1); : : : f(bn)) = f(�i(b1; : : : bn));èím¾ jsme ovìøili, ¾e (�i(a1; : : : an); �i(b1; : : : bn)) 2 kerf . ®e se jedná o ekvivalenije snadné vièení. �Poznámka 3.5. Neh» A(�ij i 2 I) je algebra a Aj jsou podalgebry A a �j ekvi-valene na A pro ka¾dé j 2 J .(1) Tj2J Aj je podalgebra A,(2) jsou-li �j kongruene na A, pak i Tj2J �j je kongruene.Dùkaz. (1) Obdoba Poznámky 1.9(3). Neh» �i je libovolná n-ární operae na A aa1; : : : an 2 Tj2J Aj . Proto¾e Tj2J Aj � Ak pro ka¾dé k 2 J a Ak je podalgebraA(�ij i 2 I) máme �i(a1; : : : an) 2 Ak, tedy �i(a1; : : : an) 2 Tj2J Aj .(2) Proto¾e id � �j pro v¹ehna j 2 J , máme id � Tj2J �j , tedy relaeTj2J �j jereexivní. Je-li (a; b) 2 Tj2J �j , máme (a; b) 2 �j , ze symetrie potom �j i (b; a) 2 �jpro v¹ehna j 2 J , tudí¾ (b; a) 2 Tj2J �j . Koneènì platí-li, ¾e (a; b); (b; ) 2 Tj2J �j ,pak tranzitivita jednotlivýh relaí �j , které v¹ehny obsahují prùnik Tj2J �j im-plikuje, ¾e (a; ) 2 �j , a proto (a; ) 2 Tj2J �j .Mìjme �i nìjakou n-ární operai na A a vezmìme prvky a1; : : : an; b1; : : : bn 2 A,pro nì¾ platí, ¾e (ak; bk) 2 Tj2J �j (� �j pro v¹ehna j 2 J). Potom pro v¹ehnaj 2 J máme (�i(a1; : : : an); �i(b1; : : : bn)) 2 �j , tedy (�i(a1; : : : an); �i(b1; : : : bn)) 2Tj2J �j . �De�nie. Neh» je A mno¾ina a C � P(A) je nìjaký systém podmno¾in mno¾inyA. Øekneme, ¾e C je uzávìrovým systémem nad A, pokud(1) A 2 C,(2) pro ka¾dý podsystém fBij i 2 Ig � C, je TfBij i 2 Ig 2 C.Dùsledek 3.6. Neh» A(�ij i 2 I) je algebra. Pak v¹ehny podalgebry algebryA(�ij i 2 I) tvoøí uzávìrový systém na A a v¹ehny kongruene na algebøe A(�ij i 2I) tvoøí uzávìrový systém na A�A.Pøíklad 3.7. (1) V¹ehny uzávìrové systémy nad mno¾inou A tvoøí uzávìrovýsystém nad P(A). Zøejmì P(A) obsahuje A a je uzavøené na libovolné prùniky,tedy jde o uzávìrový systém. Uvá¾íme-li prùnik mno¾iny uzávìrovýh systémù naA, pak i ten musí obsahovat A (v¹ehny uzávìrové systémy obsahují A) a rovnì¾musí obsahovat prùnik ka¾dého podsystému, nebo» tato podmínka platí o v¹ehuzávìrovýh systémeh.(2) Pro uzávìrový systém C na mno¾inì A a ka¾dou podmno¾inu B � A mù¾emezavést pojem uzávìru B v C jako mno¾inu lCB = TfC 2 Cj B � Cg 2 C.Dále mù¾eme nazvat zobrazení � : P(A)! P(A) uzávìrovým operátorem, platí-li podmínky:(1) B � �(B), pro v¹ehna B 2 P(A),(2) �(�(B)) = �(B), pro v¹ehna B 2 P(A),(3) �(B) � �(C), pro v¹ehna B � C � A.



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 17Potom není tì¾ké ukázat, ¾e lC tvoøí uzávìrový operátor.Dále byhom mohli ovìøit, ¾e pro ka¾dý uzávìrový operátor � na A, tvoøí C =fC � Aj �(C) = Cg takový uzávìrový systém nad A, ¾e � = lC .V pøípadì, ¾e nemù¾e dojít k omylu nebo jednotlivé operae na algebøe nepo-tøebujeme expliitnì uva¾ovat, budeme v následujíím oznaèovat algebru jen jejínosnou mno¾inou.Nyní zobeníme de�nii ze zaèátku 2.kapitoly. V¹imnìme si, ¾e pojem mù¾emezavést pro ka¾dý uzávìrový systém.De�nie. Buï A algebra a X � A. Potom podalgebru hXi algebry A, kteroudostaneme jako prùnik v¹eh podalgeber A obsahujííh mno¾inu X nazveme po-dalgebrou generovanou X (nebo budeme øíkat, ¾e X generuje podalgebru hXi).Poznámka 3.8. Buï f; g : A ! B dva homomor�smy algeber stejného typu aneh» X � A generuje algebru A. Jestli¾e f(x) = g(x) pro v¹ehna x 2 X, potomf = g.Dùkaz. Nejprve uká¾eme, ¾e je mno¾ina C = fa 2 Aj f(a) = g(a)g podalge-brou algebry A. Vezmìme n-ární operai � algebry A a neh» a1; : : : ; an 2 C. Pakf(�(a1; : : : ; an)) = �(f(a1); : : : ; f(an)) = �(g(a1); : : : ; g(an)) = g(�(a1; : : : ; an)),proto �(a1; : : : ; an) 2 C. V¹imneme-li si, ¾e X � C, dostaneme A = hXi � C, èím¾jsme dokonèili dùkaz. �Pøíklad 3.9. (1) Uva¾ujme grupu elýh èísel Z(+) a G(+) nìjaký grupoid, tedyalgebru s jednou binární operaí +. Neh» f; g : Z ! G je homomor�smus. Uvì-domme si, ¾e nejmen¹í podalgebra Z(+) obsahujíí mno¾inu f�1; 1g je u¾ rovnaelému Z tj. hf�1; 1gi = Z. Podle pøedhozí poznámky jsou tedy f a g shodné,jestli¾e f(1) = g(1) a f(�1) = g(�1).(2) Uva¾ujme-li nyní dva homomor�smy f; g : Z ! G na algebøe elýh èíselZ(+;�) a obené algebøe G(+;�) s jednou binární operaí + a jednou unárníoperaí +. Neh» f; g : Z ! G je homomor�smus. Potom hf�1; 1gi = Z, a podle3.8 jsou f a g shodné, jestli¾e f(1) = g(1).De�nie. Neh» � je ekvivalene a � je n-ární operae na mno¾inì A. Je-li �sluèitelná s �, de�nujeme operai � na faktoru A=� pøedpisem �([a1℄�; : : : ; [an℄�) =[�(a1; : : : ; an)℄�. Je-li � kongruene na algebøe A, pak tímto zpùsobem de�nujemena A=� strukturu algebry stejného typu.Poznámka 3.10. Je-li � kongruene na algebøe A, pak je de�nie algebry A=�korektní, jde o algebru stejného typu jako A a pøirozená projeke �� : A ! A=� jehomomor�smus.Dùkaz. Vezmìme libovolnou n-ární operai � algebry A a neh» [aj ℄� = [bj ℄�, j =1; : : : n. Potom (aj ; bj) 2 �, kde j = 1; : : : n, proto [�(a1; : : : ; an)℄� = [�(b1; : : : ; bn)℄�,tedy de�nie operaí na A=� je korektní. Zbytek tvrzení je pøímý dùsledek de�-nie. �De�nie. Neh» � � � jsou dvì ekvivalene na A. De�nujme relai �=� na A=�následovnì: ([a℄�; [b℄�) 2 �=�, (a; b) 2 �.Poznámka 3.11. Buï � kongruene na algebøe A.(1) Je-li � kongruene na A obsahujíí �, je �=� dobøe de�novaná kongruenena algebøe A=�.



18 JAN ®EMLIÈKA(2) Je-li � kongruene na algebøe A=�, potom existuje právì jedna kongruene �na algebøe A obsahujíí �, pro ní¾ � = �=�.Dùkaz. (1) Staèí ovìøit, ¾e je �=� dobøe de�novaná, zbytek je okam¾itým dùsledkemde�nie �=� a operae na faktorové algebøe A=�. Mìjme [a1℄� = [a2℄� [b1℄� =[b2℄�. Potom (a1; a2); (b1; b2) 2 � � �, tedy díky tranzitivitì a symetrii � platí, ¾e(a1; b1) 2 � , (a2; b2) 2 �.(2) Jediný mo¾ný zpùsob, jak de�novat � nám dává pøedpis (a; b) 2 � ,([a℄�; [b℄�) 2 �. Nyní staèí pøímoèaøe nahlédnout, ¾e jsme takto zavedli kongruenina A. �Podobnì jako u grup øekneme, ¾e dvì algebry A(�ij i 2 I) a B(�ij i 2 I) stejnéhotypu jsou izomorfní, existuje-li mezi nimi izomor�smus (budeme psát A(�ij i 2 I) �=B(�ij i 2 I) nebo zjednodu¹enì A �= B bude-li jasné nebo naopak pro dal¹í úvahynepotøebné vìdìt jaký systém operaí na algebráh uva¾ujeme). Nyní u¾ mù¾emevyslovit obené verze Vìty o homomor�smus a Vìt o izomor�smus:Poznámka 3.12. (Vìta o homomor�smu) Buï f : A ! B homomor�smus dvoualgeber stejného typu a neh» � je kongruene na algebøe A. Pak existuje homo-mor�smus g : A=� ! B splòujíí podmínku g�� = f právì tehdy, kdy¾ � � kerf .Naví, pokud g existuje, je g izomor�smus, právì kdy¾ f je na a kerf = �.Dùkaz. Tvrzení doká¾eme stejnì jako Vìtu o homomor�smu pro grupy (1.21).Nejprve pøedpokládejme, ¾e existuje homomor�smus g : A=� ! B splòujíípodmínku g�� = f , tedy g([a℄�) = f(a) a vezmìme (a1; a2) 2 �. Pak [a1℄� = [a2℄�,a proto f(a1) = g([a1℄�) = g([a2℄�) = f(a2). Tedy (a1; a2) 2 kerf .Je-li naopak � � ker f , ovìøujeme, ¾e de�nie g daná pøedpisem g([a℄�) = f(a) jekorektní. Vezmeme-li [a1℄� = [a2℄� � ker f , pak g([a1℄�) = f(a1) = f(a2) = g([a2℄�).®e je g homomor�smus je zjevné z jeho de�nie.Koneènì doká¾eme závìreènou ekvivaleni. Proto¾e g(G1=�) = f(G1), opìt vi-díme, ¾e g je na, právì kdy¾ je f na. Je-li g naví prosté a zvolíme-li (a1; a2) 2 ker f ,pak g([a1℄�) = f(a1) = f(a2) = g([a2℄�), a proto (a1; a2) 2 �. Ovìøili jsme, ¾ekerf � �, a proto¾e u¾ víme, ¾e � � ker f , máme rovnost � = ker f . Koneènìpøedpokládejme, ¾e g([a1℄�) = g([a2℄�). Potom f(a1) = f(a2), a proto (a1; a2) 2 �a [a1℄� = [a2℄�, èím¾ jsme ovìøili, ¾e je g prosté. �Vìta 3.13 (1. vìta o izomor�smu). Neh» f : A ! B je homomor�smus dvoualgeber stejného typu. Pak f(A) je podalgebra B (tedy algebra stejného typu) aA=ker f je izomorfní f(A).Dùkaz. Rozmyslíme si, ¾e podle 3.4(3) je f(A) je podalgebra B a poté stejnì jakov dùkazu 1.22 pou¾ijeme Vìtu o homomor�smu 3.12 na � = ker f . �Vìta 3.14 (2. vìta o izomor�smu). Neh» � � � jsou dvì kongruene na algebøeA. Pak algebra A=� je izomorfní algebøe (A=�)=(�=�).Dùkaz. I tentokrát postupujeme stejnì jako v dùkazu Vìty o izomor�smu pro grupy1.24: nejprve pou¾ijeme 3.12 pro homomor�smy �� : A ! A=� a �� : A ! A=�,která nám dává homomor�smus g : A=� ! A=� splòujíí vztah g([a℄�) = [a℄�.Zbývá spoèítat ker g = �=� a pou¾ít 3.13. �Pøipomeòme, ¾e term je jakákoli promìnná a jsou-li t1; : : : ; tn termy a � funkènísymboly (operae) èetnosti n, pak i �(t1; : : : ; tn), je term, dále je-li P predikát



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 19èetnosti n a t1; : : : ; tn jsou termy, pak je výraz P (t1; : : : ; tn) atomikou formulí aa jsou-li ' a  dvì formule, pak výrazy (' !  ), (' ^  ), (' _  ), :', 8' a 9'jsou rovnì¾ formule. Jazykem predikátové logiky (prvního øádu) potom rozumímev¹ehny formule, které vyniknou z daného systémem funkèníh a predikátovýhsymbolù.Dále pøipomeòme, ¾e formule ' platí ve struktuøe A (tedy napøíklad v algebøe sdaným systémem operaí, které se v jazye algeber daného typu objeví jako funkènísymboly), právì kdy¾ je ' splnìna ka¾dým ohodnoením promìnnýh nosné mno-¾iny A strukturyA. Uzavøenou formulí rozumíme formuli, která neobsahuje ¾ádnouvolnou promìnnou. V na¹ih úvaháh se pro jednoduhost omezíme na jazyk s je-diným predikátovým symbolem = a promìnnými jako prvky algebry.Vìta 3.15. Neh» A(�ij i 2 I) je algebra a B(�ij i 2 I) jsou dvì izomorfníalgebry (stejného typu) a Potom uzavøená formule ' jazyka algeber platí v algebøeA(�ij i 2 I), právì kdy¾ platí v algebøe B(�ij i 2 I).Dùkaz. Neh» f : A ! B je nìjaký izomor�smus algeber A = A(�ij i 2 I) aB = B(�ij i 2 I), ' formule. Vezmeme-li nìjaké ohodnoení e formule ' v A,oznaèíme fe, které hodnotì e(x) nìjaké promìnné v A pøiøadí hodnotu fe(x) té¾epromìnné v B. Je-li E mno¾ina v¹eh ohodnoení formule ' v A, vidíme, ¾e mno¾inaffej e 2 Eg tvoøí právì mno¾inu v¹eh ohodnoení formule ' v B, nebo» f jebijeke. Dále snadno nahlédneme, ¾e a pro ka¾dou uzavøenou formuli ' platí, ¾ebuï A j= ' nebo A j= :', a proto¾e f je izomor�smus algeber A a B, staèíindukí podle poètu krokù, jimi¾ je ' odvozena z atomiký formulí a jimi¾ jsou vnih vytvoøeny zúèastnìné termy, dokázat A j= ' implikuje B j= '.Nejprve uvá¾íme jedinou atomikou formuli t = s, kde t = t(x1; : : : ; xn) a s =s(x1; : : : ; xn) jsou termy v promìnnýh x1; : : : ; xn. Mìjme realizai nìjaké funkèníhosymbolu na obou algebráh, tedy právì n-ární operai �i pro nìjaké i 2 I a pøedpo-kládáme napøíklad, ¾e t = �i(t1; : : : ; tn), kde t1; : : : ; tn jsou termy a neh» e je nìjakéohodnoení formule t = s. Proto¾e e(�i(t1; : : : ; tn) = �i(e(t1); : : : ; e(tn)) a z indukè-ního pøedpokladu u¾itého pro termy t1; : : : ; tn víme, ¾e f(e(ti)) = fe(ti) (t.j. obrazizomor�smem f termu ti ohodnoeného v algebøeA pomoí e je tý¾ jako ohodnoenítermu ti ohodnoený v algebøe B ohodnoením fe). Proto¾e je f homomor�smus,vidíme, ¾e f(e(�i(t1; : : : ; tn))) = f(�i(e(t1); : : : ; e(tn))) = �i(fe(t1); : : : ; fe(tn)) =fe(�i(t1; : : : ; tn)). Tím jsme ovìøili, ¾e platnost e(t) = e(s) implikuje platnostfe(t) = fe(s).Zbytek dùkazu u¾ je jen pøímoèaré indukèní ovìøení platnosti formule na Bvzniklé pou¾itím pravidel ('!  ), ('^ ), ('_ ), :', (8x)' a (9x)' z þkrat¹íh"formulí '  za pøedpokladu, ¾e daná þdlouhá" formule platí na A. �Závìrem poznamenejme, ¾e na izomorfníh algebráh ekvivalene platí i výrokyvyøèené v bohat¹ím jazye (napøíklad tvrzení, které se vyslovuje o struktuøe podal-geber nìjaké algebry). 4. SvazyPøipomeòme, ¾e relai � na mno¾inìM budeme øíkat uspoøádání, je-li reexivnía tranzitivní a splòuje-li podmínku a � b; b � a ) a = b pro ka¾dé a; b 2 M (tj.



20 JAN ®EMLIÈKAjde o slabì antisymetrikou relai). Dvojie (M;�) se obvykle nazývá uspoøádanámno¾ina.De�nie. Neh» (M;�) je uspoøádaná mno¾ina a a; b;  2M . Øekneme, ¾e prvek bpokrývá prvek a (pí¹eme a < � b), jestli¾e a � b, a není b a a �  � b)  = a nebo = b. Hasseovým diagramem uspoøádané mno¾iny (M;�) rozumíme orientovanýgraf, jeho¾ vrholy tvoøí prvky mno¾iny M a a je s b spojen takovou hranou, ¾e bse nahází vý¹e ne¾ a, právì kdy¾ b pokrývá a.Pøíklad 4.1. Následujíí relae jsou uspoøádáním:(1) = na mno¾inì v¹eh pøirozenýh èísel N,(2) � na mno¾inì v¹eh elýh (reálnýh, raionálníh) èísel Z (R, Q),(3) � na mno¾inì v¹eh podmno¾in P(X) mno¾iny X ,(4) id na libovolné neprázdné mno¾inì M .De�nie. Neh» � je uspoøádání na mno¾inì M a A � M . Øekneme, ¾e m 2 Aje nejmen¹í (resp. nejvìt¹í) prvek mno¾iny A, jestli¾e m � a (resp. a � m) prov¹ehna a 2 A. Supremem (resp. in�mem) mno¾iny A budeme rozumìt nejmen¹íprvek mno¾iny fn 2 M j 8a 2 A : a � ng (resp. nejvìt¹í prvek mno¾iny fn 2M j 8a 2 A : n � ag), supremum znaèíme sup� a in�mum inf�. Dvojii (M;�)budeme øíkat svaz, pokud pro ka¾dé dva prvky a; b 2 A existuje supremum ain�mum mno¾iny fa; bg. Svaz (M;�) je úplným svazem, existuje-li supremum ain�mum ka¾dé podmno¾iny mno¾iny M .Pøíklad 4.2. (1) (N; =), kde sup=(n;m) = nsn(n;m) a inf=(a; b) = NSD(n;m), jepøíkladem svazu(2) (Z;�), (R;�), (Q;�), kde sup�(a; b) = max(a; b) a inf�(a; b) = min(a; b),je rovnì¾ (dokone lineárnì uspoøádaný) svaz.(3) (P(X);�), je úplný svaz, kde sup�(B) = SB a inf�(B) = TB pro ka¾doupodmno¾inu B � P(X).De�nie. Neh» (M;�) je svaz. Pro ka¾dé dva prvky m;n 2M oznaème m_n =sup�(m;n) a m ^ n = inf�(m;n). Potom binární operai _ nazveme spojení a ^prùsek.Poznámka 4.3. Buï (M;�) svaz. Pak pro v¹ehna a; b;  2M platí:(S1) a _ b = b _ a, a ^ b = b ^ a,(S2) a _ a = a = a ^ a,(S3) a _ (b _ ) = (a _ b) _ , a ^ (b ^ ) = (a ^ b) ^ ,(S4) a _ (b ^ a) = a = a ^ (b _ a).Dùkaz. Vlastnosti (S1) a (S2) jsou okam¾itým dùsledkem de�nie ^ a _.(S3) Polo¾me d = a_(b_). Doká¾eme, ¾e je d supremem mno¾iny fa; b; g. Podlede�nie _ je a � d a b;  � b_ � d, tedy d je horní odhad mno¾iny fa; b; g. Zvolmenìjaké e, pro nì¾ a; b;  � e. Pak (b_) � e, proto¾e je e horní odhad mno¾iny fb; ga (b_) je supremem této mno¾iny. Stejným argumentem dostaneme a_ (b_) � e,tedy a _ (b _ ) = sup�(fa; b; g) =  _ (a _ b) = (a _ b) _  díky (S1). Dùkaz druhépodmínky je symetriký.(S4) Proto¾e b ^ a � a a a � a, máme a _ (b ^ a) � a. Naopak a � a _ (b ^ a),tedy ze slabé antisymetrie plyne, ¾e a = a _ (b ^ a). I tentokrát pro ovìøení druhépodmínky staèí zamìnit spojení prùsekem a relai � relaí �. �



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 21Poznámka 4.4. Neh» M(^;_) je algebra s dvìma binárními operaemi, kterésplòují podmínky (S1) { (S4). De�nujme na M relai � pøedpisem: a � b , b =a _ b. Pak platí a � b , a = a ^ b, dále (M;�) je svaz a sup�(a; b) = a _ b ainf�(a; b) = a ^ b.Dùkaz. Nejprve uká¾eme, ¾e je � uspoøádání. Proto¾e a = a _ a díky (S2), mámepodle de�nie a � a. Vezmeme-li a � b a b � , tj. b = a _ b,  = b _ , pak = (a_ b)_  = a_ (b_ ) = a_  díky (S3), tedy a � . Koneènì platí-li, ¾e a � ba b � a, dostáváme z (S1), ¾e b = a _ b = b _ a = a.Nyní ovìøíme, ¾e b = a _ b, a = a ^ b. Za symetrie podmínek pro ^ a _ plyne,¾e staèí abyhom ovìøili jen jednu implikai. Neh» napøíklad b = a _ b. Potoma ^ b = a ^ (a _ b) = a ^ (b _ a) = a podle (S1) a (S4). Vidíme, ¾e je de�nie �symetriky formulovatelná pomoí podmínky a � b, a = a ^ b.Zbývá dokázat, ¾e sup�(a; b) = a_b (tvrzení pro ^ se doká¾e symetriky). Pøednìa_(a_b) = (a_a)_b = a_b díky (S3) a (S2) a b_(a_b) = (a_b)_b = a_(b_b) = a_bdíky (S1), (S3) a (S2), tudí¾ a; b � (a _ b). Vezmeme-li prvek , pro který a; b � ,pak  = a _  a  = b _ , proto  = a _ (b _ ) = (a _ b) _  podle (S3). Tím jsmeovìøili, ¾e (a _ b) � , o¾ znamená, ¾e sup�(a; b) = a _ b. �Pøedhozí dvì poznámky ukazují vzájemnì jednoznaènou korespondeni mezisvazy a algebramiM(^;_) splòujíími podmínky (S1) { (S4). Proto budeme svazemnazývat i algebru M(^;_) a na mno¾inì M budeme zároveò pou¾ívat operae ^ a_ i odpovídajíí relai �. V¹imnìme si, ¾e je-li M(^;_) svaz, pak i M(_;^) tvoøísvaz (mluvíme o opaèném svazu s opaèným uspoøádáním �). Koneènì podsvazemrozumíme podalgebru algebry M(^;_).Pøíklad 4.5. U pøíkladù svazù uvedenýh v 4.2 máme tedy dva zpùsoby jak nasvaz nahlí¾et:(1) (N; =) odpovídá algebøe N(NSD; nsn),(2) (Z;�) (respektive (R;�), (Q;�)) odpovídá algebøe Z(min;max) (respek-tive R(min;max), Q(min;max)).(3) (P(X);�) odpovídá algebøe P(X)(\;[),Vìta 4.6. Neh» C je uzávìrový systém. Pak (C;�) tvoøí úplný svaz, kde sup�(B) =TfC 2 CjSB � Cg a inf�(B) = TB pro ka¾dé B � C .Dùkaz. � je uspoøádání a TB je zjevnì in�mem. Proto¾e je C uzavøené na prùniky,je TfX 2 CjSB � Xg nejmen¹ím prvkem C obsahujíím v¹ehna B 2 B, o¾ jepodle de�nie právì supremum vzhledem k inkluzi. �Dùsledek 4.7. Systém v¹eh podalgeber i systém v¹eh kongruení na algebøe spolus inkluzí je díky 3.6 svazem.De�nie. O svazu S(^;_) øekneme, ¾e je distributivní, platí-li pro ka¾dé a; b;  2 Srovnost a _ (b ^ ) = (a _ b) ^ (a _ ).Pøíklad 4.8. (1) Svaz P(X)(\;[), kde P(X) je mno¾ina v¹eh podmno¾in mno¾inyX , je distributivní.(2) Neh» M5 = f0;1; u; v; wg, buï 0 nejmen¹í prvek, 1 nejvìt¹í prvek a u_ v =u _ w = v _ w = 1 a u ^ v = u ^ w = v ^ w = 0. Proto¾e u _ (v ^ w) = u _ 0 6=1 = 1 ^ 1(u _ v) ^ (u _ w), není M5(^;_) distributivní svaz. (øíká se mu obvyklediamant).



22 JAN ®EMLIÈKAPoznámka 4.9. Svaz S(^;_) je distributivní, právì kdy¾ pro ka¾dé a; b;  2 S platí,¾e a ^ (b _ ) = (a ^ b) _ (a ^ ), tedy svaz S(^;_) je distributivní, právì kdy¾ jeopaèný svaz S(_;^) distributivní.Dùkaz. Ze symetrie vlastností operaí plyne, ¾e staèí dokázat pouze jednu implikai.Neh» je svaz distributivní. Budeme s vyu¾itím de�nie distributivity a 4.3 upravo-vat: (a^ b)_ (a^ ) = ((a^ b)_ a)^ ((a^ b)_ ) = a^ (a_ )^ (b_ ) = a^ (b_ ),kde druhá rovnost plyne z (S4) a tøetí rovnost plyne z (S1) a (S4) a �De�nie. Neh» f : A! B je zobrazení a (A;�) a (B;�) jsou svazy. Øekneme, ¾eje f homomor�smus (izomor�smus) jde-li o homomor�smus (izomor�smus) algeberA(^;_) a B(^;_) a f nazveme monotónním zobrazením, platí-li implikae a1 �a2 ) f(a1) � f(a2). Podsvazem svazuA(^;_) budeme rozumìt podalgebru algebryA(^;_).Pøí¹tí semestr doká¾eme, ¾e je svaz modulární, právì kdy¾ neobsahuje podsvazizomorfní svazu N5, a ¾e je distributivní, právì kdy¾ neobsahuje ani podsvaz izo-morfní N5, ani podsvaz izomorfní M5.Poznámka 4.10. Homomor�smus svazù je monotónní zobrazení.Dùkaz. Je-li f : A ! B homomor�smus svazù a a1 � a2 2 A, pak a2 = a1 _ a2.Proto f(a2) = f(a1 _ a2) = f(a1) _ f(a2) a tedy f(a1) � f(a2). �Pøíklad 4.11. Uva¾ujme svazy (S1;�) a (S2;�), kde S1 = f0; 1; a; bg, S2 =f0;1;A;Bg a daný relaemi: 0 < � a < � 1, 0 < � b < � 1 a 0 < � A < � B < � 1.Potom zobrazení f(0) = 0, f(1) = 1, f(a) = A, f(b) = B je monotónní, ale neníto homomor�smus svazù, proto¾e f(a ^ b) = f(0) = 0 6= A = f(a) ^ f(b).Vìta 4.12. Bijeke svazù f je izomor�smus, právì kdy¾ jsou f i f�1 monotónnízobrazení.Dùkaz. Díky 4.10 staèí dokázat zpìtnou implikai. Ovìøíme sluèitelnost f napøíklads _. Mìjme f : A! B takovou bijeki svazù, ¾e f i f�1 jsou monotónní, a zvolmea; b 2 A. Proto¾e a; b � a _ b, je f(a); f(b) � f(a _ b), tudí¾ f(a) _ f(b) � f(a _ b).Podobnì f(a); f(b) � f(a)_f(b), proto a; b � f�1(f(a)_f(b)) a a_b � f�1(f(a)_f(b)). Pou¾ijeme-li na poslední vztah znovu monotonii f , dostaneme f(a _ b) �f(a) _ f(b). Ze slabé antisymetrie �, potom plyne, ¾e f(a _ b) = f(a) _ f(b). �De�nie. Neh» má svaz S(^;_) nejmen¹í prvek 0 a nejvìt¹í prvek 1. Prvek a 2S nazveme atomem (resp. koatomem), jestli¾e a pokrývá 0 (resp. 1 pokrývá a).Komplementem prvku a 2 S nazveme takový prvek a0 2 S, ¾e a_a0 = 1 a a^a0 = 0.Poznámka 4.13. Ka¾dý prvek distributivního svazu má nejvý¹e jeden komplement.Dùkaz. Neh» a _ bi = 1 a a ^ bi = 0 pro i = 1; 2. Pak bi = bi ^ 1 = bi ^ (a _ bj) =(bi ^ a) _ (bi ^ bj) = 0 _ (bi ^ bj) = bi ^ bj , tedy bi � bj pro v¹ehna i; j 2 f1; 2g,o¾ znamená, ¾e b1 = b2. �De�nie. Booleovou algebrou nazveme takovou algebru S(_;^;0;1; 0), ¾e S(^;_)je distributivní svaz s nejvìt¹ím prvkem 1 a nejmen¹ím prvkem 0 a unární ope-rae 0 pøiøadí ka¾dému prvku jeho komplement. Homomor�smem (izomor�smem)Booleovýh algeber rozumíme homomor�smus (izomor�smus) algeber v obvyklémsmyslu.



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 23Pøíklad 4.14. Neh» P(X) je mno¾ina v¹eh podmno¾in mno¾iny X a pro ka¾doupodmno¾inu Y � X de�nujme Y 0 = X n Y . Pak P(X)([;\; ;; X; 0) je Booleovaalgebra.Poznámka 4.15. Neh» S(_;^;0;1; 0) je Booleova algebra. Pak pro ka¾dé a; b 2 Splatí:(1) (a0)0 = a,(2) (1)0 = 0 a (0)0 = 1,(3) (a _ b)0 = a0 ^ b0,(4) (a ^ b)0 = a0 _ b0.Dùkaz. (1) a (2) plyne pøímo z de�nie a 4.13 a (4) je symetriké k (3).(3) (a _ b) ^ (a0 ^ b0) = (a ^ a0 ^ b0) _ (b ^ a0 ^ b0) = 0 _ 0 = 0 a podobnì(a _ b) _ (a0 ^ b0) = (a _ b _ a0) ^ (a _ b _ b0) = 1 _ 1 = 1. �Vezmeme-li M = fm1; : : : ;mng neprázdnou koneènou podmno¾inu Booleovyalgebry, pak znaème VM = m1 ^m2 ^ � � � ^mn a WM = m1 _m2 _ � � � _mn. DáleV ; = 1 a W ; = 0.Vìta 4.16. Buï S(_;^;0;1; 0) koneèná Booleova algebra a A buï mno¾ina v¹ehatomù svazu S. Potom zobrazení � : P(A) ! S dané pøedpisem �(B) = WB jeizomor�smus Booleovýh algeber S(_;^;0;1; 0) a P (A)([;\; ;; X; 0).Dùkaz. De�nujme nejprve zobrazení  : S ! P(A) pøedpisem  (s) = fa 2 Aj a �sg. Okam¾itì vidíme, ¾e zobrazení � i  jsou monotónní vzhledem k inkluzi a�(;) = 0. Uká¾eme-li naví, ¾e je � bijeke sluèitelná s prùsekem a spojením, paknutnì �(A) = 1 a �(B0) = �(B)0 pro ka¾dé B 2 P(A). Podle 4.12 tedy zbýváovìøit, ¾e � Æ  = IdS i  Æ � = IdP(A), tedy ¾e � je bijeke a ��1 =  .Polo¾me t = � (s) = Wfa 2 Aj a � sg. Potom t = Wfa 2 Aj a � sg � s.V¹imnìme si, ¾e díky distributivitì s = s^1 = s^(t_t0) = (s^t)_(s^t0) = t_(s^t0).Pøedpokládáme-li, ¾e t 6= s, pak z pøedhozího vidíme, ¾e (s ^ t0) 6= 0, a díkykoneènosti S najdeme nìjaký atom a0, který le¾í pod prvkem s ^ t0, tedy a � t0 aa 2  (s), a proto a � t. Zjistili jsme, ¾e a � t ^ t0 = 0, o¾ je spor, tudí¾ s = t.Nyní polo¾me C =  �(B) = fa 2 Aj a � WBg. Vezmeme-li b 2 B, pak b � WB,a proto b 2 C, èím¾ jsme ovìøili inkluzi B � C. Zvolme tedy  2 C a uva¾me, ¾e0 6=  =  ^ WB = Wf ^ bj b 2 Bg díky distributivitì a koneènosti B. To ov¹emznamená, ¾e existuje b 2 B, pro nì¾ ^ b 6= 0. Proto¾e jsou oba prvky b a  atomy,máme b = , èím¾ jsme dokázali, ¾e B = C. �Pøíklad 4.17. (1) Je-li S(_;^;0;1; 0) Booleova algebra o 64 = 26 prvíh, pakje podle pøedhozí vìty izomorfní Booleovì algebøe P (X)([;\; ;; ; 0) pro X =f1; 2; 3; 4; 5; 6g.(2) Neexistuje ¾ádná patnátiprvková Booleova algebra, proto¾e podle Vìty 4.16musí být ka¾dá Booleova algebra izomorfní potenèní Booleovì algebøe, tedy musímít 2n prvkù, kde n je poèet atomù.5. Okruhy a ideályDe�nie. Okruhem budeme nazývat ka¾dou takovou algebru R(+; �;�; 0; 1), ¾eR(+) je komutativní grupa s neutrálním prvkem 0 a operaí opaèného prvku�, R(�)



24 JAN ®EMLIÈKAje monoid s neutrálním prvkem 1 a pro ka¾dé a; b;  2 R platí, ¾e a�(b+) = a�b+a�a (a+ b) �  = a � + b � . Okruh se nazývá komutativní, je-li operae � komutativní.Pøíklad 5.1. (1) Z(+; �;�; 0; 1) a Zn(+; �;�; 0; 1) pro ka¾dé pøirozené n > 1 jsoukomutativní okruhy.(2) Je-li T tìleso a Mn(T ) znaèí mno¾inu v¹eh ètverovýh mati nad T stupnìn, pak Mn(T )(+; �;�;0n; In) je okruh.Poznámka 5.2. Neh» R(+; �;�; 0; 1) je okruh. Pak pro ka¾dé a; b 2 R platí:(1) 0 � a = a � 0 = 0,(2) (�a) � b = a � (�b) = �(a � b),(3) (�1) � a = a � (�1) = �a,(4) 1 je rùzné od 0, právì kdy¾ jRj > 1 (tj. R je netriviální okruh).Dùkaz. U bodù (1){(3) doká¾eme jen jednu rovnost, dùkaz druhé je symetriký.(1) Vyu¾ijeme-li de�nitorikou vlastnost prvku 0 a distributivitu, dostanemea�0 = a�(0+0) = a�0+a�0. Pøièteme-li k levé a pravé stranì rovnosti a�0 = a�0+a�0prvek �(0 � a), vidíme, ¾e a � 0 = 0.(2) Opìt díky distributivitì máme (�a) � b+ a � b = (�a+ a) � b = 0 � b = 0, kdeposlední rovnost plyne z (1).(3) Dostáváme pøímo z (2) pro b = 1.(4) Pøímá implikae je triviální, pøedpokládejme tedy, ¾e 1 = 0 a vezmìmelibovolné a 2 R. Potom a = a � 1 = a � 0 = 0 podle de�nie a (1). �De�nie. Neh» R(+; �;�; 0; 1) je okruh. Øekneme, ¾e mno¾ina I � R je pravý(resp. levý) ideál okruhu R, jestli¾e je I podgrupa grupy R(+) a pro ka¾dé i 2 Ia r 2 R platí, ¾e i � r 2 I (resp. r � i 2 I). Mno¾inu I nazveme ideálem, je-li pravým a zároveò levým ideálem. Homomor�smus (izomor�smus) okruhù budehomomor�smus (izomor�smus) pøíslu¹nýh algeber.Pøíklad 5.3. (1) f0g a R jsou (tzv. triviálními) ideály ka¾dého okruhu R.(2) Mno¾iny aR = fa�rj r 2 Rg (resp. Ra = fr�aj r 2 Rg) jsou (tzv. hlavní) pravé(resp. levé) ideály okruhu R pro ka¾dé a 2 R. Ovìøíme to napøíklad pro aR. Je-liar; as 2 aR, pak díky distributivitì ar + as = a(r + s) 2 aR a �ar = a(�r) 2 aRpodle 5.2(2). Dále 0 = a0 2 aR díky 5.2(1) a (ar)x = a(rx) 2 aR díky asoiativitìpro libovolné x 2 R.(3) Podle (2) a 2.5 jsou ideály okruhu elýh èísel Z(+; �;�; 0; 1) právì tvaru kZa ideály okruhu Zn(+; �;�; 0; 1) tvaru kZn, kde k < n je 0 nebo dìlitel èísla n.O (levém, pravém) ideálu I okruhu R(+; �;�; 0; 1) øekneme, ¾e je vlastní, jestli¾eI 6= f0g a I 6= R.Obdobnì jako v pøípadu faktorizae grup podle normálníh podgrup budemefaktor okruhu R podle kongruene jednoznaènì odpovídajíí ideálu I znaèit R=I .Poznamenejme, ¾e faktorová algebra R=I je opìt okruh.De�nie. Øekneme, ¾e prvek okruhu R(+; �;�; 0; 1) je invertibilní, jedná-li se oinvertibilní prvek monoidu R(�). Øekneme, ¾e okruh R je tìlesem, jsou-li v¹ehnyprvky mno¾iny R n f0g invertibilní. Koneènì ideál okruhu R(+; �;�; 0; 1) je maxi-mální, je-li koatomem svazu v¹eh ideálù okruhu R.Poznámka 5.4. Je-li R(+; �;�; 0; 1) okruh a I jeho pravý nebo levý ideál, pakI = R, právì kdy¾ 1 2 I.



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 25Dùkaz. Pøímá implikae je triviální. Jestli¾e 1 2 I a r 2 R, potom r = 1 � r =(r � 1) 2 I , je-li I pravý (levý) ideál. �Vìta 5.5. V netriviálním okruhu R(+; �;�; 0; 1) je ekvivalentní:(1) R je tìleso,(2) R neobsahuje ¾ádné vlastní pravé ideály,(3) R neobsahuje ¾ádné vlastní levé ideály.Dùkaz. Staèí dokázat ekvivaleni (1) a (2).Pøedpokládejme, ¾e je R tìleso a mìjme nìjaký nenulový pravý ideál I . Pakexistuje 0 6= i 2 I a k nìmu inverzní prvek i�1 2 R, tedy 1 = i � i�1 2 I a protoI = R podle 5.4.Pøedpokládejme, ¾e R neobsahuje ¾ádné vlastní pravé ideály a vezmìme libovolnìnenulový prvek a 2 R. Potom 0 6= a = a � 1 2 aR, tedy podle pøedpokladu aR = R.Proto existuje b 2 R, pro nìj¾ a � b = 1. Poznamenejme, ¾e díky 5.2(1) a (4) opìtb 6= 0, a tudí¾ mù¾eme stejným argumentem najít  2 R, pro které b �  = 1. Nynía =  podle 1.4 a b je tedy inverzní k a. �Poznámka 5.6. Buï C uzávìrový systém obsa¾ený v systému v¹eh ekvivalení namno¾inì A. Neh» pro N � P(A) a e 2 A platí:(a) [e℄� 2 N pro ka¾dé � 2 C,(b) pro ka¾dé N 2 N existuje takové � 2 C, ¾e N = [e℄�,() pro ka¾dé �; � 2 C platí, ¾e [e℄� � [e℄� ) � � �.Pak N je uzávìrový systém na A (a tedy svaz) a zobrazení ' : C ! N danépøedpisem '(�) = [e℄� je izomor�smus svazù.Dùkaz. Nejprve uká¾eme, ¾e je N uzávìrový systém. Proto¾e A � A 2 C, mámeA = [e℄A�A 2 N díky (a). Vezmeme-li Ni 2 N , i 2 I , pak podle (b) existuje proka¾dé i 2 I taková ekvivalene �i 2 C, ¾e Ni = [e℄�i . Proto¾e je C uzávìrový systém,tedy Ti2I �i 2 C, dostáváme Ti2I Ni = Ti2I [e℄�i = [e℄Ti2I �i 2 N opìt díky (a).Nyní staèí podle 4.12 ovìøit, ¾e je ' dobøe de�novaná bijeke a ¾e ' i '�1 jsoumonotónní vzhledem k inkluzi. Korektnost de�nie pøitom zaruèuje podmínka (a),podmínka (b) øíká, ¾e je ' na N , a z podmínky () plyne, ¾e jde o prosté zobrazení.Koneènì, je-li � � �, pak [e℄� � [e℄� pro ka¾dou dvojii ekvivalení � a �, o¾zaruèuje monotónii ', a monotónie '�1 je pøímo obsahem podmínky (). �Vìta 5.7. (1) V¹ehny normální podgrupy libovolné grupy G(�) tvoøí svaz a zob-razení � ! [1℄� je izomor�smus svazu v¹eh kongruení na grupì G(�) svazu v¹ehnormálníh podgrup.(2) V¹ehny kongruene a v¹ehny ideály okruhu R(+; �;�; 0; 1) tvoøí spolu sinkluzí svazy a zobrazení �! [0℄� je izomor�smus svazu v¹eh kongruení na svazuv¹eh ideálù okruhu R.Dùkaz. (1) Oznaème symbolem C mno¾inu v¹eh kongruení na G(�), tj. ekviva-lení sluèitelnýh s operaí � (viz 3.3(3)), symbolem N mno¾inu v¹eh normálníhpodgrup G(�) a symbolem e neutrální prvek G(�). Z 4.7 plyne, ¾e je C uzávìrovýsystém a 1.16 zaruèuje, ¾e jsou splnìny pøedpoklady (a), (b), () Poznámky 5.6,odkud plyne závìr.(2) Nejprve doká¾eme, ¾e ekvivalene � je kongruene na R(+; �;�; 0; 1), právìkdy¾ [0℄� je ideál a (a; b) 2 � , a � b 2 [0℄�. . Je-li � je kongruene na okruhu R,pak jde také o kongrueni grupy R(+), proto je [0℄� podle 1.16 podgrupou R(+)



26 JAN ®EMLIÈKAa (a; b) 2 � , a � b 2 [0℄�. Zbývá ovìøit, ¾e jde o ideál. Zvolme i 2 [0℄� a r 2 R,tedy (i; 0) 2 � a (r; r) 2 �, proto (ir; 0) = (ir; 0r) 2 � a (ri; 0) = (ri; r0) 2 �, tedyir; ri 2 I .Pøedpokládejme, ¾e je I je ideál a de�nujme (a; b) 2 � , a � b 2 I . PotomI = [0℄� a podle 1.16 je � sluèitelné s +. Zvolme (a; b); (; d) 2 �. Pak a � b;  �d; (a� b); b(�d) 2 [0℄�, a tudí¾ �a+ b 2 [0℄� a a� bd = (a� b)+ b(�d) 2 [0℄�,proto (�a;�b); (a�; b�d) 2 �, èím¾ jsme ovìøili, ¾e je � kongruene naR(+; �;�; 0; 1).Nyní stejným zpùsobem jako v dùkazu (1) nahlédneme ¾e jsou pro e = 0, Cmno¾inu v¹eh kongruení a N mno¾inu v¹eh ideálù okruhu R(+; �;�; 0; 1) splnìnypøedpoklady 5.6, odkud dostáváme závìr. �


