
ALGEBRA II PRO INFORMATIKY6. Komutativní okruhyDe�nie. Okruh R(+; �;�; 0; 1) se nazývá komutativní, je-li operae � komutativní.Komutativní okruh nazveme oborem integrity, platí-li pro ka¾dé a; b 2 R, ¾e a�b = 0implikuje a = 0 nebo b = 0.Podokruhem okruhu R(+; �;�; 0; 1) budeme rozumìt ka¾dou podalgebru algebryR(+; �;�; 0; 1).Pøíklad 6.1. (1) Okruhu elýh èísel Z(+; �;�; 0; 1) je oborem integrity.(2) Ka¾dé komutativní tìleso i ka¾dý jeho podokruh jsou obory integrity.(3) Okruh reálnýh polynomù R[x℄(+; �;�; 0; 1) je obor integrity.Uva¾ujme obor integrity R(+; �;�; 0; 1), a de�nujme algebru F (+; �;�;0;1), kdeF = R� (R n f0g) s operaemi: (a; b) � (; d) = (a � ; b � d), (a; b)+ (; d) = (a � d+ b �; b �d), �(a; b) = (�a; b), 0 = (0; 1) a 1 = (1; 1). Na algebøe F (+; �;�;0;1) koneènìde�nujme relai � pøedpisem (a; b) � (; d), a � d = b � .Vìta 6.2. Pro algebru F (+; �;�;0;1) platí:(1) F (+) a F (�) jsou komutativní monoidy,(2) � je kongruene na F (+; �;�;0;1) a (0; a) � 0 a (a; a) � 1 pro ka¾déa 2 R n f0g,(3) F= � je komutativní tìleso,(4) zobrazení � : R! F= � dané pøedpisem �(r) = [(r; 1)℄� je prostý okruhovýhomomor�smus.Dùkaz. Vezmìme (a; b); (; d); (e; f) 2 F .(1) Postupujeme zela pøímoèaøe podle de�nie.(a; b) + ((; d) + (e; f)) = (a; b) + ((f + de; df)) = ((adf + b(f + de); bdf)) == ((adf + bf + bde; bdf)) = (((ad + b)f + bde; bdf)) = ((a; b) + (; d)) + (e; f);(a; b) + (; d) = (ad+ b; bd) = (b+ ad; dd) = (; d) + (a; b):Ovìøili jsme, ¾e je operae + asoiativní a komutativní. Uvá¾íme-li, ¾e (a; b) +(0; 1) = (a; b), máme dokázáno, ¾e F (+) je komutativní monoid. Toté¾ provedemepro násobení:(a; b) � ((; d) � (e; f)) = (a; b) � ((e; df)) = (ae; bdf)) = ((a; b) � (; d)) � (e; f);dále (a; b) � (; d) = (; d) � (a; b) a (a; b) � (1; 1) = (a; b), proto i F (�) je komutativnímonoid.(2) Pøednì uva¾me, ¾e je relae � zøejmì reexivní a symetriká a pøedpo-kládejme, ¾e (a; b) � (; d) a (; d) � (e; f), tedy ad = b a f = de. Potomadf = bf = bde, a proto (af � be)d = 0. Jeliko¾ d 6= 0, dostáváme z de�-nie oboru integrity, ¾e af � be = 0, a tudí¾ (a; b) � (e; f). Díky pozorováníPøíkladu 3.3 z minulého semestru zbývá ovìøit sluèitelnost � s operaemi +, �Date: 5.4.2012. 27



28 ALGEBRA II PRO INFORMATIKYa �. Pøedpokládejme, ¾e (ai; bi) � (i; di) tedy aidi = ibi pro i = 1; 2. Proto(a1b2 + b1a2)d1d2 = a1d1 � b2d2 + a2d2 � b1d1 = 1b1 � b2d2 + 2b2 � b1d1 = (1d2 +d12)b1b2, tedy (a1; b1) + (a2; b2) � (1; d1) + (2; d2). Dále a1a2d1d2 = 12b1b2,tudí¾ (a1; b1) � (a2; b2) � (1; d1) � (2; d2) a koneènì (�a1; b1) � (�1; d1) podle5.2(2). Vztahy (0; a) � 0 a (a; a) � 1 plynou okam¾itì z de�nie �.(3) Díky (1), (2) a 3.10 u¾ víme, ¾e F= � (+) a F= � (�) jsou komutativnímonoidy. Zbývá tedy dokázat existeni opaènýh prvkù monoidu F= � (+) a dis-tributivitu. Oznaème ab rozkladové tøídy [(a; b)℄�. V¹imnìme si, ¾e adbd = ab proka¾dé nenulové b; d 2 R, proto¾e (ad; bd) � (a; b). Nyní snadno spoèítáme, ¾eab + �ab = a+ (�a)bb = 0bb = 0;ab � d + ab � ef = abf + bdaebdbf = af + adebdf = ab � f + dedf = ab � ( d + ef ):Koneènì, zvolíme-li ab 6= 0, pak (a; b) 6� (0; 1), tedy a 6= 0, a proto ba 2 F aab � ba = 1. Tím jsme dokázali, ¾e ka¾dý nenulový prvek F je invertibilní, a proto jeF= � komutativní tìleso.(4) Okam¾itì vidíme, ¾e je a1 � b1 = a�b1 , a1 + b1 = a+b1 a �(1) = 1, proto je �homomor�smus. Koneènì, je-li �(a) = �(b), pak a = b, tedy jde o prostý homomor-�smus. �De�nie. Komutativní tìleso F= � budeme nazývat podílovým tìlesem okruhu Ra jeho prvky budeme znaèit ab = [(a; b)℄�.Pøíklad 6.3. (1) Tìleso raionálníh èísel Q(+; �;�; 0; 1) je podílovým tìlesemokruhu elýh èísel Z(+; �;�; 0; 1).(2) Tìleso raionálníh lomenýh funkí je podílovým tìlesem okruhu reálnýhpolynomù R[x℄(+; �;�; 0; 1).De�nie. O okruhu R(+; �;�; 0; 1) øekneme, ¾e je Booleùv, je-li to komutativníokruh a pro ka¾dé r 2 R platí, ¾e r � r = r a r + r = 0.Pøíklad 6.4. Algebra P(X)(�;\; IdP(X); ;; X), kde � znaèí symetrikou difereni,je pro ka¾dou neprázdnou mno¾inu X Booleùv okruh. Je-li Y � X , potom je zjevnìP(Y ) ideálem okruhu P(X)(�;\; IdP(X); ;; X). Je-li naopak I ideál, v¹imnìme si,¾e je uzavøen na koneèná sjednoení svýh prvkù. Díky indukènímu argumentu námstaèí ovìøit, ¾e A[B 2 I pro ka¾dé A;B 2 I . Ov¹em A[B = (A�B)�(A\B) 2 I ,proto¾e A� B;A \B 2 I .Uva¾ujme X koneènou mno¾inu a buï I ideál. Pak je I koneèný, a proto Y =S I 2 I . Tudí¾ I = P(Y ) = Y \ P(X) a v okruhu P(X)(�;\; IdP(X); ;; X) jsouv¹ehny ideály hlavní.Poznámka 6.5. Neh» S(_;^;0;1; 0) je Booleova algebra. De�nujeme-li na Sbinární operai + pøedpisem a + b = (a ^ b0) _ (a0 ^ b), pak S(+;^; IdS ;0;1) jeBooleùv okruh. Ka¾dá podalgebra resp. kongruene Booleovy algebry S(_;^;0;1; 0)je podokruhem resp. kongruení Booleova okruhu S(+;^; IdS ;0;1).Dùkaz. Pøímo z de�nie vidíme, ¾e jsou operae + resp. ^ komutativní s neutrálnímiprvky 0 resp. 1. Dále ^ je asoiativní,a^a = a a a+a = (a^a0)_(a0^a) = 0_0 = 0,tedy ka¾dý prvek a 2 S je sám k sobì opaèný. Zbývá ovìøit asoiativitu operae



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 29+ a distributivitu _ vzhledem k +. Vezmìme libovolné a; b;  2 S. Potom díkydistributivitì Booleovy algebry a 4.17(a+ b) +  = ([(a ^ b0) _ (a0 ^ b)℄ ^ 0) _ ((a0 _ b) ^ (a _ b0) ^ ) == (a ^ b0 ^ 0) _ (a0 ^ b ^ 0) _ (a0 ^ a ^ ) _ (a0 ^ b0 ^ ) _ (b ^ a ^ ) _ (b ^ b0 ^ ) == (a ^ b0 ^ 0) _ (a0 ^ b ^ 0) _ (a0 ^ b0 ^ ) _ (b ^ a ^ ):Proto¾e a+ (b+ ) = (+ b) + a, dostáváme z pøedhozího výpoètu(b+ ) + a = ( ^ b0 ^ a0) _ (0 ^ b ^ a0) _ (0 ^ b0 ^ s) _ (b ^  ^ a) = (a+ b) + :Koneènì a ^ + b ^  = (a ^  ^ (b0 _ 0)) _ ((a0 _ 0) ^ b ^ ) == (a ^  ^ b0) _ (a0 ^ b ^ ) = [(a ^ b0) _ (a0 ^ b)℄ ^  = (a+ b) ^ :Vezmìme nyní podalgebru P a kongrueni � Booleovy algebry S(_;^;0;1; 0).Potom pro ka¾dé a; b 2 P a (i; di) 2 �, i = 1; 2 máme a0; b0; a+b = (a^b0)_(a0^b) 2P a podobnì (0i; d0i); (1^02; d1^d02); (01^2; d01^d2); (1+2; d1+d2) 2 �. Uzavøenosta sluèitelnost s dal¹ími operaemi je zøejmá. �Poznámka 6.6. Neh» S(+; �;�; 0; 1) je Booleùv okruh. De�nujeme-li na S binárníoperai _ pøedpisem a _ b = a + b+ a � b a unární operai 0 pøedpisem a0 = 1 + a,pak S(_; �; 0; 1; 0) je Booleova algebra. Ka¾dý podokruh resp. kongruene Booleovaokruhu S(+; �;�; 0; 1) je podalgebrou resp. kongruení pøíslu¹né Booleovy algebryS(_; �; 0; 1; 0).Dùkaz. Nejprve doká¾eme, ¾e je S(�;_) distributivní svaz, k èemu¾ pou¾ijeme Po-známku 4.4. Zvolme libovolnì a; b;  2 S. Komutativita � je zaruèena pøedpokladya komutativita _ plyne okam¾itì z de�nie. Dále a � a = a podle pøedpkladu aa_a = a+a+a �a = 0+a = a. Asoiativita operae � opìt plyne z pøedpokladu, ¾eS(+; �;�; 0; 1) je (Booleùv) okruh a a_ (b_ ) = a+(b+ + b � )+a � (b+ + b � ) =a+ b+ + a � b+ a � + b � + a � b �  = (a _ b) _ . Dále ovìøíme axiom (S4):a _ (b � a) = a+ b � a+ a � b � a = a+ a � b+ a � b = a;a � (b _ a) = a � (b+ a+ b � a) = a � b+ a � a+ a � b � a = a:Zbývá ovìøit jednu distributivitu:a � (b _ ) = a � (b+ + b � ) = a � b+ a � + a � b �  = (a � b) _ (a � ):Koneènì a _ 0 = a � 1 = a, a _ a0 = a + (1 + a) + a � (1 + a) = 1 + a + a � a = 1 aa � a0 = a � (1 + a) = a+ a = 0, tedy S(_; �; 0; 1; 0) je Booleova algebra.Vezmeme-li nyní podalgebru a kongrueni Booleova okruhu S(+; �;�; 0; 1), po-tom díky tomu, ¾e jsou nové operae de�nováni výluènì pomoí operaí pùvodníh,stejnì pøímoèarou argumentaí jako v 6.5 dokazuje, ¾e se jedná o podalgebru akongrueni pøslu¹né Booleovy algebry S(_; �; 0; 1; 0). �Dùsledek 6.7. (1) Je-li S(_;^;0;1; 0) Booleova algebra, pak je P její podalgebraresp. � její kongruene právì tehdy, kdy¾ je P podalgebra resp. � kongruene naBooleovì okruhu S(+;^; IdS ;0;1) zavedeném v 6.5.(2) Je-li S(+; �;�; 0; 1) je Booleùv okruh, pak je P jeho podokruh resp. � jehokongruene právì tehdy, kdy¾ je P podalgebra resp. � kongruene na Booleovì al-gebøe S(_; �; 0; 1; 0) zavedené v 6.6.Vìta 6.8. Svaz v¹eh kongruení koneèné Booleovy algebry S(_;^;0;1; 0) je izo-morfní svazu v¹eh podmno¾in P(A)(\;[), kde A je mno¾ina v¹eh atomù S.



30 ALGEBRA II PRO INFORMATIKYDùkaz. Podle Vìty 4.18 je Booleova algebra S(_;^;0;1; 0) izomorfní Booleovìalgebøe P(A)([;\; ;; A;0 ) a díky Vìtì 5.7(2) a Dùsledku 6.7 staèí popsat svaz ideálùpøíslu¹ného Booleova okruhu P(A)(�;\; IdP(A); ;; A). V pøíkladu 6.4 jsme zjistili,¾e ideály jsou právì tvaru P(Y ) pro Y 2 P(A). Koneènì snadno nahlédneme, ¾eP(Y ) _ P(Y ) = P(Y [ Z) a P(Y ) ^ P(Y ) = P(Y \ Z), tedy svaz ideálù (a tedy isvaz kongruení pùvodní Booleovy algebry) je izomorfní svazu P(A)(\;[). �Pøíklad 6.9. Buï S(_;^;0;1; 0) koneèná Booleova algebra. Víme, ¾e je S izo-morfní potenèní Boolovì algebøe nad mno¾inou v¹eh atomù A. To mimo jiné zna-mená, ¾e jSj = jP(A)j = 2jAj. Podle 6.8 existuje na S(_;^;0;1; 0) právì 2jAj = jSjkongruení.Pøíklad 6.10. Buï X koneèná mno¾ina a P(X)([;\; ;; X;0 ) Booleova algebrav¹eh podmno¾in mno¾iny X a uva¾ujme na ní nìjakou kongrueni �. Tato kon-gruene je podle 6.5 kongruení na okruhu P(X)(�;\; IdP(X); ;; X). 0znaème Y =S[;℄�. Vyu¾ijeme-li popis kongruení na okruzíh pomoí ideálù a pøipomeneme, ¾epodle 6.4 je ideál [;℄� = P(Y ), vidíme, ¾e (A;B) 2 �, právì kdy¾ A� B � Y .Cvièení:(1) Doka¾te, ¾e je ka¾dý koneèný obor nutnì tìlesem.(2) Popi¹te v¹ehny podalgebry koneèné Booleovy algebry.(3) Je faktor Boleova okruhu (Booleovy algebry) opìt Boleùv okruh (Booleova alge-bra)?(4) Najdìte nekoneènou Booleovu algebru, která nemá ¾ádné atomy.7. DìlitelnostDe�nie. Øekneme, ¾e S(�) je komutativní monoid s kráením, je-li S(�) monoid skomutativní operaí � splòujíí pro ka¾dé a; b;  2 S podmínku a �  = b �  ) a = b.Pøíklad 7.1. (1) N(�) a Z n f0g(�) jsou zøejmì komutativní monoidy s kráením.(2) Je-li R(+; �;�; 0; 1) obor integrity, pak je R n f0g(�) komutativní monoid skráením. Vezmeme-li toti¾ prvky a; b;  2 R n f0g, pro nì¾ a �  = b � , potom díkydistributivitì dostáváme 0 = a � � b �  = (a� b) � , a proto a� b = 0.Poznamenejme, ¾e komutativní monoid s kráením R n f0g(�) oboru integrityR(+; �;�; 0; 1) bude v následujíím nejvýznamnìj¹ím pøíkladem tohoto pojmu.De�nie. Buï S(�) komutativní monoid s kráením (nebo S(+; �;�; 0; 1) obor in-tegrity) a neh» a; b 2 S. Øekneme, ¾e a dìlí b (pí¹eme a=b), pokud existuje takové 2 S, ¾e b = a �. Øekneme ¾e a je asoiován s b (pí¹eme akb), pokud a=b a zároveòb=a.V¹imnìme si, ¾e prvek komutativního monoidu s kráením je asoiován s 1, právìkdy¾ je invertibilní.Poznámka 7.2. Buï R(+; �;�; 0; 1) oboru integrity Pak a=b právì kdy¾ bR � aRa akb právì kdy¾ bR = aR.Dùkaz. Jestli¾e b = a � r pro r 2 R, pak b 2 aR a proto bs 2 aR pro ka¾dé s 2 R.Platí-li bR � aR, pak i b = b1 2 aR, proto a=b.Druhou ekvivaleni dostaneme dvojím pou¾itím první ekvivalene právì doká-zaného kritéria. �



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 31Poznámka 7.3. Neh» S(�) je komutativní monoid s kráením.(1) Pro ka¾dé a; b 2 S existuje nejvý¹e jeden takový prvek  2 S, ¾e a = b � .(2) Neh» a; b 2 S. Pak akb právì tehdy, kdy¾ existuje invertibilní prvek u 2 Stak, ¾e a = b � u.(3) k je kongruene na S(�).(4) S=k(�) je komutativní monoid s kráením a relae "dìlí" na nìm tvoøí uspo-øádání.Dùkaz. (1) Jestli¾e (a =)b � 0 = b � 1, pak staèí vykrátit hodnotou b, abyhomdostali 0 = 1.(2) Pro dvojii asoiovanýh prvkù akb existuje dvojie prvkù u; v 2 S, pro nì¾a = b � u a b = a � v. Dosadíme-li do prvního vzahu za b, máme a = a � v � u, avykrátíme-li prvkem a dostáváme, ¾e 1 = v � u, tj. u a v jsou vzájemnì inverzní.Naopak je-li a = b � u pro invertibilní u 2 S, je b = a � u�1, tedy a=b i b=a.(3) Zøejmì je k reexivní a symetriká relae. Jestli¾e a=b a b=, existují x a y,pro nì¾ b = a � x a  = b � y, proto  = a � (x � y), tedy a= a dtud vidíme, ¾e relae =i k jsou ekvivalene. Mìjme a0kb0 a a1kb1. Pak podle (2) existují invertibilní prvkyu0; u1 pro které ai = bi �ui, kde i = 1; 2. Nyní a0 �a1 = (b0 � b1) � (u0 �u1), kde u0 �u1je opìt invertibilní prvek. Tedy (a0 � a1)k(b0 � b1) podle (2).(4) Je zjevné, ¾e S=k(�) je komutativní monoid. Mìjme [a℄k � [b℄k = [a℄k � [℄k,potom [a � b℄k = [a � ℄k, tedy podle (2) existuje invertibilní prvek u 2 S, pro kterýa � b = a �  � u. Nyní mù¾eme vykrátit, tudí¾ b =  � u a opìtovným pou¾itím (2)máme [b℄k = [℄k.Uvá¾íme-li, ¾e reexivita relae "dìlí" na faktorovém monoidu plyne okam¾itìz de�nie faktorové operae, zbývá ovìøit tranzitivitu a slabou antisymetrii. Neh»[a℄k � [x℄k = [b℄k a [b℄k � [y℄k = [℄k. Potom existují takové invertibilní prvky u a u,pro nì¾ a �x �u = b a b �y �v = , a proto (a �x �y) � (u �v) = a �x �u �y �v = . Proto¾eu � v je invertibilní prvek dokázali jsme, ¾e [a℄k � [x � y℄k = [℄k. Koneènì jestli¾e[a℄k � [x℄k = [b℄k a [b℄k � [y℄k = [a℄k, pak máme invertibilní w, pro které a �x �y �w = a,tedy x � y � w = 1 a x (stejnì jako y) je invertibilní prvek. Tím jsme ovìøili, ¾e[a℄k = [b℄k. �Pøíklad 7.4. Komutativní monoidy N(�) a Z n f0g=k(�) jsou izomorfní.De�nie. Buï S(�) komutativní monoid s kráením (nebo S(+; �;�; 0; 1) obor in-tegrity) a neh» a; b; ; a1; : : : ; an 2 S. Prvek  nazveme nejvìt¹í spoleèný dìlitelprvkù a1; : : : ; an (pí¹eme NSD(a1; : : : ; an)), jestli¾e =ai pro v¹ehna i, a ka¾dýprvek d 2 S, který dìlí v¹ehna ai, dìlí i prvek . Prvek  nazveme ireduibilnímprvkem, jestli¾e  není invertibilní (ani nulový v oboru integrity) a  = a � b ) kanebo kb. Prvek  nazveme prvoèinitelem, jestli¾e  není invertibilní (ani nulový) a=a � b ) =a nebo =b.Poznamenejme, ¾e ka¾dé prvoèíslo je urèitì ireduibilní prvek v oboru elýhèísel.Poznámka 7.5. Neh» S(�) je komutativní monoid s kráením a a; b; ; d; e 2 S.(1) Neh» d je NSD(a; b) a e je NSD(a � ; b � ). Potom (d � )ke(2) Neh» 1 je NSD(a; b) a a=b � . Existuje-li NSD(a � ; b � ), pak a=.



32 ALGEBRA II PRO INFORMATIKYDùkaz. (1) Proto¾e d=a, d=b a e je NSD(a � ; b � ), d=e, tj. existuje u, pronì¾ e = du. To znamená, ¾e du=a a du=b a vykrátíme-li du=a a du=b, a protodu=d, tudí¾ uk1 a (d � )ke podle 7.3.(2) Neh» e je NSD(a �; b �), pak je (1 �)ke podle (1), tedy  je NSD(a �; b �).Proto¾e je a spoleèný dìlitel b � , a � , dostáváme, ¾e a=. �Vìta 7.6. Mìjme S(�) komutativní monoid s kráením. Potom je ka¾dý prvoèini-tel ireduibilní. Pokud naví pro ka¾dé a; b 2 S existuje NSD(a; b) pak je ka¾dýireduibilní prvek prvoèinitelem.Dùkaz. Je-li p prvoèinitel a p = a � b, pak p=a � b, a=p, b=p a platí, ¾e p=a (tedy pka)nebo p=b (tedy pkb).Pøedpokládejme, ¾e je p ireduibilní, p dìlí souèin a � b a nedìlí prvek a. Pro-to¾e existuje NSD(p; a), který není asoiován s p, plyne z ireduibility p, ¾e 1 jeNSD(p; a). Naví p=a � b a existuje NSD(p � b; a � b), proto podle 7.5(2) p=b. �Pøíklad 7.7. Uva¾ujme podokruh Z[p5℄ = fa + p5bj a; b 2 Zg okruhu reálnýhèísel. Zøejmì se jedná o obor integrity, tedy Z[p5℄nf0g(�) je komutativního monoidus kráením. Lze ukázat, ¾e prvky 2, p5 + 1 a p5� 1 jsou ireduibilní, ale nejde oprvoèinitele, proto¾e 2=4 = (p5 + 1) � (p5 � 1), ale 2 nedìlí p5 + 1, ani p5 � 1(podobnì pro p5 + 1 a p5� 1).Vìta 7.8. Neh» je ka¾dý ireduibilní prvek komutativního monoidu s kráenímS(�) prvoèinitelem a neh» p1; : : : ; pr; q1; : : : ; qs 2 S jsou ireduibilní prvky takové,¾e p1 � p2 � � � � � prkq1 � q2 � � � � � qs. Potom r = s a existuje taková bijeke �, ¾e pikq�(i)pro v¹ehna i = 1; : : : ; r.Dùkaz. Tvrzení doká¾eme indukí podle r. Jesli¾e r = 1 máme p1 = u �q1 �q2 � � � � �qspro nìjaký invertibilní prvek u podle 7.3(2) a proto¾e je p1 ireduibilní máme podlestejného tvrzení s = 1 (ostatní qi by musely být invertibilní, o¾ je v rozporu sde�nií ireduibilního prvku).Neh» tvrzení platí pro r � 1. Proto¾e pr=q1 � q2 � � � � � qs, najdeme indukènímroz¹íøením de�nie prvoèinitele takové i � s, pro které pr=qi, bez újmy na obenostimù¾eme pøedpokládat, ¾e i = s. Z ireduibility prvkù pr i qs plyne, ¾e jsou nutnìasoiovány, proto mù¾eme vykrátit a dostaneme p1 � p2 � � � � � pr�1kq1 � q2 � � � � � qs�1.Nyní podle indukèního pøedpokladu r� 1 = s� 1 a dostáváme hledanou permutai� na mno¾inì f1; : : : ; r � 1g, kterou dode�nujeme �(r) = r. �De�nie. Øekneme, ¾e je R obor integrity hlavníh ideálù, jestli¾e je ka¾dý jehoideál hlavní.Poznámka 7.9. Buï R(+; �;�; 0; 1) obor integrity hlavníh ideálù a a1; : : : ; an 2 R.Pak existují prvky u1; : : : ; un tak, ¾e Pni=1 ai � ui je NSD(a1; : : : ; an).Dùkaz. Snadno nahlédneme, ¾e mno¾ina I = fPni=1 aiuij ui 2 Rg je ideál oboruintegrity hlavníh ideálù R, tedy existuje prvek  2 I , pro nìj¾ R = I . Proto¾eaiR � R, je  spoleèný dìlitel a1; : : : ; an a zvolíme-li jiného spoleèného dìlitele dtìhto prvkù, dostáváme, ¾e R = I � dR, tedy d=. �Vìta 7.10. Buï R(+; �;�; 0; 1) obor integrity hlavníh ideálù. Pak platí:(1) Ka¾dý ireduibilní prvek R(+; �;�; 0; 1) je prvoèinitelem.



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 33(2) Pro ka¾dý nenulový neinvertibilní prvek R(+; �;�; 0; 1) existují ireduibilníprvky p1; : : : ; pn 2 Rnf0g, pro nì¾ a = p1 � � � � �pn. Je-li naví a = q1 � � � � �qkpro ireduibilní prvky q1; : : : ; qk, pak n = k a existuje bijeke � tak, ¾epikq�(i) pro v¹ehna i = 1; : : : ; nDùkaz. (1) Podle 7.9 jsou splnìny pøedpoklady 7.6, které implikují závìr.(2) Díky (1) a 7.8 platí jednoznaènost, zbývá tedy dokázat existeni ireduibil-ního rozkladu.Pøedpokládejme ke sporu, ¾e nìjaký neinvertibilní prvek a 2 R nemá ireduibilnírozklad (tj. neexistje posloupnost ireduibilníh prvkù 1; : : : ; k, pro kteréa = 1 �� � � � k), a budeme induktivnì vytváøet takovou posloupnost prvkù ai a bi, ¾e ainemá ireduibilní rozklad bi není invertibilní a ai = ai+1bi+1. Nejprve polo¾ímea0 = a.Jestli¾e ai nemá ireduibilní rozklad a není invertibilní, musí existovat dva nein-vertibilní prvky x a y, z nih¾ aspoò jeden, napøíklad x, nemá ireduibilní rozklad aai = x � y (kdyby ho mìly oba, tvoøil by jejih souèin ireduibilní rozklad ai). Staèítedy polo¾it ai+1 = x a bi+1 = y.Nyní z 7.2 a 7.3 plyne, ¾e aiR � ai+1R a aiR 6= ai+1R. Snadno nahlédneme, ¾eje I = Si aiR ideál, který je podle pøedpokladu hlavní, tj. existuje takové  2 I ,¾e R = I . Proto¾e  2 aiR pro dostateènì velké i, dostáváme, ¾e R � aiR �ai+1R � R, tedy R 6= R, o¾ je spor. �Pøíklad 7.11. Proto¾e je okruh Z(+; �;�; 0; 1) obor integrity hlavníh ideálù, exis-tují v monoideh N n f0g(�) a Z n f0g(�) nejvìt¹í spoleèní dìlitelé a zøejmì existujírozklady na ireduibilní prvky, tedy jsou v N jsou ireduibilní rozklady urèeny a¾na poøadí jednoznaènì, v Z jsou jednoznaèné a¾ na poøadí a znaménko.Cvièení:(1) Doka¾te, ¾e jsou dva nejvìt¹í spoleèní dìlitelé týh¾ prvkù asoiovány.(2) Popi¹te prvoèinitele okruhu reálnýh polynomù a okruhu komplexníh polynomù.8. Eukleidovské obory integrityPøíklad 8.1. Uvìdomme si na pøíkladu polynomù z eloèíselnými koe�ienty, ja-kým zpùsobem zobenit jejih hápání jako okruhu. Uva¾ujme polynomy p; q 2Z[x℄, kde polynomem rozumíme sumu p = Pi2N0 pixi, resp q = Pi2N0 qixi, je-jih¾ skoro v¹ehny (tj. a¾ na koneènì mnoho þvýjimek") nulové. Takové polynomyumíme sèítat, odèítat a násobit: p+ q =Pi2N0(pi + qi) � xi, �p =Pi2N0(�pi) � xia p � q =Pn2N0(Pi+j=n pi � qj) � xn. V¹imnìme si, ¾e kromì okruhu Z(+; �;�; 0; 1)v zavedení klasikého pojmu polynomu vyu¾íváme je¹tì vlastnosti monoidu ne-zápornýh elýh èísel N0(+) (nebo, ekvivalentnì øeèeno, izomorfního monoidufxnj n 2 N0g(�)).Pozorování Pøíkladu 8.1 vyu¾ijeme v následujíí obené konstruki.Neh» R(+; �;�; 0; 1) je okruh a M(�; e) je monoid. Polo¾me R[M ℄ = fp : M !Rj fmjp(m) 6= 0g je koneènég. Prvek p 2 R[M ℄ budeme zapisovat také ve tvaruPm2M p(m) � m. Na R[M ℄ de�nujme binární operae + a �, unární operai � anulární operae 0 a 1:p+ q = Xm2M(p(m) + q(m)) �m; p � q = Xm2M( Xr�s=m p(r) � q(s)) �m;



34 ALGEBRA II PRO INFORMATIKY�p = Xm2M(�p(m)) �m; 0 = Xm2M 0 �m; 1 = 1 � e+ Xm2Mnfeg 0 �m:Poznámka 8.2. Neh» R(+; �;�; 0; 1) je okruh a M(�) je monoid s neutrálnímprvkem e.(1) R[M ℄(+; �;�;0;1) je okruh,(2) zobrazení i : R ! R[M ℄ dané pøedpisem i(r) = r � e (tj. [i(r)℄(m) = 0 prov¹ehna m 6= e a [i(r)℄(e) = r) je prostý okruhový homomor�smus.(3) zobrazení � :M ! R[M ℄ dané pøedpisem �(m) = 1 �m je prostý homomor-�smus monoidu M(�) do monoidu R[M ℄(�).Dùkaz. (1) Vezmìme p; q; r 2 R, kde p =Pm2M p(m) �m; q =Pm2M q(m) �m; r =Pm2M r(m) �m. Nejprve si uvìdomíme, ¾e jsou binární operae dobøe de�nované(pro nulární a unární je korektnost de�nie zøejmá). K tomu staèí uvá¾it, ¾efmj (p+ q)(m) 6= 0g � fmj p(m) 6= 0g [ fmj q(m) 6= 0ga ¾e fmj (p � q)(m) 6= 0g � fa � bj p(a) 6= 0; q(b) 6= 0g:Dále platí, ¾ep+ q = Xm2M(p(m) + q(m)) �m = Xm2M(q(m) + p(m)) �m = q + p;(p+q)+r = Xm2M[(p(m)+q(m))+r(m)℄�m = Xm2M(p(m)+q(m)+r(m))�m = p+(q+r):Proto 0 je zjevnì neutrální prvek operae + a platí, ¾e p+(�p) = 0, je R(+;�; 0)komutativní grupa.Podobnì (p+ q) � r = Xm2M Xa�b=m[p(a) + q(a)) � r(b)℄ �m == Xm2M Xa�b=m(p(a) � r(b) + q(a) � r(b)) �m = p � r + q � r;dùkaz druhé distributivity je symetriký. Koneènì zbývá ovìøit, ¾e je R(�; 1) monoid:(p�q)�r = (Xm2M Xa�b=m(p(a)�q(b))�m)�r = Xm2M Xa�b�=m(p(a)�q(b)�r())�m = (p�q)�r:a p � 1 = Xm2M Xa�b=m(p(a) � 1(b)) �m = Xm2M(p(m) � 1(e)) �m = p = 1 � p:(2) a (3) dostáváme okam¾itì z konstruke okruhu R[M ℄. �De�nie. Buï R(+; �;�; 0; 1) okruh a buï N0(+; 0) monoid nezápornýh elýhèísel se sèítáním. Potom okruh R[N0℄(+; �;�;0;1) nazveme okruhem polynomùjedné neurèité a jeho prvkùm budeme øíkat polynomy. Místo R[N0℄ budeme psátR[x℄ a polynomy budeme místo p = Pn2N0 p(n):n 2 R[x℄ zapisovat ve tvarup =Pn2N0 p(n) � xn nebo p =Pn2N0 pn � xn.Pøíklad 8.3. Polynomy víe neurèitýh mù¾eme zavést dvìma ekvivalentními zpù-soby: jednak indukí R[x1; : : : ; xn℄ = (R[x1; : : : ; xn�1℄)[xn℄ nebo jako monoidovýokruhR[N0n℄ = (R[x1; : : : ; xn�1℄)[xn℄ se souèinovýmmonoidemN0n(+; (0; : : : ; 0)).



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 35De�nie. Buï R(+; �;�; 0; 1) je okruh a p = Pn2N0 an � xn 2 R[x℄. Je-li p 6= 0,budeme nejvìt¹í takové n 2 N0, ¾e an 6= 0, nazývat stupnìm polynomu p. Stupeòpolynomu 0 polo¾íme roven �1. Stupeò polynomu p budeme oznaèovat deg p.Poznámka 8.4. Neh» R(+; �;�; 0; 1) je okruh a p; q 2 R[x℄. Pak platí:(1) deg�p = deg p,(2) deg p+ q � max(deg p; deg q),(3) je-li p 6= 0 6= q, pak deg p � q � deg p+deg q, je-li naví R oborem integrity,potom deg p � q = deg p+ deg q,(4) R[x℄ je obor integrity právì tehdy, kdy¾ je R obor integrity,(5) je-li R obor integrity, polynom p je invertibilní prvek okruhu R[x℄, právìkdy¾ deg p = 0 a p(0) je invertibilní prvek okruhu R.Dùkaz. Mìjme p =Pn pn �xn a q =Pn qn �xn, v¹imnìme si, ¾e p0 = p(0) = j0(p).(1) Plyne okam¾itì z pozorování fnj pn 6= 0g = fnj � pn 6= 0g.(2) Plyne z inkluze fnj pn + qn 6= 0g � fnj pn 6= 0g [ fnj qn 6= 0g.(3) Oznaème � = deg p a � = deg q q uvìdomme si pro ka¾dé n > � + �,¾e koe�ient u xn v polynomu deg p � q je Pnk=0(pk � qn�k) = Pn��k=0 (pk � 0) +Pnk=n��+1(0 � qn�k) = 0, proto deg p � q � � + �.Je-li R obor integrity, máme koe�ient polynomu p � q u x�+�:�+�Xk=0(pk � qn�k) = n���1Xk=0 (pk � 0) + p� � q� + nXk=n��+1(0 � qn�k) = p� � q� 6= 0:(4) Je-li R[x℄ obor integrity, je ka¾dý jeho podokruh oborem integrity, tedy ii(R[x℄). Naví i(R) �= R podle 8.2(2) a 1. vìty o izomor�smu, proto je R oborintegrity.Je-li R obor integrity a p 6= 0 6= q, máme podle (3) deg p � q = deg p+ deg q � 0,proto p � q 6= 0.(5) Jestli¾e p � q = 1, pak podle (3) je 0 = deg 1 = deg p + deg q, proto deg p =deg q = 0, p = p0x0 a p0q0 = 1, tedy p0 je invertibilní.Naopak, jestli¾e deg p = 0 a p0 je invertibilní, pak p � p�10 x0 = 1x0. �Vìta 8.5 (Dìlení se zbytkem). Neh» R(+; �;�; 0; 1) je obor integrity, a; b 2 R[x℄,a b =P bnxn. Pøedpokládejme, ¾e m = deg b � 0 a bm je invertibilní v R. Potomexistují jednoznaènì urèené polynomy q; r 2 R[x℄ tak, ¾e a = b�q+r a deg r < deg b.Dùkaz. Doká¾eme nejprve existenèní èást tvrzení a to indukí podle n = deg a �deg b. Jestli¾e deg a < deg b, a tedy n < 0, staèí polo¾it q = 0 a r = a. Platí-li exis-tenèní tvrzení pro v¹ehna i < n, doká¾eme ho pro n. Buï a =Panxn a polo¾meu = an+mb�1m xn a t = a � u � b. Podle 8.4(2) a (3) je deg t � max(deg a; degu +deg b) = n+m a koe�ient polynomu t u moniny xn+m je an+m�an+mb�1m bm = 0,tedy deg t�deg b < n. Proto pro polynom tmù¾eme u¾ít indukèní pøedpoklad, podlenìj¾ existují takové polynomy v a r, ¾e t = b �v+ r a deg r < deg b. Polo¾íme-li nyníq = u+ v, dostávámeb � q + r = b � u+ b � v + r = b � u+ t = a:Koneènì pøedpokládejme, ¾e a = b�q0+r0 a deg r0 < deg b. Potom b�(q�q0) = r0�r apodle 8.4(3) a proto¾e deg(r0�r) < deg b, dostáváme r0�r = 0, a proto q�q0 = 0 �



36 ALGEBRA II PRO INFORMATIKYDe�nie. Buï R(+; �;�; 0; 1) obor integrity. Øekneme, ¾e R je eukleidovský oborintegrity, existuje-li zobrazení � : R! N0[f�1g (tzv. eukleidovská funke) splòujíípro ka¾dé a; b 2 R, b 6= 0 podmínky:(1) jestli¾e a=b, pak �(a) � �(b),(2) existuje q; r 2 R takové, ¾e a = b � q + r a �(r) < �(b).Pøíklad 8.6. (1) Okruh elýh èísel je eukleidovským oborem integrity s eukleidov-skou funkí absolutní hodnotou j � j. První podmínka de�nie platí zøejmì, druháplyne z toho, ¾e i v elýh èísel umíme dìlit se zbytkem.(2) Je-li T (+; �;�; 0; 1) komutativní tìleso, pak je T [x℄ díky 8.4 a 8.5 eukleidovskýobor integrity s eukleidovskou funkí danou stupnìm polynomù.(3) Podokruh Z[i℄ = fa + bij a; b 2 Zg (tzv. Gaussova elá èísla) okruhu kom-plexníh èísel je eukleidovským oborem integrity s eukleidovskou funkí �(a+ bi) =a2 + b2. Pøipomeòme, ¾e j1 � 2j = j1j � j2j pro ka¾dou dvojii komplexníh èí-sel 1 a 2, proto �(� � �) = j� � �j2 = j�j2 � j�j2 = �(�) � �(�) pro v¹ehna�; � 2 Z[i℄. Jetli¾e �=� a � 6= 0, existuje  2 Z[i℄, pro které � �  = �, proto�(�) = �(� � ) = �(�) � �() � �(�), nebo» �() � 0.Cheme-li vydìlit se zbytkem Gaussovo elé èíslo � nenulovým èíslem �, najdemenejprve komplexní x + iy = �� a poté vezmeme taková x0; y0 2 Z, pro která jx �x0j � 12 a jy � y0j � 12 . Polo¾íme-li  = x0 + iy0 a Æ = � � � � , pak vidíme, ¾eÆ� = �� �  = x�x0+ i(y� y0), tudí¾ jÆj2j�j2 = x� x02+(y� y0)2 � 14 + 14 = 12 , proto�(Æ) � �(�)2 < �(�).(4) Podokruh Z[p2℄ = fa+p2bj a; b 2 Zg okruhu reálnýh èísel je eukleidovskýmoborem integrity s eukleidovskou funkí �(a+ bp2) = ja2 � 2b2j. Dùkaz toho, ¾e je� eukleidovská norma plyne podobnì jako v (2) z faktu, ¾e �(� � �) = �(�) � �(�).Následujíí dùkaz je analogiký dùkazu, ¾e ka¾dá podgrupa ykliké grupy jeykliká.Vìta 8.7. Ka¾dý eukleidovský obor integrity je oborem integrity hlavníh ideálù.Dùkaz. Mìjme R(+; �;�; 0; 1) eukleidovský obor integrity s eukleidovskou funkí� : R ! N0 [ f�1g a vezmìme libovolný nenulový ideál I . V ideálu I zvolímenenulový prvek a s minimální hodnotou �(a). Zøejmì aR � I . Neh» i 2 I . Pakpodle de�nie existuje q; r 2 R takové, ¾e i = a � q + r a �(r) < �(a). Proto¾er = i � a � q 2 I a �(a) bylo minimální, je nutnì r = 0 a aR = I . Proto¾enulový ideál f0g = 0R je v¾dy hlavním ideálem, ukázali jsme, ¾e v¹ehny ideályeukleidovského oboru integrity jsou hlavní. �Uvìdomíme-li si, ¾e ka¾dý nenulový prvek tìlesa je invertibilní, øíká nám 8.5, ¾estupeò polynomu je eukleidovská funke na oboru integrity polynomù nad tìlesema proto podle 8.7 platí následujíí pozorování:Pøíklad 8.8. (1) Eukleidovské okruhy elýh èísel Z, polynomù nad tìlesem T [x℄,Gaussovýh elý èísel Z[i℄ i èísel Z[p2℄ jsou podle 8.7 obory integrity hlavníhideálù.(2) Okruh Z[x℄ polynomù s eloèíselnými koe�ienty není obory integrity hlav-níh ideálù, proto¾e ideál xZ[x℄ + 2Z[x℄ = fPi pixij 2=p0g není hlavní. Díky 8.7tedy nejde o eukleidovský okruh.



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 37(3) Proto¾e v Z[p5℄ = fa+p5bj a; b 2 Zg nesplývají podle 7.7 ireduibilní prvkyprvoèinitelé, nejde podle 7.10 obor integrity hlavníh ideálù, tedy ani o eukleidovskýokruh.Poznamenejme, ¾e je mo¾né dokázat (i elementárními prostøedky), ¾e Z[ 1+p19i2 ℄ =fa+ 1+p19i2 bj a; b 2 Zg je obor integrity hlavníh ideálù, který není eukleidovský.Vìta 8.9 (Eukleidùv algoritmus). Buï R(+; �;�; 0; 1) eukleidovským obor integritys eukleidovskou funkí � a neh» a0; a1 2 R n f0g. Sestrojme posloupnosti prvkù aia qi následujíím postupem:(1) je-li i � 1 a ai nedìlí ai�1, vezmìme takové ai+1 2 R, ¾e ai�1 = ai �qi+ai+1a �(ai+1) < �(ai).(2) je-li i � 1 a ai dìlí ai�1, polo¾me n = i a konstruke konèí.Posloupnost ai je koneèná a an je NSD(a0; a1). De�nujme dále posloupnosti xi ayi tak, ¾e x0 = y1 = 1, x1 = y0 = 0, a pro i � 1 polo¾me xi+1 = xi�1 � xi � qia yi+1 = yi�1 � yi � qi. Potom ai = xi � a0 + yi � a1, speiálnì xn � a0 + yn � a1 jeNSD(a0; a1).Dùkaz. Tvrzení 8.7 a 7.9 øíkají, ¾e nejvìt¹í spoleèní dìlitelé v¹eh dvoji prvkù eu-kleidovského oboru integrity existují. Proto¾e an je NSD(an�1; an), staèí dokázat,¾e prvky  a d jsou asoiované pro ka¾dé 0 < i < n, kde  je NSD(ai�1; ai) a d jeNSD(ai; ai+1). Proto¾e =ai a =ai+1 = ai�1 � ai � qi dostáváme z de�ne NSD,¾e =d. Podobnì d=ai a d=ai�1 = ai � qi + ai+1, tedy d=.Platnost formule ai = xi �a0+ yi �a1 doká¾eme indukí podle i. Triviálnì tvrzeníplatí pro i = 0; 1. Nyní staèí dosadit do výrazu ai+1 = ai � qi � ai�1 hodnotyai = xi � a0 + yi � a1 a ai�1 = xi�1 � a0 + yi�1 � a1, abyhom dostaliai+1 = (xi � a0 + yi � a1) � qi � xi�1 � a0 + yi�1 � a1 == (xi�1 � xi � qi) � a0 + (yi�1 � yi � qi) � a1 = xi+1 � a0 + yi+1 � a1: �Pøíklad 8.10. Najdeme v Z[i℄(+; �;�; 0; 1) Eukleidovým algoritmem nejvìt¹í spo-leèný dìlitel prvkù a0 = 6� 7i a a1 = 7+ i.Nejprve spoèítáme 6�7i7+i = (6�7i)(7�i)(7+i)(7�i) = 3550 � 5550 i, tedy q1 = 1� i a a2 = a0� q1 �a1 = 6�7i�(1�i)(7+i) = �2�i. V dal¹ím kroku poèítáme 7+i�2�i = (7+i)(�2+i)(�2�i)(�2+i) =� 155 + 55 i = �3 + i, tedy vidíme, ¾e q2 = �3 + i a ¾e a2=a1. Zjistili jsme, ¾e �2� ije nejvìt¹í spoleèný dìlitel prvkù 6� 7i a 7+ i a �2� i = (6� 7i)+ (�1+ i)(7+ i).Poznámka 8.11. Je-li S(+; �;�; 0; 1) komutativni okruh, R jeho podokruh a � 2 S,pak zobrazení j� : R[x℄ ! S dané pøedpisem j�(Pn2N0 anxn) =Pn2N0 an � �n jeokruhový homomor�smus.Dùkaz. Nejprve snadno spoèítáme, ¾e j�(0) = 0x0, j�(1x0) = 1 a pro klibovolnéa; b 2 R[x℄, kde a =Pn an � xn a b =Pn bn � xnj�(a+ b) = j�(Xn (an + bn) � xn) =Xn (an + bn) � �n = j�(a) + j�(b);proto je j� homomor�smus grup R(+;�; 0) a S(+;�; 0). Zbývá nahlédnout, ¾ej�(a � b) = j�(Xn nXk=0(ak � bn�k) � xn) =Xn nXk=0(ak � bn�k) � �n = j�(a) � j�(b):



38 ALGEBRA II PRO INFORMATIKY �De�nie. Neh» S(+; �;�; 0; 1) je komutativni okruh, R jeho podokruh, � 2 S ap 2 R[x℄. Homomor�smu j� z 8.11 øíkáme dosazovaí homomor�smus, � nazvemekoøenem polynomu p, jestli¾e j�(p) = 0, a � je víenásobný koøen polynomu p,pokud (x��)2=p. Koøenovým èinitelem (koøenu �) rozumíme polynom tvaru x��.Øekneme, ¾e se polynom p rozkládá na koøenové èinitele v S[x℄, existují-li takovéprvky a 2 R a �1; : : : ; �n 2 S, ¾e p = a � (x� �1) � � � � � (x� �n).V následujíím budeme èasto pou¾ívat pro dosazení obvyklý zápis p(�) místoprávì zavedeného zápisu j�(p).Poznámka 8.12. Neh» je R(+; �;�; 0; 1) obor integrity, � 2 R a p 2 R[x℄ n f0g.(1) � je koøenem p právì tehdy, kdy¾ (x� �)=p v R[x℄,(2) x� � je prvoèinitel oboru R[x℄,(3) je-li p 6= 0, pak p má nejvý¹e deg p koøenù.Dùkaz. (1) Pøedpokládejme, ¾e je � koøenem p. Proto¾e je 1 invertibilní prvek oboruR mù¾eme podle 8.5 vydìlit polynom p polynomem x�� se zbytkem, tedy existujíq; r 2 R[x℄, pro nì¾ p = (x � �)q + r a deg r < deg(x � �) = 1. Dosadíme-li nyní� do polynomu r = p � (x � �)q a vyu¾ijeme-li 8.11, dostaneme r(�) = j�(r) =j�(p) � j�((x � �))j�(q) = 0 � 0q(�) = 0. Proto¾e deg r < 1, vidíme, ¾e r = 0, aproto (x� �)=p.Jestli¾e (x � �)=p, máme p = (x � �)q pro vhodné q 2 R[x℄ a tedy p(�) =(�� �)q(�) = 0 díky 8.11.(2) Jestli¾e (x� �)=a � b pro a; b 2 R[x℄, plyne z (1), ¾e je � koøenem a � b. Nynía(�) � b(�) = 0 podle 8.11, proto a(�) = 0 nebo b(�) = 0, nebo» je R obor integrity.Tedy x� �=a nebo x� �=b podle (1).(3) Neh» �1; : : : ; �k 2 R jsou rùzné koøeny p. Indukí podle poètu r rùznýhkoøenù nahlédneme, ¾e p = (x��1)�� � � �(x��k)�q pro vhodný nenulový polynom q.Krok r = 1 nám dává (1). Jestli¾e p = (x��1) � � � � � (x��r) �q a (x��r+1)=p podle(1), pak x��r+1 je prvoèinitel podle (2) nedìlí ¾ádný z polynomù x��i, kde i � r,proto (x��r+1)=q. Koneènì z 8.4(3) plyne, ¾e deg p = deg((x��1)�� � ��(x��k)�q) =k + deg p � k. �V¹imnìme si, ¾e 8.12(1) øíká, ¾e víenásobný koøen je koøenem, a 8.12(2) námposkytne pøíklady prvoèinitelù (a tedy ireduibilníh prvkù) v okruhu polynomùnad obeným oborem integrity.De�nie. Buï R(+; �;�; 0; 1) komutativní okruh a p =Pi�0 aixi 2 R[x℄. Derivaípolynomu p budeme rozumìt polynom (Pi�0 aixi)0 =Pi�0(i+ 1)ai+1xi.Poznámka 8.13. Neh» R(+; �;�; 0; 1) je komutativní okruh, � 2 R, p; q 2 R[x℄ an 2 N. Pak platí:(1) (p+ q)0 = p0 + q0,(2) (�x0 � p)0 = �x0 � p0,(3) (p � q)0 = p0 � q + p � q0.(4) (pn)0 = npn�1 � p0, kde n = 1 + � � �+ 1 2 R.Dùkaz. (1){(3) Vlastnosti dostáváme pøimoèarým pou¾itím de�nie.(4) Doká¾eme indukí indukí podle n. Pro n = 1 je (p1)0 = p0 = 1p0 � p0. Platí-litvrzení pro n� 1 a pou¾ijeme-li (3) dostáváme(pn)0 = (p �pn�1)0 = p0 �pn�1+p � (pn�1)0 = p0 �pn�1+p � (n�1)pn�2 �p0 = npn�1 �p0:



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 39�Poznámka 8.14. Neh» S(+; �;�; 0; 1) je obor integrity, R jeho podokruh, � 2 Sa p 2 R[x℄.(1) � je víenásobný koøen p, právì kdy¾ je � koøenem p i p0,(2) jestli¾e deg p � 1 a 1 je NSD(p; p0), pak p nemá ¾ádný víenásobný koøen,(3) nedìlí-li harakteristika R pøirozené èíslo n, pak xn�1 ani xn+1�x nemajív S ¾ádný víenásobný koøen.Dùkaz. Poznamenejme, ¾e polynom s koe�ienty vRmù¾eme pøirozeným zpùsobemhápat jako polynom okruhu S[x℄.(1) Pøedpokládáme, ¾e � je koøen p, tedy p = (x � �) � q pro vhodný polynomq 2 S[x℄ podle 8.12(1). Pomoí 8.13(3) spoèítáme p0 = q + (x � �) � q0. Díky 8.11vidíme, ¾e je � koøenem p0 právì tehdy, kdy¾ je koøenem q a to je podle 8.12(1)ekvivalentní tomu, ¾e (x� �)=q tj. (x� �)2=p.(2) Tvrzení doká¾eme nepøímo. Je-li � víenásobný koøen p, potom podle (1) a8.12(1) (x� �)=p0. Proto¾e (x� �)=p, polynomy p a p0 nemohou být nesoudìlné.(3) Oznaème n 2 R je souèet n kopií 1 tìlesa, a poznamenejme, ¾e podle pøed-pokladu n 6= 0. Proto¾e polynom (xn � 1)0 = n � xn�1 je nenulový, j�(n � xn�1) =(n� 1) � �n�1 6= 0 pro v¹ehna � 6= 0, a naopak 0 není koøenem polynomu xn � 1,xn � 1 nemá ¾ádný víenásobný koøen díky (1).Pøedpokládejme, ¾e (x��)2=xn+1�x, tedy existuje p 2 S[x℄, pro který (x��)2 �p = xn+1 � x = x � (xn � 1). Jestli¾e � = 0, pak výraz vykrátíme na x � p = xn � 1,o¾ není mo¾né, proto¾e xn�1 nemá koøen 0. Kdyby � 6= 0, pak (��)2 �p(0) = 0, aproto p(0) = 0. Tedy podle 8.12(1) existuje takové q 2 S[x℄, ¾e p = x�q. Dosadíme-liza p do pùvodní rovnosti a opìt vykrátíme x, dostáváme, ¾e (x� �)2 � q = xn � 1,o¾ jsme vylouèili v první èásti dùkazu (3). �Pøíklad 8.15. V tìlese harakteristiky 3 (napø Z3) platí, ¾e (x� 1)3 = x3� 3x2+3x� 1 = x3 � 1, tedy polynom x3 � 1 má nad takovým tìlesem koøen. Vidíme, ¾epøedpoklad o harakteru z 8.14(3) nemù¾eme odstranit. Naví si v¹imnìme derivae(x3 � 1)0 = 0.Nyní u¾ jsme s to dokázat nedokázané tvrzení 2.14 z 2. kapitoly:Vìta 8.16. Neh» T (+; �;�; 0; 1) je komutativní tìleso a neh» G je koneèná pod-grupa multiplikativní grupy T n f0g(�). Potom je G ykliká grupa.Dùkaz. Uva¾ujme nejprve libovolnou koneènou grupu G(�) a polo¾me n = jGj. Po-znamenejme, ¾e øádem prvku grupy budeme rozumìt øád ykliké podgrupy tímtoprvkem generované. Podle Lagrangeovy vìty dìlí øád ka¾dého prvku koneèné grupyjejí øád. Oznaèíme-li tk poèet v¹eh prvkù G, které jsou právì øádu k, vidíme, ¾ejGj = Pk=jGj tk. Pøipomeòme, ¾e v ykliké grupì øádu n máme pro ka¾dé k=nprávì jednu (yklikou) podgrupu øádu k (viz 2.7) a poèet generátorù této pod-grupy, tedy právì v¹ehny prvky øádu k, udává hodnota Eulerovy funke '(k) (viz2.9), dává nám pøedhozí rovnost vztah n =Pk=n '(k).Nyní pøedpokládejme, ¾e G je (koneèná) podgrupa multiplikativní grupy T nf0g(�), která není ykliká, tedy tn = 0 (< '(n)). Z úvodníh úvah víme, ¾e n =jGj =Pk=n tk =Pk=n '(k), proto musí existovat k=n, pro nìj¾ tk > '(k), zvolmenìjaké takové k a vezmìme u 2 G øádu k. Potom pro v¹ehny prvky a yklikégrupy hui platí ak = 1, tedy a je koøenem polynomu xk � 1. Ov¹em hui obshuje



40 ALGEBRA II PRO INFORMATIKYprávì '(k) generátorù, tj. prvkù øádu k, tedy musí existovat nìjaký dal¹í prvekv 2 G n hui øádu k. I on je koøenem polynomu xk � 1, tedy jsme na¹li k +1 koøenùpolynomu stupnì k, o¾ je ve sporu s 8.12(3). �Pøíklad 8.17. Z53 n f0g(�) je podle 8.16 ykliká grupa øádu 52. To znamená, ¾eobsahuje '(52) = 3 � 12 = 36 generátorù.Cvièení:(1) Doka¾te, ¾e okruh Z[p3℄ = fa+p3bj a; b 2 Zg je eukleiovským oborem integrity.9. Koøenová a rozkladová nadtìlesaNejprve si uvìdomíme, ¾e homomor�smus okruhù lze pøirozeným zpùsobem roz-¹íøit na homomor�smus pøíslu¹nýh polynomiálníh okruhù.De�nie. Jsou-li R(+; �;�; 0; 1) a S(+; �;�; 0; 1) okruhy a f : R! S jejih homo-mor�smus, pak de�nujme zobrazení fx : R[x℄ ! S[x℄ pøedpisem fx(Pi�0 aixi) =Pi�0 f(ai)xi.Poznámka 9.1. Buï R(+; �;�; 0; 1), S(+; �;�; 0; 1) a T (+; �;�; 0; 1) komutativníokruhy a f : R! S a g : S ! T homomor�smy. Potom platí:(1) fx je okruhový homomor�smus,(2) (gf)x = gxfx,(3) fx je izomor�smus, právì kdy¾ f je izomor�smus,(4) fj� = jf(�)fx pro ka¾dé � 2 R.Dùkaz. (1) Zøejmì fx(1x0) = 1x0, proto staèí dokázat sluèitelnost fx s operaemi+ a �. Buï a; b 2 R[x℄, a =Pn anxn, b =Pn bnxn:fx(a+ b) = fx(Xn (an + bn)xn) =Xn f(an + bn)xn =Xn (f(an) + f(bn))xn ==Xn f(an)xn +Xn f(bn)xn = fx(a) + fx(b);fx(a � b) = fx(Xn nXk=0(ak + bn�k)xn) =Xn f( nXk=0(ak + bn�k))xn ==Xn ( nXk=0 f(ak) + f(bn�k))xn =Xn f(an)xn �Xn f(bn)xn = fx(a) � fx(b):(2) gxfx(Pn anxn) =Pn gf(an)xn = (gf)x(Pn anxn).(3) Neh» je fx izomor�smus. Jestli¾e f(u) = f(v), pak fx(ux0) = f(vx0), aproto u = v, pro ka¾dé u; v 2 R. Tedy f je prostý. Vezmeme-li b 2 S pak existujeax0, pro který fx(ax0) = bx0, tedy f(a) = b a f je na elé S.Je-li f izomor�smus, pak fx(f�1)x = IdS[x℄ a (f�1)xfx = IdR[x℄ podle (2), tedy(fx)�1 = (f�1)x a fx je izomor�smus.(4) fj�(P anxn) =P f(an)f(�)n = jf(�)fx(P anxn). �Poznámka 9.2. Neh» R(+; �;�; 0; 1) je komutativní okruh a I jeho ideál. Potomfaktorový okruh R=I je tìleso právì tehdy, kdy¾ I je maximální ideál.



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 41Dùkaz. Pøipomeòme, ¾e je svaz ideálù izomorfní svazu kongruení okruhu, oznaème�I kongrueni, která v tomto izomor�smu odpovídá ideálu I . Dále si uvìdomme, ¾edíky tomuto izomor�smu je I maximální ideál, právì kdy¾ je �I koatom svazu kon-gruení a to je podle Poznámky 3.11 ekvivalentní tomu, ¾e faktorokruh R=�I = R=Iobsahuje pouze triviální kongruene. Tato podmínka ov¹em díky Vìtì 5.5 tentokrátna okruh R=I nastává právì tehdy, kdy¾ je R=I tìleso. �Vìta 9.3. Neh» T (+; �;�; 0; 1) je komutativní tìleso a uPi�0 aixi 2 T [x℄.(1) Faktorový T [x℄=uT [x℄ je komutativní tìleso, právì kdy¾ je u ireduibilní.(2) Jestli¾e u není invertibilní, zobrazení �(t) = tx0 + uT [x℄ je prostý homo-mor�smus tìlesa T do okruhu T [x℄=uT [x℄, .(3) Je-li u ireduibilní, pak polynom �y(Pi�0 aiyi) má koøen v tìlese T [x℄=uT [x℄.Dùkaz. (1) Podle Poznámky 9.2 staèí ovìøit, ¾e u je ireduibilní, právì kdy¾ jeuT [x℄ maximální ideál. Neh» je u je ireduibilní a J ideál obsahujíí uT [x℄. Podle8.6 existuje j 2 T [x℄ J = jT [x℄, tedy díky 7.2 j=u. Proto¾e je u ireduibilní, mámebuï jku a tudí¾ uT [x℄ = J nebo 1ku a tudí¾ uT [x℄ = T [x℄. Je-li uT [x℄ maximálníideál, dostáváme závìr pøímým pou¾itím 7.2 a de�nie ireduibility.(2) Uvìdomme si, ¾e zobrazení � dostaneme jako slo¾ení homomor�smus i z8.2(2) a pøirozené projeke � : T [x℄! T [x℄=uT [x℄, proto � = �i je opìt homomor-�smus. Jestli¾e koneènì �(a) = �(b), pak u=ax0�bx0, tedy podle 8.4(3) je ax0�bx0musí být nulový polynom (v opaèném pøípadì by deg u � deg(ax0 � bx0)), a tedy� je prosté.(3) Díky 9.3 nám staèí ovìøit, ¾e je X = x+uT [x℄ koøenemPi�0 aiyi nad okru-hem T [x℄=uT [x℄. Dosadíme-li, dostáváme jX(Pi�0 aiyi) = Pi�0(aixi + uT [x℄) =(Pi�0 aixi) + uT [x℄ = u+ uT [x℄ = 0 + uT [x℄. �Pro ka¾dý ireduibilní polynom u oznaème symbolem (T [x℄)u tìleso T [x℄=uT [x℄.Podle pøedhozí poznámky a 1. vìty o izomor�smu mù¾eme ztoto¾nit tìleso T ajeho homomorfní obraz �(T ), tedy tìleso T budeme hápat jako podokruh tìlesa(T [x℄)u.De�nie. Neh» U(+; �;�; 0; 1) je komutativní tìleso a T � U . Øekneme, ¾e T jepodtìleso U (resp. U je nadtìleso T ), je-li T podokruh okruhu U(+; �;�; 0; 1) a Tje tìleso (tj. naví T n f0g je podgrupou multiplikativní grupy U n f0g(�) tìlesa U).V¹imnìmem si, ¾e mno¾ina v¹eh podtìles komutativního tìlesa tvoøí uzávìrovýsystém, tj. prùnik libovolného systému podtìles nìjakého tìlese je opìt podtìleso.To nám umo¾òuje zavést pro libovolné komutativní tìleso U , jeho podtìleso T aprvek � 2 U a podmno¾inu S � U následujíí znaèení:� T [S℄ je nejmen¹í podokruh U obsahujíí mno¾inu T [ S a T [�℄ = T [f�g℄� T (S) je nejmen¹í podtìleso U obsahujíí mno¾inu T [ S a T (�) = T (f�g).V následujíím budeme uva¾ovat v¾dy komutativní tìleso U a jeho podtìleso T .Poznámka 9.4. Jsou-li T � U komutativní tìlesa, � 2 U a S � U , pak T [�℄ =fPni=0 ai � �ij ai 2 Tg = j�(T [x℄), T [�℄ � T (�) a T [S℄ � T (S).Dùkaz. Zøejmì fp(�)j p 2 T [x℄g � T [�℄, nebo» � 2 T [�℄ a T � T [�℄. Naopakfp(�)j p 2 T [x℄g = j�(T [x℄) je podokruh U obsahujíí � = j�(x) a t = j�(tx0) prov¹ehna t 2 T , proto T [�℄ � fp(�)j p 2 T [x℄g. Zbytek plyne okam¾itì z de�nie. �



42 ALGEBRA II PRO INFORMATIKYDe�nie. Neh» T � U jsou komutativní tìlesa a p 2 T [x℄. Øekneme, ¾e U je ko-øenové nadtìleso polynomu p, jestli¾e U = T (�) pro nìjaký koøen � 2 U polynomup a U nazveme rozkladovým nadtìlesem polynomu p, je-li p = a(x��1) : : : (x��n)pro a 2 T a �1; : : : ; �n 2 U a U = T (f�1; : : : ; �ng).Vìta 9.5. Neh» T (+; �;�; 0; 1) je komutativní tìleso a p 2 T [x℄, deg p � 1.(1) existuje koøenové nadtìleso polynomu p,(2) existuje rozkladové nadtìleso polynomu p.Dùkaz. (1) Podle 7.10 a 8.6 existuje (jednoznaèný) ireduibilní rozklad polynomup, zvolíme-li nìjaký ireduibilní polynom p1, který dìlí p, dostaneme podle 9.3nadtìleso U = (T [x℄)p1 , v nìm¾ má polynom p koøen �. Hledaným koøenovýmnadtìlesem je potom tìleso T (�).(2) Indukí podle n = deg p doká¾eme, ¾e existuje komutativní nadtìleso V tìlesaT , nad ním¾ se p rozkládá na koøenové èinitele. Podle (1) existuje nadtìleso U , vnìm¾ má p koøen � 2 U . Oznaèíme-li � inkluzi T do U , pak p = �x(p) 2 U [x℄ jepolynom stupnì n a podle 8.12(1) existuje polynom v 2 U [x℄ stupnì n � 1, prokterý u = (x��) � v. Podle indukèního pøedpokladu existuje nadtìleso V tìlesa U ,nad ním¾ se v a tedy i p rozkládá na koøenové èinitele.Dokázali jsme, ¾e existují prvky a 2 U a �1; : : : ; �n 2 V , pro nì¾ p = a(x ��1) : : : (x � �n). Proto¾e je p 2 T [x℄, máme a 2 T , tedy rozkladový nadtìlesempolynomu p je právì tìleso T (f�1; : : : ; �ng). �De�nie. Neh» T � U jsou komutativní tìlesa a � 2 U . Øekneme, ¾e � je alge-braiký prvek nad T , existuje-li nenulový polynom p 2 T [x℄, jeho¾ je � koøenem,tj. j�(p) = 0. V opaèném pøípadì mluvíme o transendentním prvku. Tìleso U na-zveme algebraikým roz¹íøením tìlesa T , jsou-li v¹ehny prvky � 2 U algebraikénad T . Polynom p =P aixi je moniký, je-li adeg p = 1.Vìta 9.6. Buï T � U komutativní tìlesa a � 2 U je algebraiký prvek nad T .Pak existuje právì jeden takový moniký polynom m 2 T [x℄ n f0g, ¾e pro ka¾dép 2 T [x℄nf0g platí, ¾e j�(p) = 0, právì kdy¾ m=p. Naví m je ireduibilní, (T [x℄)m �=T (�) a T [�℄ = T (�).Dùkaz. Vezmìme mno¾inu I = fp 2 T [x℄j j�(p) = 0g = j�1� (0) v¹eh polynomù,které mají koøen �. Proto¾e je j� homomor�mus podle 8.11, vidíme, ¾e je I jakoúplný vzor nulové podgrupy podgrupou grupy T [x℄(+;�; 0). Jestli¾e p 2 I a q 2T [x℄, máme j�(pq) = 0 � j�(q) = 0, tedy p � q 2 I . Nahlédli jsme, ¾e je I ideál, tedypodle 8.6 existuje jeho generátor a =Panxn 2 I . Proto¾e je prvek � algebraikýnad T , obsahuje I = aT [x℄ nenulový polynom a proto je nenulový i polynom a 2 I .Je-li n = deg a, polo¾me m = a�1n a. Nyní je m moniký, platí I = mT [x℄, tedyp(�) = 0, p 2 I , m=p, a zøejmì je takový moniký polynom urèen jednoznaènì.Nyní pøedpokládejme, ¾e m = a � b, kde a; b 2 T [x℄. Potom podle 8.11 a(�) = 0a pak mka nebo b(�) = 0 a pak mkb, tedy m je ireduibilní. Koneènì si v¹imnìme,¾e díky 1. vìtì o izomor�smu a 9.4(1) je(T [x℄)m = T [x℄=mT [x℄ = T [x℄=ker j� �= j�(T [x℄) = T [�℄:Proto¾e je T [x℄=mT [x℄ podle 9.3 tìleso, je i T [�℄ tìleso, proto T [�℄ = T (�). �De�nie. Buï T � U komutativní tìlesa. Polynom z pøedhozí vìty nazvememinimálním polynomem algebraikého prvku � 2 U , budeme ho znaèit m�. Stupeò



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 43roz¹íøení U nad T de�nujeme jako [U : T ℄ = dimT U , kde U hápeme jako vektorovýprostor nad tìlesem T .Pøíklad 9.7. Tìleso komplexníh èísel je koøenovým i rozkladovým nadtìlesempolynomu x2 + 1 nad R, [C : R℄ = 2.Dùkaz. �Poznámka 9.8. Neh» T � U jsou komutativní tìlesa a �; �1; : : : ; �n 2 U .(1) Je-li � algebraiký, pak [T (�) : T ℄ = degm�,(2) je-li [T (�) : T ℄ koneèné, pak je � algebraiký,(3) je-li [U : T ℄ koneèné, pak je U algebraiké roz¹íøení tìlesa T ,(4) T (�1; : : : ; �n) = T [�1; : : : ; �n℄ je roz¹íøením koneèného stupnì tedy alge-braikým roz¹íøením tìlesa T , jsou-li �1; : : : ; �n algebraiké nad T .Dùkaz. (1) Polo¾me n = degm� a pøipomeòme, ¾e T [�℄ = T (�) podle 9.6. Doká-¾eme, ¾e mno¾ina f�ij i = 0; 1; : : : ; n � 1g je bází T [�℄ nad tìlesem T . Vezmìmeprvek t 2 T [�℄, o nìm¾ z 9.4 víme, ¾e je tvaru t = p(�) pro vhodný polynomp 2 T [x℄. Vydìlíme-li nyní se zbytkem polynom p poynomem m�, dostaneme(8.5) p = qm� + r pro q; r 2 T [x℄ a deg r < n. Nyní vidíme, ¾e t = p(�) =q(�)m�(�) + r(�) = r(�), proto¾e je � koøenem m�, tedy t = r(�) =Pi<n ri�i jeT -lineární kombinaí prvkù f�ij i = 0; 1; : : : ; n� 1g. Je-li nyní Pi<n i�i = 0, kdei 2 T , je � koøenem polynomu  =Pi<n ixi = 0 stupnì men¹ího ne¾ n. Proto¾epodle 9.6 m�=, dostáváme, ¾e  = 0, tudí¾ f�ij i = 0; 1; : : : ; n � 1g je lineárnìnezávislá mno¾ina.(2) Je-li [T (�) : T ℄ koneèné, je mno¾ina f�ij i � 0g lineárnì závislá, tudí¾existuje netriviální lineární kombinaePi�n di�i = 0, tedy � koøenem nenulovéhopolynomu Pi�n dixi.(3) Vezmìme libovolné � 2 U . Potom je T (�) podprostor koneènì generovanéhovektorového prostoru U nad tìlesem T , tedy [T (�) : T ℄ je koneèné a proto je �algebraiký prvek podle (2).(4) Nejprve uká¾eme, ¾e [V : T ℄ = [V : U ℄[U : T ℄ pro T � U � V jsou dosebe zaøazená komutativní tìlesa. Je-li (vi) báze prostoru V nad tìlesem U a (ui)báze prostoru U nad tìlesem T , uká¾eme, ¾e (uivj) je báze prostoru V nad tìlesemT . Vezmeme-li libovolné a 2 V , pak existuje lineární kombinae a = Pi divi,kde di 2 U . Proto pro ka¾dé i existují lineární kombinae di = Pj ijui, kdeij 2 T . Vidíme, ¾e a = Pij ijuivi, tedy (uivj) generuje V nad T . Podobnìjestli¾e 0 =Pij ijuivi =Pi(Pj ijui)vi pro nìjaká ij 2 T , dostáváme z lineárnínezávislosti (vi) nad U , ¾ePj ijui = 0 a z lineární nezávislosti (ui) nad T plyne, ¾ev¹ehna ij jsou nulová. Tím jsme ovìøili, ¾e (uivj) je lineárnì nezávislá generujíímno¾ina, tedy báze. Proto [V : T ℄ = j(uivj)j = j(ui)jj(vj)j = [V : U ℄[U : T ℄.Nyní doká¾eme indukí podle n, pøièem¾ jsme tvrzení pro n = 1 dokázali v 9.6,naví [T (�) : T ℄ je koneèné podle (1). Pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí pro n� 1.Nyní T [�1; : : : ; �n℄ = T [�1; : : : ; �n�1℄[�n℄ = T (�1; : : : ; �n�1)[�n℄ a T (�1; : : : ; �n�1)je koneèného stupnì nad T podle indukèního pøedpokladu. Proto¾e je prvek �n al-gebraiký nad tìlesem T (�1; : : : ; �n�1), vidíme díky 9.6, ¾e T (�1; : : : ; �n�1)[�n℄ =T (�1; : : : ; �n�1)(�n) = T (�1; : : : ; �n): Koneènì díky (1), indukènímu pøedpokladua dokázanému pozorování o stupni roz¹íøení dostáváme[T (�1; : : : ; �n�1)(�n) : T ℄ =



44 ALGEBRA II PRO INFORMATIKY= [T (�1; : : : ; �n�1)(�n) : T (�1; : : : ; �n�1)℄[T (�1; : : : ; �n�1) : T ℄:Proto¾e jsou oba souèinitele vpravo koneèné, je i [T (�1; : : : ; �n�1; �n) : T ℄ koneèný.�Dùsledek 9.9. Neh» T je komutativní tìleso, p 2 T [x℄ a neh» je U rozkladovénadtìleso polynomu p. Jsou-li �1; : : : ; �n 2 U v¹ehny koøeny polynomu p v tìleseU , pak U = T [�1; : : : ; �n℄.Pøíklad 9.10. (1) Q( 3p2) = Q[ 3p2℄ = fx + y 3p2 + z 3p4j x; y; z 2 Qg je koøenovénadtìleso polynomu x3�2 nadQ a [Q( 3p2) : Q℄ = 3, tedy x3�2 je moniký polynomstupnì 3, a proto jde podle 9.8(1) a 9.6 právì o minimální polynom algebraikéhoprvku 3p2 nad Q. V¹imnìme si, ¾e zatímo nad Q je polynom x3 � 2 ireduibilní,nad R máme ireduibilní rozklad x3 � 2 = (x � 3p2)(x2 + 3p2x + 3p4) a nad C sepolynom rozkládá na koøenové èinitele.(2) Neh» k 2 Z a pk 2 C nQ. Pak Q(pk) 6= Q a pk je koøenem polynomux2 � k, proto je mpk = x2 � k díky 9.4 nutnì minimální polynom a [Q(pk) : Q℄ =degmpk = 2 podle 9.8(1). Q(pk) je tzv. kvadratiké roz¹íøení tìlesa Q.(3) R není algebraikým roz¹íøením tìlesa Q, proto¾e polynomù Q[x℄ je pouzespoèetnì mnoho a ka¾dý má pouze koneènì mnoho koøenù, tedy v¹eh reálnýhkoøenù Q[x℄ je opìt pouze spoèetnì. Ov¹em mno¾ina R spoèetná není.(4) Prvek 5p3 je koøenem polynomu x5 � 3 2 Q[x℄ a prvek 7p11 koøenem poly-nomu x7 � 11 2 Q[x℄, tedy oba jsou algebraiké nad Q. Podle Poznámky 9.8(4)je Q( 5p3; 7p11) = Q[ 5p3; 7p11℄ algebraiké roz¹íøení. Z toho plyne, ¾e napøíklad proprvek � = 5 5p3 + 2 7p11 � 5p27 7p11 � 3 existuje polynom p 2 Q[x℄, jeho¾ je �koøenem.Poznámka 9.11. Buï T1 � U1 a T2 � U2 komutativní tìlesa, buï f : T1 ! T2izomor�smus a neh» � 2 U1 je algebraiký prvek nad T1 a � 2 U2 je algebraikýprvek nad T2. Pak existuje takový izomor�smus g : T1(�) ! T2(�), ¾e g(�) = � ag(t) = f(t) pro v¹ehna t 2 T1, právì kdy¾ fx(m�) = m�.Dùkaz. ()) Poznamenejme, ¾e fx je podle Poznámky 9.1(3) izomor�smus okruhùT1[x℄ a T2[x℄, proto je fx(m�) ireduibilní. Dále jg(�)fx(m�) = jg(�)gx(m�) =g(j�(m�)) = g(0) = 0 podle Poznámky 9.1(4), tedy � = g(�) je koøenem polynomufx(m�) 2 T2[x℄ � U2[x℄. Podle Vìty 9.6m�=fx(m�). Proto¾e je fx(m�) ireduibilnía moniký, dostáváme nutnì m� = fx(m�).(() Staèí si uvìdomit, ¾e Vìta 9.6 zaruèuje existeni izomor�smùi� : T1[x℄=(m�T1[x℄)! T1(�); i� : T2[x℄=(m�T2[x℄)! T2(�)a ¾e izomor�smus fx indukuje podle pøedpokladu izomor�smus faktorovýh okruhùfx : T1[x℄=(m�T1[x℄) ! T2[x℄=(m�T2[x℄), kde fx(p +m�T1[x℄) = fx(p) +m�T2[x℄.Slo¾íme-li izomor�smy dostávámeT1(�) �= (T1[x℄)m� �= (T2[x℄)m� �= T2(�);tedy máme izomor�smus g = i�fxi�1� . Nyní zbývá spoèítatg(t) = i�fxi�1� (t) = i�fx(tx0 +m�T1[x℄) = i�(f(t)x0 +m�T2[x℄) = f(t)pro ka¾dé t 2 T1 a podobnìg(�) = i�fxi�1� (�) = i�fx(x1 +m�T1[x℄) = i�(x1 +m�T2[x℄) = �: �



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 45Vìta 9.12. Neh» T1 a T2 jsou komutativní tìlesa, f : T1 ! T2 je izomor�smus aneh» U1 je rozkladové nadtìleso polynomu p 2 T1[x℄ a U2 je rozkladové nadtìlesopolynomu fx(p) 2 T2[x℄. Oznaème �1; : : : ; �n v¹ehny koøeny polynomu p v U1 a�1; : : : ; �m v¹ehny koøeny polynomu fx(p) v U2. Potom n = m a existuje permutae� a izomor�smus g : U1 ! U2 tak, ¾e g(�i) = ��(i) pro i = 1; : : : ; n a g(t) = f(t)pro v¹ehna t 2 T1.Dùkaz. Znovu si v¹imnìme, ¾e fx je izomor�smus okruhù T1[x℄ a T2[x℄. Tvrzenídoká¾eme indukí podle stupnì k = deg p = deg fx(p). Proto¾e je rozkladové nad-tìleso polynomu stupnì 1 nad tìlesem T1 (T2) rovno T1 (T2) staèí pro k = 1 polo¾itg = f .Pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí pro ka¾dou dovojii tìles T1 a T2 a ka¾dý po-lynom stupnì k � 1 nad tìlesem T1 a mìjme polynom p 2 T1[x℄ � U1[x℄ stupnì k.Proto¾e �n 2 U1 je koøenem p, minimální polynom m�n dìlí p podle 9.6, a protofx(m�n) dìlí fx(p). Poznamenejme, ¾e degm�n = deg fx(m�n) > 0 a ¾e rozkladna ireduibilní prvky je podle 8.6 a 7.10 v okruhu U2[x℄ jednoznaèný a¾ na aso-iovanost, proto existuje (ireduibilní polynom) x � �i, který dìlí fx(m�n), bezújmy na obenosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e i = m. Pou¾ijeme-li opìt Vìtu 9.6,vidíme, ¾e je polynom fx(m�n) ireduibilní (nad T2) a moniký, �m je jeho koøen(nad U2), a proto fx(m�n) = m�m . Nyní podle 9.11 existuje izomor�smus tìlesh : T1(�n) ! T2(�m), pro nìj¾ platí, ¾e h(�n) = �m a h(t) = f(t) pro v¹ehnat 2 T1. Zároveò mù¾eme v okruhu T1(�n)[x℄ vydìlit polynom p polynomem x��n,tedy najdeme polynom q 2 T1(�n)[x℄ stupnì k�1, pro který p = (x��n)q, a tudí¾fx(p) = fx(x � �n)fx(q) = (x � �m)fx(q). Vyu¾ijeme-li nyní indukèního pøedpo-kladu pro tìlesa T1(�n) a T2(�m), jejih izomor�smus h a polynom q, dostáváme, ¾en� 1 = m� 1, existuje permutae �0 na Sn�1 a takový izomor�smus g : U1 ! U2,¾e g(�i) = ��(i) pro i = 1; : : : ; n� 1 a g(s) = h(s) pro v¹ehna s 2 T1(�n). Zøejmìtedy n = m, g(t) = h(t) = f(t) pro v¹ehna s 2 T1 a g(�n) = �m. �Pou¾ijeme-li 9.12 pro f = Id dostávámeDùsledek 9.13. Neh» T je komutativní tìleso, p 2 T [x℄. Pak existuje a¾ na izo-mor�smus právì jedno rozkladové nadtìleso polynomu p.10. Koneèná tìlesaPoznámka 10.1. Buï T komutativní tìleso (prvoèíselné) kladné harakteristikyp, buï n pøirozené èíslo a neh» q = pn. Pak mno¾ina Q = ft 2 T j tq = tg tvoøípodtìleso T .Dùkaz. Nejprve uvá¾íme, ¾e fp : T ! T; fp(a) = ap je okruhový homomor�smus.Okam¾itì vidíme, ¾e 0p = 0, 1p = 1, (a �b)p = ap �bp. Dále (a+b)p =Ppi=0 �pi��(ai �bp�i) = ap+bp, proto¾e p=�pi� pro ka¾dé i = 1; : : : ; p�1, tedyPp�1i=1 �pi��(ai �bp�i) =0. Indukèním argumentem zjistíme, ¾e fpi = fpi�1fp je homomor�smus okruhù proka¾dé kladné i. Proto (a+b)pn = fpn(a+b) = fpn(a)+fpn(b) = apn+bpn a podobnì(�a)pn = �apn , (a �b)pn = apn �bpn . Koneènì napøíklad pøímým výpoètem zjistíme,¾e (a�1)pn = (apn)�1 pro ka¾dé nenulové a. Mìjme nyní a; b 2 Q, tj (apn = a,bpn = b). Pak (a+ b)pn = apn + bpn = a+ b a podobnì (a � b)pn = apn � bpn = a � b,(�a)pn = �apn . Je-li naví a 6= 0, potom (a�1)pn = (apn)�1 = a�1. èím¾ jsme



46 ALGEBRA II PRO INFORMATIKYovìøili, ¾e a+b; a �b;�a; a�1 2 Q. Proto¾e 0; 1 2 Q zøejmì, vidíme, ¾e Q je podtìlesoT �Poznámka 10.2. Neh» T je koneèné komutativní tìleso, pak P = fk � 1j k 2Ng �= Zp, kde p je prvoèíslo, je podtìleso T a existuje n tak, ¾e jT j = jP jn = pn.Dùkaz. P �= Z=pZ �= Zp pøímo podle 6.6, proto je P tìleso a T má strukturukoneèného vektorového prostoru nad P . Je-li n = dimP (T ), dostáváme, ¾e jT j =jP jn = pn. �Vìta 10.3. Neh» q 2 N. Pak existuje komutativní tìleso o q prvíh, právì kdy¾q = pn pro nìjaké prvoèíslo p a pøirozené èíslo n. Tìleso o pn prvíh je izomorfnírozkladovému nadtìlesu polynomu xpn � x nad Zp.Dùkaz. ()) plyne okam¾itì z 10.2.(() Uká¾eme, ¾e rozkladové nadtìleso T polynomu xpn � x nad Zp má právìpn prvkù. Proto¾e p nedìlí pn � 1 nemá polynom xpn � x podle 8.14(3) ¾ádnývíenásobný koøen, obsahuje T aspoò pn prvkù. V dùsledku 10.1 je mno¾ina Q =ft 2 T j tpn = tg podtìlesem, naví tpn = t právì kdy¾ je t koøen polynomu xpn �x,tedy jQj = pn (opìt podle 8.5) a Q = T .Vezmeme-li nyní libovolnì tìleso U o pn prvíh, pak pro ka¾dé u 2 U n f0gupn�1 = 1 podle 2.6, a proto upn = u pro v¹ehna u 2 U . Vyu¾ijeme-li dále10.2, dostaneme, ¾e v¹ehny prvky U jsou koøenem polynomu xpn � x nad tìlesemP = fk � 1j k 2 Ng �= Zp, tedy U je rozkladové nadtìleso polynomu xpn � x nadtìlesem P . Závìr potom plyne z 9.12 �Jednoznaènì (a¾ na izomor�smus) urèené tìleso o pn prvíh se zpravidla znaèíGF (pn) (GF = Galois �eld).Vìta 10.4. Koneèné komutativní tìleso T obsahuje podtìleso o q prvíh právìtehdy, kdy¾ q=jT j a q � 1=jT j � 1. Takové podtìleso je právì jedno.Dùkaz. ()) plyne z Lagrangeovy vìty (1.13) pou¾ité pro grupy T (+) a T n f0g(�).(() Podle 10.3 existuje takové prvoèíslo p a pøirozené èíslo n jT j = pn, tedyq = pk pro vhodné pøirozené èíslo k � n. Díky 8.16 víme, ¾e T n f0g(�) je yklikágrupa, a proto podle 2.7 existuje její (jednozna¾nì urèená) podgrupa G øádu q� 1.Proto¾e podle 2.6 uq�1 = 1 pro ka¾dé u 2 G, obshuje mno¾ina Q = G [ f0g právìv¹ehny koøeny polynomu xpn � x. Tedy Q = fu 2 T j uq = ug je podtìleso o qprvíh díky 10.1. Jeho jednoznaènost plyne z 2.6 a 2.7. �Poznámka 10.5. Neh» p je prvoèíslo a k, n pøirozené èíslo. Pak k=n právì tehdy,kdy¾ (pk � 1)=(pn � 1).Dùkaz. ()) Jestli¾e n = kd, snadno spoèítáme, ¾e pn � 1 = (pk � 1)Pd�1i=0 pik.(() Neh» (pk � 1)=(pn � 1) a n = kd + r, kde 0 � r < k. Víme, ¾e pkd � 1 =(pk�1)Pd�1i=0 pik, tedy (pk�1)=((pn�1)�(pkd�1)). Proto¾e (pn�1)�(pkd�1) =pkd(pr � 1) a èísla pk � 1 a pkd jsou nesoudìlná, máme (pk � 1)=(pr � 1). Ov¹emr < k, proto r = 0. �Vìta 10.6. Pro ka¾dé koneèné komutativní tìleso T a pøirozené èíslo n existujenad T ireduibilní polynom stupnì n.



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 47Dùkaz. Z 10.3 víme, ¾e jT j = pk pro vhodné pøirozené k a ¾e existuje tìleso U ,které má pnk prvkù. Naví (pk � 1)=(pnk � 1) podle 10.5, proto díky 10.4 a 10.3obsahuje U podtìleso izomorfní T , bez újmy na obenosti mù¾eme toto podtìlesos tìlesem T ztoto¾nit. Nyní si staèí uvìdomit, ¾e U n f0g(�) je ykliká grupa, azvolit nìjaký generátor � grupy U n f0g. Prvek � je podle 9.8(3) algebraiký aU n f0g = h�i � T (�), proto T (�) = U a deg(m�) = [U : T ℄ = n podle 9.8(1),kde m� je minimální polynom algebraikého prvku � nad T . Koneènì m� je nadT ireduibilní podle 9.6. �Poznámka 10.7. Neh» T je koneèné komutativní tìleso. Ka¾dý ireduibilní poly-nom stupnì n z okruhu T[x℄ dìlí polynom xjT jn � x.Dùkaz. Neh» m 2 T[x℄ ireduibilní polynom stupnì n, bez újmy na obenostimù¾eme pøedpokládat, ¾e jemmoniký. Polo¾me q = jT j = pk pro vhodné prvoèíslop a vhodné pøirozené k a buï U tìleso o pkn prvíh. Podobnì jako v dùkazu 10.6mù¾eme bez újmy na obenosti ztoto¾nit tìleso T s izomorfním podtìlesem tìlesa U ,které existuje podle 10.4. Tìleso U je podle 10.3 rozkladovým nadtìlesem polynomuxqn � x nejen nad tìlesem Zp, nýbr¾ i nad ka¾dým vìt¹ím podtìlesem, tedy i nadtìlesem T . Dále podle 9.3 je (T[x℄)m komutativní tìleso o pkn prvíh, v nìm¾ mápolynom m koøen. Proto¾e (T[x℄)m �= U a izomor�smus lze díky 9.12 vzít tak, abybyl na podtìleseh T identiký, má m koøen v U , oznaème ho �. Snadno s pomoí9.6 nahlédneme, ¾e m je minimálním polynomem prvku � nad tìlesem T , a proto¾eje � koøenem polynomu xqn � x, máme m=(xqn � x) v okruhu T[x℄. �Vìta 10.8. Neh» T je koneèné komutativní tìleso, d pøirozené èíslo a u 2 T[x℄ireduibilní polynom stupnì n. Polo¾me q = jT j. Následujíí tvrzení jsou ekviva-lentní:(a) (xqn � x)=(xqd � x) v T[x℄,(b) u=(xqd � x) v T[x℄,() (qn � 1)=(qd � 1) v Z,(d) n=d v Z.Dùkaz. (a))(b) z 10.7 plyne, ¾e u=(xqn � x) a z tranzitivity relae = dostávámezávìr.(b))() Opìt uvá¾íme, ¾e rozkladové nadtìleso U polynomu (xqd � x) nad Zpmá podle 10.3 právì qd prvkù a obsahuje jako podtìleso tìleso izomorfní T (a tamù¾eme ztoto¾nit) podle 10.4. Proto¾e u=(xqd � x) existuje nad tìlesem U koøen� 2 U polynomu u. To znamená, ¾e je minimální polynom m� algebraikého prvku� nad T asoiován s polynomem u a tudí¾ [T (�) : T ℄ = degm� = degu = n podle9.8(1). Tedy jT (�)j = qn a (qn � 1)=(qd � 1) podle 10.4.())(a) Pou¾ijem obdobný argument jako v dùkazu 10.5: je-li (qd� 1) = s(qn�1),pak (xqd � x) = x(xqn�1 � 1)Ps�1i=0 xi(qn�1).(),(d) Proto¾e q = pr pro vhodné pøirozené r a prvoèíslo p podle 10.3, máme((pr)n � 1)=((pr)d � 1) , rn=rd díky 10.5, o¾ zøejmì nastává , n=d. �Uvá¾íme-li, ¾e se pro ka¾dé prvoèíslo p polynom x(pn)d � x 2 Zp[x℄ nad svýmrozkladovým nadtìlesem U podle 8.14(3) rozkládá na rùzné koøenové èinitele, tedyna vzájemnì neasoiované polynomy, nemohou být vzájemnì asoiovány ani èlenyireduibilního rozkladu x(pn)d � x v jakémkoli podtìlese tìlesa U . Díky pøedhozívìtì dostaneme:



48 ALGEBRA II PRO INFORMATIKYDùsledek 10.9. Neh» p je prvoèíslo, n pøirozené èíslo a q = pn. Pak polynomxqd � x je právì souèinem v¹eh monikýh ireduibilníh polynomù nad tìlesemGF (qd) v¹eh stupòù k, které dìlí d.Pøíklad 10.10. (1) Hledáme-li nerozlo¾itelné polynomy ze Z2[x℄ stupnì 4, vímez 10.7, ¾e v¹ehny musí dìlit polynom x16 � x, resp. x15 � 1. Dále nám 10.9 øíká,¾e nerozlo¾itelný polynom stupnì k (� 4) dìlí polynom x16 � x právì kdy¾ k=4(tj. právì kdy¾ existuje podtìleso ¹estnátiprvkového tìlesa o 2k prvíh). Tudí¾polynom x16�x budou dìlit právì v¹ehny nerozlo¾itelné polynomy stupnì 1, 2 a 4.Jediným nerozlo¾itelným polynomem stupnì 2 nad tìlesem Z2 je polynom x2+x+1.Snadno spoèítáme, ¾e x16 � x = x(x� 1)(x2 + x+1)(x12 + x9 + x6 + x3 +1), tedypolynom x12+x9+x6+x3+1 u¾ nutnì musí být souèinem v¹eh nerozlo¾itelnýhpolynomù stupnì 4 (zøejmì existují právì 3). Dopoèítáme, ¾e x12+x9+x6+x3+1 =(x4 + x3 + x2 + x+ 1)(x4 + x3 + 1)(x4 + x+ 1).(2) Proto¾e tìleso o 27 prvíh obsahuje pouze vlastní podtìleso o 2 prvíh (7je toti¾ prvoèíslo), je polynom x128�x nad Z2 souèinem právì v¹eh ireduibilníhpolynomù stupnì 1 (takové jsou právì 2) a stupnì 7. Proto nad Z2 existuje právì18 = 128�27 nerozlo¾itelnýh polynomù stupnì 7.(3) Spoèítáme pomoí 10.9 neasoiované nerozlo¾itelné polynomy stupnì ¹estnad tìlesem Z3. Víme, ¾e polynom x729 � x se rozkládá na souèin v¹eh vzájemnìneasoiovanýh (mají toti¾ rùzné koøeny) ireduibilníh polynomù stupnì k=6, tedyrozklad x729 � x na ireduibilní èinitele obsahuje právì polynomy stupnì 1, 2, 3a 6. Zøejmì máme právì 3 neasoiované ireduibilní polynomy stupnì 1 a snadnospoèteme (napø. stejným postupem pro polynom x9 � x), ¾e existují rovnì¾ 3 ne-asoiované neireduibilní polynomy stupnì 2. Koneènì pomoí rozkladu polynomux27 � x na nerozlo¾itelné polynomy (stejnou metodou) zjistíme, ¾e existuje a¾ naasoiovanost 8 = 27�(3�1)3 neireduibilníh polynomù stupnì 3. Tedy snadno dopo-èítáme, ¾e neasoiovanýh ireduibilníh polynomù stupnì 6 nad Z3 existuje právì116 = 729�(3�1+3�2+8�3)6 .Pøíklad 10.11. Algebraiký uzávìr libovolného koneèného tìlesa harakteristikyp obsahuje tìleso o pn prvíh pro ka¾dé kladné elé n.11. Volné algebry a varietyDe�nie. Je-li I mno¾ina, budeme øíkat zobrazení 
 : I ! N typ. Øekneme, ¾ealgebra A(�ij i 2 I) je typu 
, pokud pro ka¾dé i 2 I je �i právì 
(i)-ární operaí.De�nie. Buï 
 : I ! N nìjaký typ, X mno¾ina a neh» indexovaná mno¾inasymbolù operaí f�ij i 2 Ig je disjunktní s X . De�nujme indukí posloupnostmno¾in Wi:W0 = f�ij i 2 I;
(i) = 0g [X aWn+1 = f(�i; w1; : : : ; w
(i))j i 2 I; wj 2Wn; 
(i) 6= 0g [Wn:Polo¾me W
(X) = Sn2NWn a de�nujme pro ka¾dé i 2 I na mno¾inì W
(X)
(i)-ární operai �i pøedpisem �i(w1; : : : ; w
(i)) = (�i; w1; : : : ; w
(i)). Potom alge-bru W
(X)(�ij i 2 I) (typu 
) nazveme (absolutnì volnou) algebrou termù nad Xtypu 
.



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 49Pøíklad 11.1. Buï X = fxg jednoprvková mno¾ina písmen, I = f�g a 
(�) = 1,tedy uva¾ujeme jednu unární operai. PotomW
(X) = fx; (��; x); (��; ��; x); : : : g,proto je W
(X) nekoneèná.Poznámka 11.2. Neh» 
 : I ! N0 nìjaký typ a X je mno¾ina. Potom X generujealgebru termù W
(X)(�ij i 2 I).Dùkaz. Doká¾me indukí podle n, ¾e Wn � hXi. Zøejmì W0 � hXi. Neh» Wn �hXi. Vezmeme-li i 2 I , pro nì¾ 
(i) 6= 0, a w1; : : : ; w
(i) 2 Wn � hXi, pak(�i; w1; : : : ; w
(i)) = �i(wi; : : : ; w
(i)) 2 hXi, proto Wn+1 � hXi. �Poznámka 11.3. Buï 
 : I ! N0 typ, X mno¾ina a A(�ij i 2 I) algebra typu
. Pak pro ka¾dé zobrazení ' : X ! A existuje právì jeden homomor�smus ' :W
(X)! A tak, ¾e 'jX = '.Dùkaz. Budeme induktivnì roz¹iøovat zobrazení ' na mno¾iny Wn. Nejprve de�-nujme '0 :W0 ! A pøedpisem '0(x) = '(x) pro v¹ehna x 2 X a '0(�i) = �i prov¹ehna taková i, pro nì¾ 
(i) = 0. Máme-li de�nováno 'n :Wn ! A roz¹íøíme hona 'n+1 : Wn+1 ! A 'n+1(�i; w1; : : : ; w
(i)) = �i('n(w1); : : : ; 'n(w
(i))), jestli¾ei 2 I , 
(i) 6= 0 a w1; : : : ; w
(i) 2 Wn. Koneènì polo¾me ' = Sn 'n, Z konstrukeje zjevné, ¾e jde o jedinou mo¾nou de�nii roz¹iøujíího homomor�smu. �Vìta 11.4. Ka¾dá algebra daného typu 
 je homomorfním obrazem algebry W
(X)pro nìjakou mno¾inu X.Dùkaz. Staèí vzít za X libovolnou mno¾inu generátorù (napøíklad elou algebru) aidentitu na X roz¹íøit podle 11.3 na pøíslu¹ný homomor�smus. �Poznámka 11.5. Neh» 
 je typ a X a Y mno¾iny. Pak je algebra termù W
(X)nad X izomorfní algebøe termù W
(Y ) nad Y právì tehdy, kdy¾ existuje bijekemezi X a Y (tj. jX j = jY j).Dùkaz. ()) Vezmìme nìjaký izomor�smus ' : W
(X) ! W
(Y ). Nejprve doká-¾eme, ¾e '(X) � Y . Pøedpokládejme, ¾e existuje x 2 X , pro které '(x) = w 62 Y ,tj. buï existuje i 2 I , pro nì¾ 
(i) = 0 a w = �i nebo existuje n > 0, pronì¾ w 2 Wn n Wn�1. První mo¾nost je ov¹em ve sporu s prostotou ', proto¾e'(x) = '(�i), a proto¾e w = �j(w1; : : : ; w
(j)) pro j 2 I a wk 2Wn�1, dostávámex = �j('�1(w1); : : : ; '�1(w
(j))) 62 W0, o¾ rovnì¾ není mo¾né. Tedy '(X) � Ya stejným argumentem pro inverzní izomor�smus obdr¾íme '�1(Y ) � X , tudí¾ 'indukuje bijeki mezi X a Y(() Máme-li bijeki b : X ! Y mù¾eme ji podle 11.3 roz¹íøit na homomor�smus' : W
(X) ! W
(Y ) a její inverz b�1 : Y ! X na homomor�smus  : W
(Y ) !W
(X). Z jednoznaènosti roz¹íøení identity na X resp. X na endomor�smus naW
(X), resp. W
(Y ) plyne, ¾e ' = Id a  ' = Id, tedy ' je izomor�smsu. �Pøipomeòme de�nii souèinové algebry. Mìjme n 2 N, neprázdný systém mno¾inAj , j 2 J a systém n-árníh operaí �i na Aj . De�nujme operai Qj2J �i naQj2J Aj vztahem[Yj2J �i(f1; : : : ; f
(i))℄(j) = �i(f1(j); : : : ; f
(i)(j));kde fi 2 Qj2J Aj .



50 ALGEBRA II PRO INFORMATIKYSnadno nahlédneme, ¾e Qj2J Aj(Qj2J �ij i 2 I) opìt algebra typu 
 (mluvímeo souèinu algeber), je-li Aj(�ij i 2 I) neprázdný systém algeber stejného typu 
.De�nie. Neh» 
 je typ a X je nekoneèná spoèetná mno¾ina. Identitou nazvemelibovolnou dvojii (u;w) 2 W
(X)�W
(X). Øekneme, ¾e algebra A typu 
 splòujeidentitu (u;w), pokud pro ka¾dý homomor�smus ' : W
(X)! A je '(u) = '(w).Tøídu V algeber typu 
 nazveme varietou, existuje-li mno¾ina identit M tak, ¾e Vje tvoøena právì v¹emi algebrami typu 
 splòujíími v¹ehny identity z M .Vìta 11.6 (Birkho�). Tøída V algeber typu 
 je varieta právì tehdy, kdy¾ je Vuzavøená na v¹ehny podalgebry, homomorfní obrazy a souèiny algeber z V.Dùkaz. ()) Neh» V je varieta s mno¾inou identit M . Zvolme A 2 V a vezmìmenìjakou podalgebru B algebry A. Oznaème i : B ! A inkluzi mno¾in a v¹imnìmesi, ¾e je i homomor�smus. Máme-li nyní (u;w) 2 M a libovolný homomor�smus' : W
(X) ! B, pak i' je homomor�smus W
(X) do A, proto i'(u) = i'(w).Ov¹em i je prosté zobrazení, tedy '(u) = '(w).Nyní vezmìme homomor�smus  : A ! B, kde opìt A 2 V , (u;w) 2 M ahomomor�smus ' : W
(X) !  (B). Pro ka¾dé x 2 X de�nujme zobrazení � :X ! A podmínkou �(x) 2  ('(x))�1 . Zobrazení � mù¾eme podle 11.3 roz¹íøit nahomomor�smus � : X !  (B), pro nìj¾  � = '. Proto¾e �(u) = �(v), dostávámei '(u) =  �(u) = �(w) = '(w), tedy  (B) 2 V .Koneènì mìjme systém algeber Aj 2 V , kde j 2 J , a homomor�smus ' :W
(X) ! Qj2J Aj a (u;w) 2 M . Oznaème �k : Qj2J Aj ! Ak pro ka¾dé2 J pøirozenou projeki na k-tou slo¾ku a v¹imnìme si, ¾e se jedná o homomor�s-mus. Proto¾e �k'(u) = �k'(w) pro ka¾dé 2 J , je podle de�nie souèinu algeber'(u) = '(w).(() Vezmìme mno¾inu v¹eh identit M , které splòuje ka¾dá algebra a dáleoznaème U varietu v¹eh algeber splòujííh M . Zøejmì V � U .Nejprve zvolme libovolnou algebru A 2 U . Díky 11.4 existuje mno¾ina Y a ho-momor�smus p : W
(Y )! A na elou algebru A. Uvá¾íme mno¾inu R v¹eh kon-gruení � na W
(Y ), pro nì¾ W
(Y )=� 2 V . Vidíme, ¾e Q�2RW
(Y )=� 2 V podlepøedpokladu a dále pøirozenì de�nované zobrazení  : W
(Y ) ! Q�2RW
(Y )=�je homomor�smus. Proto pro kongrueni �0 = T�2R � pomoí 1. vìty o izomor�smudostáváme vztahW
(Y )=�Y =W
(Y )=ker  �=  (W
(Y )), tedyW
(Y )=�Y je po-dalgebra suèinové algebry z V , tedy i W
(Y )=�Y 2 V a �Y je nejmen¹í kongruenena W
(Y ), pro ní¾ W
(Y )=�Y 2 V .Nyní uká¾eme, ¾e �Y � ker p. Vezmìme (a; b), aby platilo, ¾e p(a) 6= p(b) aneh» X je spoèetná (staèí samozøejmì koneèná) podmno¾ina Y , která obsahujev¹ehna písmena termù z a a b. Proto¾e W
(X) �W
(Y ) a restrike p na W
(X)indukuje homomor�smus W
(X) ! A, identita (a; b) na A není splnìna, protoexistuje algebra B 2 V a takový homomor�smus f : W
(X) ! B, ¾e f(a) 6= f(b),který mù¾eme díky 11.3 roz¹íøit (na Y n X zobrazení dode�nujeme libovolnì) nahomomor�smus f :W
(Y )! B. To znamená, ¾e (a; b) 62 �Y .Koneènì pou¾itím 1. a 2.vìty o izomor�smu dostáváme, ¾e A �=W
(Y )=ker p jeizomorfní faktorové algebøe W
(Y )=�Y , tedy díky uzavøenosti V na faktory dostá-váme, ¾e A 2 V . �Pøíklad 11.7. 1) Tøída v¹eh grup tvoøí varietu (pøitom tato varieta splòuje iden-tity (x � (y � z); (x � y) � z), (x � 1; x), (1 � x; x) a (x � x�1; 1)).



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 512) Tøída v¹eh komutativníh grup tvoøí varietu (k identitám grupy pøibyde je¹tìkomutativita: (x � y; y � x)).3) Tøída v¹eh okruhù tvoøí varietu.4) Tøída v¹eh tìles není podle Birkho�ovy vìty varietou, nebo» souèin dvoutìles (napø. Z2 � Z2) není tìlesem.12. Algebraiký uzávìrDe�nie. Øekneme, ¾e je komutativní tìleso U algebraiky uzavøené, jestli¾e seka¾dý nenulový polynom p 2 U [x℄ rozkládá nad U na koøenové èinitele. Komutativnítìleso U je algebraikým uzávìrem tìlesa T , je-li U algebraiky uzavøené tìleso,T � U , a ¾ádné podtìleso V tìlesa U , které obsahuje podtìleso T není algebraikyuzavøené.Vìta 12.1. Neh» T je komutativní tìleso. Pak existuje jeho algebraiký uzávìr U .Dùkaz. Mìjme � nìjaké ordinální èíslo (nebo indexujme pøirozenými èísly). Nejprvesi uvìdomíme, ¾e sjednoení øetìze tìles S�<� U�, kde U� je podtìleso U� proka¾dé � < �, má pøirozenì dánu strukturu okruhu (operae jen stále roz¹iøujeme) aje dokone tìlesem (inverzní prvek k prvku t 2 U� najdeme u¾ v U�). Zkonstruujemeposloupnost do sebe zaøazenýh tìles Ti � Ti+1, polo¾me T1 = T .Ka¾dé z tìles Ti pro i > 1 pøitom vytvoøíme pomoí trans�nitní induke. Opat-øeme nejprve indexy � < �i v¹ehny polynomy nad Ti stupnì nejvý¹e i + 1,t.j. fp�j � < �ig = fp 2 Ti[x℄j deg p � i + 1g. Polo¾íme Ti0 = Ti. Máme-lide�nováno tìleso Ti� vezmeme jako tìleso Ti�+1 právì rozkladové nadtìleso po-lynomu p� 2 Ti[x℄ � Ti�[x℄ nad tìlesem Ti�. Je-li � limitní ordinál polo¾ímeTi� = S�<� Ti�. Koneènì de�nujme Ti+1 = S�<�i Ti�.Nyní staèí polo¾it U = Si2N Ti. Uká¾eme, ¾e U je algebraiky uzavøené. Je-li p 2 U [x℄, pak existuje takové i, ¾e jsou v¹ehny koe�ienty p v Ti (p má jenkoneènì mnoho rùznýh koe�ientù) a naví deg p � i+ 1. To ov¹em znamená, ¾ese p rozkládá nad Ti+1 � U na koøenové èinitele.Koneènì poznamenejme, ¾e algebraiky uzavøená podtìlesa U tvoøí uzávìrovýsystém, proto je prùnik v¹eh algebraiky uzavøenýh podtìles U obsahujííh Thledaným algebraikým uzávìrem. �Poznámka 12.2. ®ádné koneèné komutativní tìleso není algebraiky uzavøené.Dùkaz. Je-li T je koneèné tìleso, polynom 1+Qt2T (x� t) (stupnì jT j) nemá v T¾ádný koøen, tedy T není algebraiky uzavøené. �Dùsledek 12.3. Algebraiký uzávìr koneèného tìlesa je nekoneèný.V¹imneme-li si, ¾e polynomù omezeného stupnì nad koneèným tìlesem je jenkoneènì mnoho a ¾e rozkladové nadtìleso libovolného polynomu nad koneènýmtìlesem je opìt koneèné podle 9.9, vidíme, ¾e hodnoty �i i v¹ehna tìlesa Ti� aTi jsou v dùkazu 12.1 koneèná. Algebraiký uzávìr koneèného tìlesa tedy le¾í vespoèetném sjednoení koneènýh tìles, proto musí být spoèetný.



52 ALGEBRA II PRO INFORMATIKY13. Ireduibilní rozklad polynomùDe�nie. Øekneme, ¾e polynom f je bez ètverù, jestli¾e neexistuje ¾ádný takovýpolynom g (nad tým¾ tìlesem) kladného stupnì, aby g2=f . Je-li f = Qni=1 f ii , kdev¹ehny polynomy fi jsou bez ètverù, mluvíme o bezètverovém rozkladu polynomuf .Poznámka 13.1. Pro ka¾dý polynom nad komutativním tìlesem existuje bezètver-ový rozklad.Dùkaz. Bezprostøední dùsledek 7.10 spolu s 8.6. �Poznámka 13.2. Neh» T je komutativní tìleso, f 2 T [x℄. Pak je f bez ètverùprávì kdy¾ 1 je NSD(f; f 0).Dùkaz. Postupujeme podobnì jako v Poznáme 8.11. Jestli¾e f = g2h, pak podle8.10(3) f 0 = g � (gh)0 + g0 � gh = g � ((gh)0 + g0h), tedy g=f 0.Pøedpokládejme, ¾e 1 není NSD(f; f 0), tedy podle 7.7 (2) existuje ireduibilnípolynom g, který dìlí f 0 i f , tj. f = g � a; f 0 = g � b. Proto¾e g � b = f 0 = (g � a)0 =g � a0 + g0 � a a proto¾e g a g0 jsou nesoudìlné, dostáváme, ¾e g=a a tedy g2=f . �Pøíklad 13.3. [Bezètverový rozklad polynomu nad tìlesem kladné harakteris-tiky℄ Mìjme tìleso T prvoèíselné harakteristiky p a f 2 T [x℄. Oznaèujme nsd(a; b)jednoznaènì urèený moniký polynom, který je NSD(a; b).Polo¾me 1 = nsd(f; f 0); g1 = f1 ; h1 = nsd(1; g1); a induktivnì de�nujmeposloupnosti fig, fgig, fhig:i = i�1hi�1 ; gi = hi�1; hi = nsd(i; gi):Neh» f =Qni=1 f ii je bezètverový rozklad. Potomf 0 = [Xi=2pN if 0if i�1i � Yj =2pN[fig f jj ℄ � [Yi2pN f ii ℄;a proto 1 = nsd(f; f 0) = [ Yj =2pN f j�1j ℄ � [Yi2pN f ii ℄:Odtud dostáváme, ¾e g1 =Qj =2pN fj a h1 =Qj�2;j =2pN fj .Podobnì nahlédneme, ¾e k = [Qj�k;j =2pN f j�1j ℄ � [Qi2pN f ii ℄ a ¾e gk = hk�1 =Qj�k;j =2pN fj . Odtud snadno spoèítáme, ¾e gkhk = fk pokud p nedìlí p a gkhk = 1 vopaèném pøípadì. Máme tedy algoritmus k nalezení èlenù bezètverového rozkladupro v¹ehna i, je¾ nedìlí p. V¹imneme-li si, ¾e po koneènì kroíh dostanemen = [Yi2pN f ii ℄ =Xi aixip = (Xi aixi)p:Pou¾ijeme-li nyní rekurzivnì algoritmus na polynom Pi aixi, najdeme èleny fibezètverový rozklad pro p=i, jestli¾e p2 nedìlí i. Dále mù¾eme pokraèovat rekurzí.Podrobnosti viz [MS℄.Poznámka 13.4 (Èínská vìta o zbytíh). Mìjme koneèné komutativní tìlesoT , navzájem nesoudìlné ireduibilní polynomy f1; : : : ; fn 2 T[x℄ a polo¾me f =Qni=1 fi. Pak je zobrazení ' : T[x℄=fT [x℄ ! Qni=1 T [x℄=fiT [x℄ dané pøedpisem'([g℄f ) = ([(g)modf1℄; : : : [(g)modfn℄) okruhový izomor�smus.



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 53Dùkaz. Obdobný jako u Èínské vìty o zbytíh pro okruh elýh èísel. �Vìta 13.5. Buï T koneèné komutativní tìleso a f moniký bezètverový polynom.Oznaème V = T [x℄=fT [x℄ a W = fu 2 V j ujT j = ug.(1) V je vektorový prostor nad tìlesem T a W jeho podprostor.(2) Je-li f souèinem k ireduibilníh polynomù, pak dimTW = k.(3) Je-li [u℄f 2W a 1 � deg u � deg f , potom f =Qs2T nsd(u� s; f).(4) Je-li [u1℄f : : : [uk℄f báze vektorového prostoru W a g a h dva neasoiovanéireduibilní faktory f, potom existuje takové i � k a s 2 T , ¾e g dìlí (wi�s)a h nedìlí (wi � s).Dùkaz. (1) V je komutativní grupou s pøirozenì de�novaným násobením skalárem,o nìm¾ snadno nahlédneme, ¾e tvoøí na V strukturu vektorového prostoru. Abyhomdokázali, ¾e je W jeho podprostor, staèí podobnì jako v 10.1 vyu¾ít toho, ¾e zob-razení u! ujT j tvoøí endomor�smus na T [x℄ a tedy i na V = T [x℄=fT [x℄. Ov¹em z10.3 plyne, ¾e tjT j = t pro ka¾dé t 2 T a (a+b)p = ap+bp, kde a; b 2 T [x℄ a jT j = pnpro prvoèíslo p, proto¾e je p harakteristika okruhu T [x℄, tudí¾ i (a+b)pn = apn+bpn .(2) Buï f = f1 � � � � � fk rozklad f na moniké ireduibilní polynomy a oznaèmeVi = T [x℄=fiT [x℄ a Wi = fu 2 Vij ujT j = ug. Podle 13.4 je zobrazení ' :V !Qki=1 Vi dané pøedpisem '([v℄f ) = ([(v)mod f1℄; : : : [(v)mod fn℄) izomor�smusokruhù (a zøejmì i vektorovýh prostorù) V aQki=1 Vi. Vidíme, ¾e '(W ) �Qki=1Wi(�Qki=1 Vi). Proto¾e dále pro ka¾dé (w1; : : : ; wk) 2Qki=1Wi, existuje vzor w 2 V ,tj. '(w) = (w1; : : : ; wk), pøièem¾ '(wjT j) = (wjT j1 ; : : : ; wjT jk ) = (w1; : : : ; wk) = '(w),tedy '(W ) =Qki=1Wi. Koneènì si v¹imnìme, ¾e ka¾dý okruh Vi je tìleso aWi jehopodtìleso o nejvý¹e jT j prvíh díky 10.1 a zároveò je Wi nenulový vektorový jT j-prostor, má tedy právì jT j prvkù. Tím jsme ovìøili, ¾e jW j = jQki=1Wij = jT jk,proto je dimT (W ) = k.(3) Vyu¾ijeme-li faktu, ¾e okruhy Wi jsou jT j-prvková tìlesa a ' indukuje okru-hový izomor�smus W a Qki=1Wi, pro ka¾dý prvek w 2 W dostáváme wjT j � w =Qs2T (w � s) = 0, kde ztoto¾níme prvky tìlesa T a rozkladové tøídy [sx0℄f . Je-litedy [u℄f = w 2W , platí, ¾e f=Qs2T (u� s), proto f=Qs2T nsd(u� s; f). Jeliko¾jsou polynomy u� s a u� t pro t 6= s nesoudìlné, dostávámeQs2T nsd(u� s; f)=f ,a proto¾e jsou oba polynomy moniké dostáváme dokone rovnost.(4) Bez újmy na obenosti oddìlíme napøíklad polynomy f1 a f2. Proto¾e ! =([1℄; [0℄; : : : ; [0℄) 2Qki=1Wi, existuje polynom w, pro nìj¾ [u℄ 2 W a '([u℄) = !. Toznamená, ¾e f1=u�1 a f2=u, proto f2 nedìlí u�1. Podle (3) plyne, ¾e f1 nedìlí u�spro ¾ádné s 2 T n f1g, tedy a f1f2 nedìlí u� s pro ¾ádné s 2 T . Pøedpokládejmenyní, ¾e pro ka¾dé i existuje takové si 2 T , ¾e f1f2=(ui � si) a vezmìme T -lineárníkombinai u = Pki=1 aiui. Potom f1f2=Pki=1 ai(ui � si) = u �Pki=1 aisi, èím¾dostáváme spor. Dokázali jsme, ¾e existuje takové i, ¾e f1f2 nedìlí (ui � s) pro¾ádné s 2 T . Nyní zbývá pomoí (3) zvolit s 2 T , pro nìj¾ f1=(ui � s). �Pøíklad 13.6. [Berlekampùv algoritmus℄ Pomoí pøedhozí vìty budeme umìt roz-lo¾it bezètverový polynom nad koneèným tìlesem, najdeme-li bázi vektorovéhoprostoru W . Polo¾me n = deg f , r = jT j a (xr(j�1))mod f = Pni=1 qijxi�1 proka¾dé j = 1; : : : ; n. Nyní sestavíme matii Q = (qij). V¹imneme-li si, ¾e QvT = vT ,právì kdy¾ (Pi<n vixi)r � (Pi<n vixi) mod f , kde v = (v0; : : : ; vn�1), staèí námnajít bázi øe¹ení homogenní soustavy rovni s matií Q� In. Podrobnosti viz [MS℄.
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