
14./15.12.5. Determinanty5.1. Spoèítejte nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matie A = �3 11 2�.Postupujeme pøímo podle de�nie. Rozmyslíme si, ¾e S2 = fId; (12)g. a protodet(A) = 3 � 2� 1 � 1 = 5 nad tìlesy Q, R. Obvyklá úvaha o poèítání v tìleseh Zpnám umo¾ní vyu¾ít výsledku spoèítaného v tìlese reálnýh (èi raionálníh) èísel,který nakone staèí upravit modulo p. To znamená, ¾e det(A) = (5)mod5 = 0 nadtìlesem Z5 a det(A) = (5)mod7 = 5 nad tìlesem Z7. �5.2. Spoèítejte nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matie B = 0�1 2 14 0 32 3 11A.I tentokrát budeme faktiky postupovat podle de�nie. Sudým permutaím Id,(123) a (132) z S3 odpovídají po øadì souèiny 1 � 0 � 1, 2 � 3 � 2 a 1 � 4 � 3 (v¾dy beremenejprve hodnotu z prvního øádku, poté z druhého a nakone z tøetího) a lihýmpermutaím (12), (13) a (23) odpovídají souèiny 2 � 4 � 1, 1 � 0 � 2 a 1 � 3 � 3, protodet(B) = det(0�1 2 14 0 32 3 11A) = 1 � 0 � 1+2 � 3 � 2+1 � 4 � 3� (2 � 4 � 1+1 � 0 � 2+1 � 3 � 3):Tedy det(B) = 7 nad tìlesy Q, R, det(B) = 2 nad tìlesem Z5 a det(B) = 0 nadtìlesem Z7. �5.3. Rozhodnìte, zda je nad tìlesy Q, Z5 a Z7 regulární matie:A = 0�1 2 12 1 01 4 41A, B = 0�2 2 31 3 21 1 31A, A �B a A555.Díky Vìtì 8.4 staèí zjistit, zda jsou determinanty jednotlivýh mati nenulové.Spoèítejme nejprve determinanty mati A a B:detA = det0�1 2 12 1 01 4 41A = det0� 1 2 12 1 0�3 �4 01A = det� 2 1�3 �4� = �5nad Q, detA = 0 nad Z5 a detA = 2 nad Z7, o¾ znamená, ¾e je A regulární nadQ a Z7 a A je singulární nad Z5. PodobnìdetB = det0�2 2 31 3 21 1 31A = det0�2 0 31 2 21 0 31A = 2 � det�2 31 3� = 6nad Q, detB = 1 nad Z5 a detB = 6 nad Z7, tedy B jr regulární nad v¹emi tìlesyQ, Z5 a Z7. Pou¾ijeme-li Vìtu 7.21, která øíká, ¾e det(A �B) = det(A) �det(B), pakvidíme, ¾e det(A �B) 6= 0 právì kdy¾ detA 6= 0 a detB 6= 0. Tudí¾ matie A �B je29



30regulární nad Q a Z7 a není regulární nad Z5. Koneènì indukèním roz¹íøením Vìty7.21 dostaneme, ¾e det(A555) = det(A)555, a proto je matie A555 regulární právìnad tìlesy Q a Z7. �5.4. Urèete nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinanty matiC1 = 0BBBB�3 4 4 2 10 2 4 0 30 0 4 3 20 0 0 1 10 0 0 0 21CCCCA a C2 = 0BBBB�0 0 0 1 10 2 4 0 30 0 4 3 23 4 4 2 10 0 0 0 21CCCCA :Determinant matieC1 = (ij) mù¾eme opìt spoèítat podle de�nie, uvìdomíme-li si, ¾e pro ka¾dou neidentikou permutai � 2 S5 bude existovat aspoò jedno j,pro nì¾ j > �(j), a proto j�(j) = 0 a 1�(1) � � � � � 5�(5) = 0. Tedy determi-nant Gaussovy ètverové matie C1 je právì souèin hodnot na hlavní diagonále, tj.det(C1) = 3 � 2 � 4 � 1 � 2 = 48 nad tìlesy Q a R, det(C1) = (48)mod5 = 3 nadtìlesem Z5 a det(C1) = (48)mod7 = 6 nad tìlesem Z7.Nyní si v¹imnìme, ¾e matii C2 dostaneme z matie C1 výmìnou 1. a 4. øádku.Proto podle Vìty 6.4 je det(C2) = � det(C1), tudí¾ det(C2) = �48 nad tìlesy Q,R, det(C2) = (�48)mod5 = 2 nad tìlesem Z5 a det(C2) = (�48)mod7 = 1 nadtìlesem Z7. �5.5. Spoèítejte nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matie D = 0BB�1 0 2 11 1 0 30 2 1 21 2 3 41CCA.Pøipomeòme, ¾e Vìta 6.4 nám øíká, jak se zmìní determinant matie, provedeme-li nìkterou z øádkovýh úprav. V pøedhozí úloze jsme si naví uvìdomili, ¾e jevelmi snadné urèit determinant Gaussovy matie jako souèin hodnot na hlavnídiagonále. Budeme-li tedy standardními prostøedky pomoí elementárníh úpravøádkù pøevádìt matii D na její Gaussovu matii, budeme v ka¾dém kroku znát,jak jsme pùvodní determinant zmìnili. Tedy upravujme a poèítejme:det(D) = det(0BB�1 0 2 11 1 0 30 2 1 21 2 3 41CCA) = det(0BB�1 0 2 10 1 �2 20 2 1 20 2 1 31CCA) =
= det(0BB�1 0 2 10 1 �2 20 0 5 �20 0 5 �11CCA) = det(0BB�1 0 2 10 1 �2 20 0 5 �20 0 0 1 1CCA) = 1 � 1 � 5 � 1 = 5:Tedy zjistili jsme, ¾e det(D) = 5 nad tìlesy Q, R, det(D) = 0 nad tìlesem Z5 adet(D) = 5 nad tìlesem Z7. �21./22.12.



315.6. Spoèítejte nad tìlesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matie G = 0BB�1 0 2 10 0 3 01 4 1 22 2 4 01CCA.Tentokrát k výpoètu pou¾ijeme Vìtu 6.8 a budeme determinant rozvíjet podle2. øádku:det(G) = (�1)2+1 � 0 � det(0�0 2 14 1 22 4 01A) + (�1)2+2 � 0 � det(0�1 2 11 1 22 4 01A)++(�1)2+3 � 3 � det(0�1 0 11 4 22 2 01A) + (�1)2+4 � 0 � det(0�1 0 21 4 12 2 41A) == �3 � det(0�1 0 11 4 22 2 01A) = �3 � (1 � 1 � 2� 1 � 4 � 2) = 18:Tedy jako obvykle det(G) = 18 nad Q a R, det(G) = 3 nad Z5 a det(G) = 4 nadZ7. �Poznamenejme, ¾e jsme determinanty ani dal¹í èleny rozvoje, které pøíslu¹í nulo-vému prvku z øádku, podle nìj¾ determinant rozvíjíme, vùbe nemuseli psát. Navísi uvìdomme, ¾e tato metoda je vhodná právì v pøípadì, kdy nìkterý z øádkù nebosloupù, vyu¾ijeme-li pozorování obsahuje þhodnì" nul.5.7. Spoèítejte determinant matie H = 0BBBB�1 3 �3 1 13 2 7 5 �92 1 �1 2 01 2 2 1 �12 �1 3 2 7 1CCCCA nad tìlesem ra-ionálníh èísel.V matii H sie ¾ádný øádek ani sloupe neobsahuje vìt¹í poèet nul, ov¹em prvnía ètvrtý sloupe se li¹í jen na jedné pozii. Víme, ¾e odeèteme-li od jednoho z tìhtosloupù druhý, nezmìní se podle Tvrzení 6.2 a Vìty 6.4 hodnota determinantu. Potéto úpravì u¾ ov¹em mù¾eme pou¾ít metodu rozvoje podle sloupe (tedy Vìtu6.8):det(H) = det(0BBBB�1 3 �3 1 13 2 7 5 �92 1 �1 2 01 2 2 1 �12 �1 3 2 7 1CCCCA) = det(0BBBB� 0 3 �3 1 1�2 2 7 5 �90 1 �1 2 00 2 2 1 �10 �1 3 2 7 1CCCCA) == (�1) � (�2) � det(0BB� 3 �3 1 11 �1 2 02 2 1 �1�1 3 2 7 1CCA):Nyní odeèteme od prvního øádku upravené matie trojnásobek druhého øádku. Naprvním øádku zùstanou dva nenulové prvky, podle nih¾ determinant rozvedeme asnadno dopoèítáme:



32
det(H) = 2 � det(0BB� 3 �3 1 11 �1 2 02 2 1 �1�1 3 2 7 1CCA) = 2 � det(0BB� 0 0 �5 11 �1 2 02 2 1 �1�1 3 2 7 1CCA) == 2 � (�5) � det(0� 1 �1 02 2 �1�1 3 7 1A)� 2 � 1 � det(0� 1 �1 22 2 1�1 3 21A) == �10 � (14� 1 + 3 + 14)� 2 � (4 + 1 + 12 + 4 + 4� 3) = �344: �5.8. Najdìte nad tìlesem raionálníh èísel rekurentní vzore pro výpoèet deter-minant obené ètverové matie Cn = (ij) stupnì n, kde ii = 1, ii+1 = �1 aii+1 = 1 a jinde je ij = 0, tj. Cn = 0BBBBBB�1 �1 0 0 : : : 0 01 1 �1 0 : : : 0 00 1 1 �1 : : : 0 0: : : : : : : : :: : : : : : : : :0 0 0 0 : : : 1 1

1CCCCCCA.Rozvedeme-li matii Cn podle prvního øádku, dostaneme detCn = detCn�1 +detAn�1, kde matii An�1 získáme z Cn vypu¹tìním prvního øádku a druhéhosloupe. Rozvojem podle prvního sloupe matie An�1 zjistíme, ¾e detAn�1 =detCn�2. Tedy platí rekurentní vzore detCn = detCn�1 + detCn�2 a pøímýmvýpoètem zjistíme, ¾e detC1 = 1 a ¾e detC2 = 2. Vidíme, ¾e hodnota detCn jeprávì n+ 2. èlenem Fibonaiovy posloupnosti. �5.9. Spoèítejte nad tìlesem raionálníh èísel determinant ètverové matie Dn =(dij) stupnì n, kde dii = 1, dii+1 = di+1i = 1 a jinde je dij = 0, tj. Dn =0BBBBBB�1 1 0 0 : : : 0 01 1 1 0 : : : 0 00 1 1 1 : : : 0 0: : : : : : : : :: : : : : : : : :0 0 0 0 : : : 1 1
1CCCCCCA.Stejným postupem jako v pøedhozí úloze zjistíme, ¾e detDn = detDn�1 �detDn�2. Dále snadno spoèítáme hodnoty detD1 = 1, detD2 = 0 a poté pomoírekurentního vzore detD3 = �1, detD4 = �1, detD5 = 0, detD6 = 1, detD7 =1 a detD8 = 0. Vidíme, ¾e je posloupnost fdetDngn periodiká s periodou 6.Dode�nujeme-li detD0 = 1, pak dostáváme vztah detDn = detDnmod6. �5.10. Spoèítejte determinant matie D500 z pøedhozí úlohy.Staèí pou¾ít nerekurentní vztah detD500 = detD500mod6 = detD2 = 0. �



335.11. Rozhodnìte pro která reálná a jsou reálné matie P(a) = 0�1 1 0a 1 a1 a 01A,Q(a) = 0� a �1 �1a� 1 1 1a+ 1 1 0 1A, P(a) �Q(a) a P(a)257 �Q(a)374 regulární.Nejprve spoèítáme determinanty det(P(a)) = det0�1 1 0a 1 a1 a 01A = a� a2; adet(Q(a)) = det0� a �1 �1a� 1 1 1a+ 1 1 0 1A = det0�2a� 1 0 0a� 1 1 1a+ 1 1 01A = 1� 2a:Vìta 6.6 z pøedná¹ky øíká, ¾e je matie regulární, právì kdy¾ je její determinantnenulový. Determinanty mati P(a) aQ(a) u¾ jsme spoèítali, zbývá nám s vyu¾itímVìty 6.7 spoèítat det(P(a)�Q(a)) = det(P(a))�det(Q(a)) = a(1�a)(1�2a). Vidíme,¾e je matie P(a) regulární, právì kdy¾ a 2 R n f0; 1g, matie Q(a) je regulární,právì kdy¾ a 2 Rnf 12g a souèin P(a)�Q(a) je regulární, právì kdy¾ a 2 Rnf0; 12 ; 1g.Koneènì indukèní aplikaí Vìty 6.7 dostáváme, ¾edet(P(a)257 �Q(a)374) = det(P(a))257 � det(Q(a))374 = a257(1� a)257(1� 2a)374:Proto¾e polynom a257(1 � a)257(1 � 2a)374 v promìnné a nemá jiné koøeny ne¾0, 12 , 1, vidíme, ¾e je matie P(a)257 � Q(a)374 regulární opìt právì tehdy, kdy¾a 2 R n f0; 12 ; 1g. �5.12. Rozhodnìte pro která x 2 Z5 je matie 0� 2x x+ 3 2x+ 1x+ 4 3x+ 2 3x+ 1 x 4x 1A nad tìle-sem Z5 singulární.Opìt nejprve spoèítáme determinant matie A(x) = 0� 2x x+ 3 2x+ 1x+ 4 3x+ 2 3x+ 1 x 4x 1A,nejprve pøièteme tøetí sloupe k druhému a pak rozvedeme podle tøetího øádku:det0� 2x x+ 3 2x+ 1x+ 4 3x+ 2 3x+ 1 x 4x 1A = det0� 2x 3x+ 4 2x+ 1x+ 4 3x 3x+ 1 0 4x 1A == (x+ 1) � (4x2 + x+ 2) + 4x � (3x2 + 4x+ 4) = x3 + x2 + 4x+ 2:Stejnì jako v pøedhozí úloze potøebujeme najít x 2 Z5, pro nì¾ je hodnotadet(A(x)) = x3 + x2 + 4x + 2 = 0, o¾ snadno zjistíme dosazováním jednotlivýhprvkù tìlesa Z5:det(A(0)) = 2; det(A(1)) = 13+12+4�1+2 = 3; det(A(2)) = 23+22+4�2+2 = 2;det(A(3)) = 33 + 32 + 4 � 3 + 2 = 0; det(A(4)) = 43 + 42 + 4 � 4 + 2 = 3:Zjistili jsme, ¾e je matie A(x) singulární, právì kdy¾ je x = 3. �



345.13. Vyøe¹te nad reálnými èísly soustavu rovni AxT = (1; 0; 0)T s reálným pa-rametrem a, kde A = 0�2a+ 1 a 2aa 1 a+ 12a 0 2a 1A.Pro poèítání pou¾ijeme Cramerovo pravidlo, tedy Tvrzení 6.10 z pøedná¹ky.Nejdøíve urèíme detA = 2a � (a + 1). To znamená, ¾e Cramerovo pravidlo mù-¾eme vyu¾ít pro parametr a 2 Rnf0;�1g, t.j. je-li matie A regulární. Dále urèímedeterminant mati Ai, které vzniknou z matie A nahrazením i-tého sloupe sloup-em pravýh stran vektorem, tedy (1; 0; 0)T :detA1 = det0�1 a 2a0 1 a+ 10 0 2a 1A = 2a, detA2 = det0�2a+ 1 1 2aa 0 a+ 12a 0 2a 1A = 2a adetA3 = det0�2a+ 1 a 1a 1 02a 0 01A = �2a.Nyní pomoí Tvrzení 6.10 spoèítáme hodnotu i-té neznámé jako xi = (detA)�1 �detAi. Tedy x1 = x2 = 2a2a(a+1) = 1a+1 a x3 = �2a2a(a+1) = � 1a+1 . Koneènì standard-ním postupem zjistíme, ¾e soustava pro a = �1 nemá øe¹ení a pro a = 0 le¾í v¹ehnaøe¹ení v mno¾inì (1; 0; 0) + L((0; 1;�1)). �5.14. Najdìte nad tìlesem Z7 adjungovanou matii k matiím A = �1 23 6�, B =�1 11 2�, C = 0BB�1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 11CCA a D = 0�1 2 43 2 61 0 51A.Postupujme nejprve podle de�nie, na i-tém øádku a v j-tém sloupi adjungovanématie se nahází subdeterminant pùvodní matie, v ní¾ vy¹krtneme j-tý øádek ai-tý sloupe, vynásobený hodnotou (�1)i+j :adj(A) = �6 54 1� ; adj(B) = �2 66 1� ; adj(C) = 0BB�0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 01CCA :U poslední matie, pro ni¾ u¾ jsme (v úloze 1.13.) zjistili, ¾e je regulární, a známe jejíinverz B�1 = 0�2 5 51 3 41 6 21A. Nyní staèí abyhom spoèítali determinant det(D) = 5a vyu¾ili Tvrzení 6.9, které øíká, ¾e adj(D) = det(D) � D�1, tedy adj(D) = 5 �0�2 5 51 3 41 6 21A = 0�3 4 45 1 65 2 31A. �5.15. Spoèítejte adjungovanou matii ke ètverové matii stupnì 100, která máhodnost 98.



35Uvá¾íme-li, ¾e matie, kterou dostaneme z pùvodní vy¹krtnutím i-tého øádkua j-tého sloupe má hodnost nejvý¹e 98, je taková matie singulární a má tedydeterminant rovný nule. To znamená, ¾e hledaná adjungovaná matie je nulová. �4./5.1.6. Skalární souèin6.1. Neh» M = 0� 0 0 12p5 1p5 01p5 � 2p5 01A, b1 = 0B� 1p31p31p31CA ;b2 = 0� 1p2� 1p20 1A ;b3 = 0B� 1p61p6� 2p61CAjsou reálné matie a uva¾ujme standardní skalární souèin na reálném aritmetikémvektorovém prostoru R3.(a) Ovìøte, ¾e B = (b1;b2;b3) je ortonormální báze R3,(b) spoèítejte souøadnie vektorù (0; 0; 1)T , (2; 1; 0)T a (1; 2; 3)T vzhledem kortonormální bázi B,() ovìøte, ¾e M a MT jsou ortonormální matie,(d) doka¾te, ¾e (Mb1;Mb2;Mb3) je opìt ortonormální báze.(a) Podle de�nie spoèítáme1p3(1; 1; 1) �0B� 1p31p31p31CA = 3 � ( 1p3)2 = 1; 1p3(1; 1; 1) �0� 1p2� 1p20 1A = 1p6 � 1p6 = 0;1p3(1; 1; 1) �0B� 1p61p6� 2p61CA = 2 � 1p18� 1p18 = 0; 1p2(1;�1; 0) �0� 1p2� 1p20 1A = 2 �( 1p2)2 = 1;1p2(1;�1; 0) �0B� 1p61p6� 2p61CA = 0; 1p6(1; 1;�2) �0B� 1p61p6� 2p61CA = 2 � ( 1p6)2 + ( 2p6)2 = 1;tedy zjistili jsme, ¾e B je ortonormální, a proto lineárnì nezávislá posloupnost.Proto¾e jde o tøíprvkovou lineárnì nezávislou posloupnost ve vektorovém prostorudimenze 3, musí jít o bázi. Seøadíme-li vektory b1;b2;b3 do matie N, mohli jsmeotázku zformulovat matiovì, konkrétnì jsme mìli zjistit (a zjistili), zdaNT �N = I3.(b) Pøipomeòme, ¾e pro ka¾dou ortonormální bázi B = (b1;b2;b3) tvoøí sou-øadnie vektor v 2 R3 vzhledem k bázi B jednoznaènì urèený aritmetiký vektor(x1; x2; x3)T 2 R3, pro který platí v =P3i=1 xibi. Vyu¾ijeme-li ortonormality bázi,vidíme, ¾e bTj � v = bTj � 3Xi=1 xibi = 3Xi=1 xibTj � bi = xj ;tedy souøadniev jsou právì Fourierovy koe�ienty. Konkrétnì dostáváme, ¾e- NT � (0; 0; 1)T = (1 � 1p3 ; 1 �0; 1 � �2p6 )T = 1p6 (p2; 0;�2)T jsou souøadnie vektoru(0; 0; 1)T vzhledem k B,- NT � (2; 1; 0)T = ( 2+1p3 ; 2�1p2 ; 2+1p6 )T = (p3; 1p2 ;q 32 )T jsou souøadnie vektoru(2; 1; 0)T vzhledem k B a



36 - NT � (1; 2; 3)T = ( 1+2+3p3 ; 1�2p2 ; 1+2�3�2p6 )T = (2p3;� 1p2 ;�q32 )T jsou souøadnievektoru (1; 2; 3)T vzhledem k B.()Máme zjistit, zdaMT �M = I3, o¾ snad ovìøíme pøímým výpoètem. Proto¾eje matie M ortogonální, víme z pøedná¹ky, ¾e je ortogonální i matie MT .(d) Proto¾e matieM �N obsahuje ve svýh sloupíh právì vektoryMb1,Mb2,Mb3, ptáme se, zda je tato matie ortogonální. Obì matie jsou ov¹em ortogonální,tedy M �N je ortogonální podle tvrzení z pøedná¹ky. �6.2. Uva¾ujme standardní skalární souèin � na reálném vektorovém prostoru R3 aneh» V = L((1; 1; 0)T ; (1; 3; 2)T ).(a) Najdìte nìjakou ortonormální bázi prostoru V ,(b) najdìte ortogonální bázi V obsahujíí vektor (2; 4; 2)T ,() urèete ortonormální bázi (1; 2; 3) prostoru R3, pro ni¾ V = L(1; 2).(a) Budeme upravovat napøíklad bázi ((1; 1; 0)T ; (1; 3; 2)T ) Gramovu-Shmidtovuortogonalizaí. Polo¾íme nejprve v1 = 1k(1;1;0)Tk (1; 1; 0)T = 1p2 (1; 1; 0)T . Dále hle-dáme vektor u2 ve tvaru u2 = (1; 3; 2)T + �v1. Z podmínky vT1 �v2 = 0 dostáváme,¾e  = �vT1 �(1; 3; 2)T = � 4p2 , proto u2 = (�1; 1; 2)T . Nyní vektor u2 normalizu-jeme a dostaneme v1 = 1k(�1;1;2)T k (�1; 1; 2)T = 1p6 (�1; 1; 2)T .Hledanou ortonormální bází V je tedy posloupnost ( 1p2 (1; 1; 0)T ; 1p6 (�1; 1; 2)T ).(b) Postupujeme obdobnì jako v (a) jen zvolíme bázi V zaèínajíí vektorem(2; 4; 2)T , napøíklad bázi ((2; 4; 2)T ; (1; 1; 0)T ). Poznamenejme, ¾e kdybyhom na¹lipostupem (a) ortonormální bázi, jednalo by se urèitì i o bázi ortogonální. Mynyní pou¾ijeme úvahu obdobnou jako v (a), tentokrát ov¹em nebudeme (proto¾enemusíme) normalizovat:Polo¾íme nejprve v1 = (2; 4; 2)T a hledáme vektor v2 ve tvaru v2 = (1; 1; 0)T+�v1. Z podmínky v1 �v2 = 0 tentokrát dostáváme, ¾e  = �vT1 �(1;1;0)TvT1 �v1 = � 624 = � 14 ,proto v2 = (1; 1; 0)T � 14 � (2; 4; 2)T = 12 (1; 0;�1)T .Hledanou ortogonální bází V je tedy posloupnost ((2; 4; 2)T ; 12 (1; 0;�1)T ) neboposloupnost ((2; 4; 2)T ; (1; 0;�1)T ).() V (a) jsme nalezli ortonormální bázi ( 1p2 (1; 1; 0)T ; 1p6 (�1; 1; 2)T ). Pøipo-meòme, ¾e ka¾dý vektor kolmá na bázi podprostoru V je kolmý na jeho v¹ehnyvektory. Staèí nám tedy najít vektor u, pro (1; 1; 0)u = 0 a (1; 3; 2)u = 0, tedyhledáme øe¹ení homogenní soustavy rovni s matií �1 1 01 3 2�. Snadno spoèítáme,¾e takovým øe¹ením je napøíklad vektor (�1; 1;�1)T . Staèí tedy tento vektor nor-malizovat, abyhom na¹li poslední vektor hledané ortonormální báze. Tedy je-li1 = 1p2 (1; 1; 0)T , 2 = 1p6 (�1; 1; 2)T 3 = 1p3 (�1; 1;�1)T , dostáváme ortonor-mální bázi (1; 2; 3) po¾adovanýh vlastností. �6.3. Buï M = ((1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T ; (1; 1; 1)T ) báze reálného vektorového pro-storu R3 se standardním skalárním souèinem. Najdìte ortonormální takovou báziB = (v1;v2;v3) prostoru R3, aby L((1; 1; 0)T ) = L(v1) a L((1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T ) =L(v1;v2).Postupujme opìt Gramovu-Shmidtovu ortogonalizaí.



371. v1 = (1;1;0)Tk(1;1;0)Tk = 1p2 (1; 1; 0)T .2. v02 = (0; 1; 1)T � 1p2 (1; 1; 0)(0; 1; 1)T � 1p2 (1; 1; 0)T = 12 (�1; 1; 2)T . Protokv02 k = p62 v2 = 1p6 (�1; 1; 2)T .3. Pøednì 1p2 (1; 1; 0)(1; 1; 1)T = p2 a 1p6 (�1; 1; 2)(1; 1; 1)T = 2p6 , proto v03 =(1; 1; 1)T�p2� 1p2 (1; 1; 0)T� 2p6 1p6 (�1; 1; 2)T = 13 (1;�1; 1)T . Tedy kv03 k =1p3 a v3 = 1p3 (1;�1; 1)T .Na¹li jsme ortonormální bázi ( 1p2 (1; 1; 0)T ; 1p6 (�1; 1; 2)T ; 13 (1;�1; 1)T ).Cheme-li vytvoøit ortonormální bázi z báze ((1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T ; (1; 1; 1)T ) mo-di�kovaným Gramovým-Shmidtovým algoritmem, dostáváme:1. v1 = 1p2 (1; 1; 0)T , v02 = (0; 1; 1)T a v03 = (1; 1; 1)T .2. v02 = 12 (�1; 1; 2)T , v03 = (1; 1; 1)T �p2 � 1p2 (1; 1; 0)T = (0; 0; 1)T a normu-jeme v2 = 1p6 (�1; 1; 2)T .3. v03 = (0; 0; 1)T � 2p6 1p6 (�1; 1; 2)T = 13 (1;�1; 1)T a v3 = 1p3 (1;�1; 1)T .Výsledek modi�kovaného algoritmu je stejný jako v pøípadì klasikého algoritmu,zmìnili jsme jen uspoøádání úprav. �Pøipomeòme, ¾e QR-rozkladem matieA nad reálným nebo komplexním tìlesemrozumíme rozkladA = QR, kde QT �Q je jednotková matie a R je regulární hornítrojúhelníková matie s kladnými reálnými hodnotami na diagonále.6.4. Najdìte QR rozklady mati (a) 0�1 01 10 11A, (b) 0�1 0 11 1 10 1 11A, () 0BB�1 1 01 0 11 1 01 0 21CCA.Uva¾ujme obenou matii A = (a1j : : : jam) s lineárnì nezávislými sloupi. Pøi-pomeòme, ¾e je-li q1; : : : ;qm je posloupnost ortonormálníh vektorù, kterou z po-sloupnosti a1; : : : ; am vytvoøíme Gramovou-Shmidtovou ortogonalizaí a polo¾íme-li Q = (q1j : : : jqm) a R = (rij), kde rij = qTi � aj , potom je A = QR právì QRrozklad matie A. Naví poznamenejme, ¾e rii = qTi � ai = kq0ik, tedy matie Qsestává z výslednýh ortonormálníh vektorù a matie R obsahuje právì v¹ehnyúdaje, které pøi Gramovì-Shmidtovì ortogonalizai spoèítáme (tedy nad diagoná-lou v¹ehny potøebné skalární souèiny a na diagonále v¹ehny potøebné normy).(a) Proto¾e jsou sloupe první matie právì první dva vektory z úlohy 6.3, vy-u¾ijeme prvníh dvou krokù Gramovy-Shmidtovy ortogonalizae z 6.3 a sepí¹emeúdaje do matiQ = 0B� 1p2 � 1p61p2 1p60 2p6 1CA a R = �k(1; 1; 0)Tk 1p2 (1; 1; 0)(0; 1; 1)T0 k 12 (�1; 1; 2)Tk � =  p2 1p20 p62 ! :(b) Tentokrát sepí¹eme do mati údaje elé Gramovy-Shmidtovy ortogonali-zae z 6.3, první dva sloupe mati Q a R u¾ známe (u prvníh dvou sloupù



38R pøidáme nulový poslední øádek). Tedy dostáváme Q = 0B� 1p2 � 1p6 1p31p2 1p6 � 1p30 2p6 1p3 1CA aR = 0B�p2 1p2 1p2 (1; 1; 0)(1; 1; 1)T0 p62 1p6 (�1; 1; 2)(1; 1; 1)T0 0 k 1p3 (1;�1; 1)Tk 1CA = 0B�p2 1p2 p20 p62 2p60 0 1p31CA.() Nyní budeme Gramovou-Shmidtovou ortogonalizaí upravovat lineárnì ne-závislou posloupnost vektorù (1; 1; 1; 1)T , (1; 0; 1; 0)T , (0; 1; 0; 2)T mezivýsledky se-psat do mati Q a R. V¹imnìme si, ¾e rii = hqi aii = kq0ik.1. q1 = (1;1;1;1)Tk(1;1;1;1)Tk = ( 12 ; 12 ; 12 ; 12 )T a r11 = k(1; 1; 1; 1)Tk = 2.2. q02 = (1; 0; 1; 0)T�h 12 (1; 1; 1; 1)T ; (1; 0; 1; 0)T i� 12 (1; 1; 1; 1)T = 12 (1;�1; 1;�1)T .Proto r12 = h 12 (1; 1; 1; 1); (1; 0; 1; 0)T) = 1, r22 = k 12 (1;�1; 1;�1)Tk = 1 aq2 = ( 12 ;� 12 ; 12 ;� 12 )T .3. Koneènì r13 = hq1; (0; 1; 0; 2)T i = 32 , r23 = hq2; (0; 1; 0; 2)T i = � 32 , protoq03 = (0; 1; 0; 2)T � 32 � ( 12 ; 12 ; 12 ; 12 )T + 32 � ( 12 ;� 12 ; 12 ;� 12 )T = (0;� 12 ; 0; 12 )T .Tedy r33 = k(0;� 12 ; 0; 12 )T k = 1p2 a q3 = (0;� 1p2 ; 0; 1p2 )T .Dostáváme QR rozklad 0BB�1 1 01 0 11 1 01 0 21CCA = 0BB�12 12 012 � 12 � 1p212 12 012 � 12 1p2 1CCA0�2 1 320 1 � 320 0 1p21A : �6.5. Najdìte nìjakou ortonormální bázi podprostoru V = L((1; 1;�2; 1)T , (2; 0; 1; 0)T ,(0; 1; 0; 1)T ) reálného aritmetikého vektorovém prostoru R4 se standardním ska-lárním souèinem.Nejprve zvolíme vhodnou bázi prostoru V , kterou budeme ortogonalizovat po-moí Gramovy-Shmidtovy ortogonalizae. Vektor (2; 0; 1; 0)T je zøejmì kolmý nazbývajíí vektory, zvolme tedy bázi V , tak aby byl vektor (2; 0; 1; 0)T na jejím prv-ním místì. Tedy vyjdeme napøíklad z báze ((2; 0; 1; 0)T ; (0; 1; 0; 1)T ; (1; 1;�2; 1)T ).Gramovu-Shmidtovu ortogonalizai tentokrát mírnì modi�kujeme: najdeme nej-prve ortogonální bázi a tu budeme normalizovat a¾ na závìr.U¾ jsme v¹imli, ¾e ((2; 0; 1; 0)T � (0; 1; 0; 1)T = 0, tedy máme první dva (zatímjen ortogonální, nikoli ortonormální) vektory hledané báze: v01 = (2; 0; 1; 0)T , v02 =(0; 1; 0; 1)T . Nyní budeme hledat tøetí baziký vektor ve tvaru v03 = (1; 1;�2; 1)T �1 v01�2 v02. Pøitom má splòovat podmínky, ¾e v0i �v03 = 0 pro i = 1; 2, z èeho¾vyu¾itím linearity skalárního souèinu v druhé slo¾e dostáváme, ¾e1 = (1; 1;�2; 1) � (2; 0; 1; 0)T(2; 0; 1; 0) � (2; 0; 1; 0)T = 0; 2 = (1; 1;�2; 1) � (0; 1; 0; 1)T(0; 1; 0; 1) � (0; 1; 0; 1)T = �1:V¹imnìme si, ¾e koe�ient je roven 0 díky volbì vektoru v01 kolmého na v¹ehny ná-sledujíí vektory, proto nám staèilo hledat ortogonální bázi podprostoruL((1; 1;�2; 1)T ;(0; 1; 0; 1)T ), která musí být kolmá na vektor (2; 0; 1; 0)T . Tedy v03 = (1; 1;�2; 1)T �(0; 1; 0; 1)T = (1; 0;�2; 0)T je posledním hledaným kolmým vektorem. Posloupnostvektorù ((2; 0; 1; 0)T ; (0; 1; 0; 1)T ; (1; 0;�2; 0)T ) tvoøí zøejmì ortogonální bázi pro-storu V . Zbývá nám jednotlivé vektory normalizovat: v1 = v01kv01 k = 1p5 (2; 0; 1; 0)T ,



39v2 = v02kv02 k = 1p2 (0; 1; 0; 1)T , v3 = v03kv03 k = 1p5 (1; 0;�2; 0)T , Ortonormální bází jetedy napøíklad posloupnost vektorù ( 1p5 (2; 0; 1; 0)T ; 1p2 (0; 1; 0; 1)T ; 1p5 (1; 0;�2; 0)T .�11./12.1.6.6. Uva¾ujme standardní skalární souèin na reálném vektorovém prostoruR5. Na-jdìte bázi ortogonálního doplòku podprostoruU = L((1; 2; 1; 1; 1)T ; (0;�1; 1; 1; 2)T ).Pøipomeòme, ¾eU? = fv 2 R5juT �v = 08u 2 Ug = fv 2 R5juT �v = 08u 2 Bg;kde B je nìjaká báze U . Snadno uvá¾íme, ¾e potøebujeme najít právì øe¹ení homo-genní soustavy rovni s matií �1 2 1 1 10 �1 1 1 2� Tedy bázi U? tvoøí napøíkladvektory (�3; 1; 1; 0; 0)T ; (�3; 1; 0; 1; 0)T ; (�5; 2; 0; 0; 1)T . �6.7. Spoèítejte ortogonální projeki vektoru (2; 2;�1)T do podprostoru V a báziortogonálního doplòku V ?, kde V je z pøíkladu 6.2.Podobnì jako v úloze 6.1 lze souøadnie ortogonální projeke vektoru u na pod-prostor V vzhledem k ortonormální bázi B = (b1;b2) spoèítat jako Fourierovy ko-e�ienty, tj. oznaèíme-li vu 2 V ortogonální projeki vektoru u na V a vu = a1b1+a2b2, pak (a1; a2) = (hb1;vi; hb2;vi), kde (b;b2) = ( 1p2 (1; 1; 0)T ; 1p6 (�1; 1; 2)T ) jeortonormální báze nalezená v úloze 6.2. Tedy(a1; a2) = ( 1p2(1; 1; 0) � (2; 2;�1)T ; 1p6(�1; 1; 2) � (2; 2;�1)T ) = ( 4p2 ;� 2p6)T ;a proto vu = 4p2 1p2(1; 1; 0)T � 2p6 1p6(�1; 1; 2)T = 13(7; 5;�2)T :Na závìr si zkontrolujme, ¾e u�vu le¾í v ortogonálním doplòku V , tedy, ¾e je vek-tor (2; 2;�1)T � 13 (7; 5;�2)T = 13 (�1; 1;�1)T kolmý na v¹ehny (baziké) vektoryprostoru V . �6.8. Uva¾ujme standardní skalární souèin na reálném vektorovém prostoru R4.(a) najdìte nìjakou ortogonální bázi podprostoruU = L((1; 1; 0; 1)T ; (1; 0; 1; 1)T ),(b) najdìte nìjakou ortogonální bázi ortogonálního doplòku U?,() spoèítejte ortogonální projeki vektoru (�1; 1; 0; 4)T do podprostoru W =L((1; 2; 1;�1)T ; (1; 1; 0; 1)T ).(a), (b) Mù¾eme postupovat nìkolika zpùsoby. Jednak mù¾eme doplnit vektory(1; 1; 0; 1)T ; (1; 0; 1; 1)T na bázi elého prostoruR4 (napøíklad vektory (1; 0; 0; 0)T a(0; 1; 0; 0)T ) a tuto bázi upravit Gramovou-Shmidtovou ortogonalizaí. První dvavektory ortogonalizované báze budou pøitom tvoøit ortogonální bázi U , dal¹í dvavektory budou tvoøit ortogonální bázi doplòku U?.Rovnì¾ nám staèí najít libovolnou bázi U? (napøíklad tým¾ postupem z 6.6)a obì báze ortogonalizovat. Postupujme druhým zpùsobem: Bázi U? tvoøí napøí-klad posloupnost (�1; 1; 1; 0)T , (0; 1; 1;�1)T . Vektor (0; 1; 1;�1)T mù¾eme upravit



40jedním krokem Gramovy-Shmidtovy ortogonalizae(0; 1; 1;�1)T � (�1; 1; 1; 0) � (0; 1; 1;�1)T3 (�1; 1; 1; 0)T = 13(2; 1; 1;�3)T ;a proto posloupnost (�1; 1; 1; 0)T ; (2; 1; 1;�3)T tvoøí ortogonální bázi U?. Obdobnìzjistíme, ¾e ((1; 1; 0; 1)T , (1;�2; 3; 1)T ) tvoøí ortogonální bázi U .() Potøebujeme nejprve urèit souøadnie x1; x2 ortogonální projeke u = x1 �(1; 2; 1;�1)T + x2 � (1; 1; 0; 1)T , ani¾ budeme hledat ortogonální bázi W , jak jsmeèinili v 6.7. Øe¹íme tedy nehomogenní soustavu rovni s matií:0BBBBBBBBBB�(1; 2; 1;�1) �0BB� 121�11CCA (1; 2; 1;�1) �0BB�11011CCA ?? (1; 2; 1;�1) �0BB��1104 1CCA(1; 1; 0; 1) �0BB� 121�11CCA (1; 1; 0; 1) �0BB�11011CCA ?? (1; 1; 0; 1) �0BB��1104 1CCA
1CCCCCCCCCCA =

= �7 2 ?? �32 3 ?? 4 � :Snadno zjistíme, ¾e x1 = �1 a x2 = 2, proto u = (1; 0;�1; 3)T .Pro kontrolu je¹tì ovìøme, zda je vektor v�u = (�2; 1; 1; 1)T skuteènì kolmýna podprostor U . Zøejmì (�2; 1; 1; 1) �(1; 2; 1;�1)T = 0 a (�2; 1; 1; 1) �(1; 1; 0; 1)T =0. �6.9. Uva¾ujme standardní skalární souèin na reálném vektorovém prostoru R3, Upodprostor R3 a v 2 R3. Najdìte vektor u 2 U a u? 2 U?, aby v = u+u?,(a) je-li U = L((1; 3;�2)T ; (1; 1;�1)T ) a v = (2; 4; 3)T ,(b) je-li U = L((1; 2; 1)T ; (2; 1;�1)T ) a v = (1; 2; 4)T ,() je-li U = L((1; 2; 1)T ; (2; 1;�1)T ) a v = (4; 2; 1)T .Postupujme obdobnì jako v 6.8(d), tj. hledáme takovou lineární kombinai vek-torù a(1; 3;�2)T +b(1; 1;�1)T , aby byl vektor (2; 4; 3)T �a(1; 3;�2)T�b(1; 1;�1)Tkolmý na prostor U . To mù¾eme ekvivalentnì vyjádøit tak, ¾e vektor (2; 4; 3)T �a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T je kolmý na vektor (1; 3;�2)T i (1; 1;�1)T a odtud do-stáváme soustavu rovni(1; 3;�2) � [(2; 4; 3)T � a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T ℄ = 0;(1; 1;�1) � [(2; 4; 3)T � a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T ℄ = 0:Tuto soustavu upravíme na nehomogenní soustavu lineárníh rovni, sepí¹eme do(Gramovy) matie a vyøe¹íme: �14 6 ?? 86 3 ?? 3� :Snadno zjistíme, ¾e a = 1 a b = �1, ortogonální projeke vektoru (2; 4; 3)T napodprostor U je u = (1; 3;�2)T � (1; 1;�1)T = (0; 2;�1)T a u? = v�u =(2; 4; 3)T � (0; 2;�1)T = (2; 2; 4)T .



41(b) I tentokrát standardnì najdeme Gramovu matii �6 3 ?? 93 6 ?? 0� vyjadøujíípodmínku, ¾e (1; 2; 4)T � x(1; 2; 1)T � y:(2; 1;�1)T je kolmé na podprostor U adopoèítáme x = 2 a y = �1. Ortogonální projeke vektoru (1; 2; 4)T na podprostorU je tedy u = 2 �(1; 2; 1)T �1 �(2; 1;�1)T = (0; 3; 3)T a u? = (1; 2; 4)T �(0; 3; 3)T =(1;�1; 1)T .() V¹imnìme si, ¾e poèítáme-li stejnì jako v (b), dostaneme Gramovu mati sestejnými levými stranami, tj. �6 3 ?? 93 6 ?? 9� a dopoèítáme x = 1 a y = 1, proto u =�(1; 2; 1)T + (2; 1;�1)T = (3; 3; 0)T a u? = (4; 2; 1)T � (3; 3; 0)T = (1;�1; 1)T . �6.10. Uva¾ujme standardní skalární souèin � na komplexním vektorovém prostoruC3, tj. u �v = uT v.(a) Najdìte ortonormální bázi podprostoru U = L((1; i; 1� i)T , (i; 2+ i;�1)T ),(b) najdìte bázi ortogonálního doplòku UT ,() spoèítejte ortogonální projeki vektoru (1; 0;�i)T do podprostoru U .(a) Vyu¾ijeme Gramovu-Shmidtovu ortogonalizai provedenou na posloupnostu1 = (1; i; 1�i)T , u2 = (i; 2+i;�1)T . Nejprve urèíme v1 = (1;i;1�i)Tk(1;i;1�i)T k = 12 (1; i; 1�i)T . Poté spoèítáme  = v1 �(i; 2+i;�1)T = 12 (1;�i; 1+i)�(i; 2+i;�1)T = �2i2 = �ia dále v02 = u2�v1 = (i; 2+ i;�1)T + i2 (1; i; 1� i)T = 12 (3i; 3+2i;�1+ i)T , protov2 = 1p24 (3i; 3 + 2i;�1 + i)T .(b) u1 �(1;�1; 0; 0; 1)T = 0, u1 �(1;�1; 0; 0; 1)T = 0 Proto¾e potøebujeme najítnenulový vektor v kolmý na vektory u1, u2, tj. má platit, ¾e (1; i; 1 � i)T � v =(1;�i; 1 + i)T � v = 0 a (i; 2 + i;�1)T � v = (�i; 2 � i;�1)T � vT = 0, o¾ snadnozformulujeme matií� 1 �i 1 + i�i 2� i �1 � � � i 1 �1 + i�i 2� i �1 � � �1 �i 1 + i0 3� i �2 + i� :tedy vidíme, ¾e bází øe¹ení soustavy i bází U? je vektor (�3� 3i; 3 + i; 4 + 2i)T .() Podobnì jako v pøíkladu 6.7() staèí, abyhom spoèítali souøadnie ortogo-nální projeke vzhledem k ortonormální bázi U , tedy hodnotya1 = v1 �(1; 0;�i)T = 12(1;�i; 1+ i)0� 10�i1A = 1 + (1 + i) � (�i)2 = 2� i2 ;a2 = v2 �(1; 0;�i)T = 1p24(�3i; 3� 2i;�1� i)0� 10�i1A = �3i+ i� 1p24 = �1� 2ip24 :Tedy ortogonální projeke je vektor2� i4 (1; i; 1� i)T + �1� 2i24 (3i; 3 + 2i;�1+ i)T = 124(18� 9i; 7 + 4i; 21 + 5i)T :�



426.11. Najdìte pøibli¾né øe¹ení metodou nejmen¹íh ètverù soustavy rovnix1 +2x2 = 02x1 +x2 +2x3 = 0x1 �2x2 +x3 = 10x1 +2x2 +2x3 = 7x2 �x3 = 3Snadno nahlédneme, ¾e soustava nemá øe¹ení. Budeme tedy hledat jen pøibli¾néøe¹ení. Máme vektor pravýh stran y = (1; 4; 6; 2;�1)T a vektory levýh stran a1 =(1; 2; 1; 1; 0)T , a2 = (2; 1;�2; 2; 1)T a a3 = (0; 2; 1; 2;�1)T . Hledáme xi tak, abyP3i=1 xiai byla právì ortogonální projeke vektoru pravýh stran do podprostoruL(a1; a2; a3). To vede stejnì jako v pøípadì ortogonální projeke k soustavì rovnis matií 0�aT1 � a1 aT1 � a2 aT1 � a3 ?? aT1 � yaT2 � a1 aT2 � a2 aT2 � a3 ?? aT2 � yaT3 � a1 aT3 � a2 aT3 � a3 ?? aT3 � y1A :Dosadíme a hledáme øe¹ení soustavy rovni s matií0�7 4 7 ?? 174 14 3 ?? �37 3 10 ?? 211A :Zbývá nám dopoèítat, ¾e x1 = 2, x2 = �1 a x3 = 1. �6.12. Najdìte pøibli¾né øe¹ení metodou nejmen¹íh ètverù soustavy rovnix + y = 23x + y = 4�2x � y = 3Polo¾íme-li v1 = (1; 3;�2)T , v2 = (1; 1;�1)T a y = (2; 4; 3)T a uva¾ujme-listejnì jako v pøíkladu 6.11 potøebujme vyøe¹it nehomogenní soustavu s matií�vT1 � v1 vT1 � v2 ?? vT1 � yvT2 � v1 vT2 � v2 ?? vT2 � y� = �14 6 ?? 86 3 ?? 3� :Tuto soustavu u¾ jsme vyøe¹ili v úloze 6.9, tedy (x; y) = (1;�1) je pøibli¾né øe¹enísoustavy metodou nejmen¹íh ètverù. �Dal¹í úlohy(1) Spoèítejte determinant mati A = 0BB�2 1 2 01 1 0 11 2 1 22 1 1 01CCA, B = 0BB�1 1 0 22 1 1 21 1 2 22 1 0 11CCA,A�1, A �B a A �B�1 nad tìlesy R, C, Z3, Z5 a Z7.(2) Najdìte pro libovolná a 2 Q nad Q rekurentní vzore pro výpoèet deter-minant ètverové matie Gn = (gij) stupnì n, kde gii = 1, gii+1 = a agi+1i = b a jinde je gij = 0.



43(3) Najdìte nad tìlesy Q, Z3, Z5 a Z7 adjungované matie k matiím A =0�1 2 12 1 02 1 21A, B = 0BB�0 1 1 11 0 1 11 1 0 11 1 1 01CCA a B3.(4) Rozhodnìte, pro která a 2 Z7 je nad Z7 matie 0� a 2 + a 13a+ 2 1 a2a2 a+ 6 2 + a1Aregulární.(5) Najdìte pro v¹ehna a 2 Z7, pro nì¾ je to mo¾né, inverzní matii k matiiz pøedhozí úlohy.(6) Buï � je standardní skalární souèin na reálném vektorovém prostoru R5.(a) Najdìte nìjakou ortonormální bázi podprostoru V = L((1; 3;�2; 1; 1)T ,(2; 0; 1; 1; 0)T , (1; 3; 1; 2;�1)T ),(b) najdìte ortonormální bázi ortogonálního doplòku V ?,() urèete ortogonální projeki vektoru (2; 1;�1; 0; 4)T do podprostoru Va do podprostoru V ?,(d) je-li U = L((2; 1; 0; 1;�1)T , (1; 1; 0;�1; 3)T , (4;�1;�1;�2; 3)T), na-jdìte vektory u 2 U a u? 2 U?, aby (1; 1; 0; 0;�2)T = u+u?,(e) najdìte ortonormální báze podprostorù U + V , U? + V , U + V ?,U? + V ?, U \ V , U? \ V , U \ V ? a U? \ V ?.(7) Mìjme komplexní vektorový prostor C4 se standardním skalárním souèi-nem.(a) Najdìte ortonormální bázi podprostoru V = L((1; 1� i; 1+ i; 2�3i)T ,(i+ 1;�1; 1+ 2i; 2� i)T ),(b) najdìte ortonormální bázi ortogonálního doplòku V ?,() urèete ortogonální projeki vektoru (1 + 3i; 2� i;�1; 2i)T do podpro-storu V a do podprostoru V ?,(d) je-li U = L((i;�i; 2 + i; 1 � 3i)T , (1; 1; i; 2 + 3i)T ), najdìte vektoryu 2 U a u? 2 U?, aby (1 + i; 1; i; 2� i)T = u+u?,(8) Najdìte pøibli¾né øe¹ení metodou nejmen¹íh ètverù soustavy rovniAx =y nad R, jestli¾e(a) A = 0BBBB�1 1 22 1 01 2 10 1 31 1 11CCCCA a y = (1; 0; 1; 1; 2)T(b) A je jako v (a) a y = (2; 1; 0; 2; 1)T ,() A je jako v (a) a y = (2; 1; 0; 2; 0)T ,(d) A = 0�1 12 11 21A a y = (2; 3; 0)T .


